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Séminaire DUBREIL-PISOT 2.01
(Algdbre et Théorie des nombres)
18e annde, 1964/65, n° 3 23 novembre 1964

STRUCTURES DES DEMI-GROUPES
AYANT TOUS LEURS SOUS-DEMI-GROUPES HOMOMORPHIQUES

par Roger DESQ

1. Introduction.

Dans ce m&me séminaire, le 23 mars 1964, Pierre LEFEBVRE a exposé un travail de
D. W. MILLER [ 9], travail dans lequel 1'auteur donnait une généralisation des
groupes hamiltoniens. Si 1'image homomorphe d'un demi-groupe contient un élément
neutre 1 [resp. un zéro O ], ltauteur appelle l-noyau [resp. O-noyau ] 1'i-
mage réciproque de cet élément. Dans une premiére partie, il étudie les demi-grou-
pes D dans lesquels tout sous-demi-groupe non trivial est le 1-noyau d'un homo-
morphisme convenable de D ; la fin de l'article est consacrée & la caractérisa-
tion des demi-groupes D dans lesquels tout sous-demi-groupe non trivial est le

O-noyau d'un homomorphisme de D .

Si un sous-demi-groupe S du demi-groupe D est le 1~noyau d'un homomorphisme,
S est en particulier unitaire. L'étude des demi-groupes ayant tous leurs sous-

demi-groupes non triviaux unitaires est donc un probléme plus général.

THﬁORﬁME 1.1. - Tout sous-demi-groupe non trivial d'un demi-groupe D est uni-

taire & droite si, et seulement si,

- D est un demi-groupe d'ordre 2 ,

- ou bien si D est isomorphe au produit direct d'un zéro-demi-groupe & gauche

par un groupe périodique.

Supposons que tout sous-demi-groupe non trivial de D soit unitaire a droite.

4

Soit x wun élément de D ; considérons S = {x2 , X y eee 3 X', eu.}, si x°

3

est différent de x” , S est un sous-demi-groupe non trivial qui contient x.x2
et x2 , S contient x . Pour tout élément x de D , nous avons donc x2 =X
ou x = x° (n 2}3). D est un demi-groupe périodique, l'ensemble I de ses

idempotents n'est pas vide.

Soient e et f deux idempotents distincts de D . Si ef n'est pas un idem-
potent, considérons le sous-demi-groupe S engendré par ef ; S n'est pas tri-
vial, donc les relations e.ef € S, ef € S, donnent e € S, clest-a-dire

e = (ef)n et ef = e , ce qui est impossible. I est stable.

Si ef est différent de fe , considérons T = {ef , fe , efe , fef} ;3 T est

un sous-demi-groupe non trivial, dohc T contient e et f .



e =ef ==> T={e , fe} => f =7fe .

e = fe => e = efe .
( f=ef =>» f = fef

e =cefe ==> 4 ou f="Ffe => f=fef\(-—=> f = fef |
Z ou T = fef ' ?

6 =fef ==> e=ef ==> f =fe ==> f =fef =e (impossible) .

Dans tous les cas, ona e =efe, f =7fef . I est un demi-groupe rectangulaire.
En particulier, les relations ef = fe = e donnent f = fef = fe = e ; les idem-
potents sont tous primitifs ; en outre, si D contient un zéro, il ne contient pas

d'autre idempotent.

3

7’ ’ ’ ’ 3 3 2 4 03
D contient un zéro O . = Un élément x de D vérifie x =x" =X mais

alors x2 est un idempotent donc égal a O , ou bien x = x" mais alors x ap-
partient au sous-groupe maximal de l'unique idempotent O de D, x est égal a
0 .81 x est différent de 0, S = {x s 0} est un sous-demi-groupe non trivial
qui contient tout élément y de D , puisque y.0 =0 appartienta S . D est

donc égal & f{x , 0}, od 1'on a x2 =0 .

D ne contient pas d'élément zéro. - D est simple. En effet, soit I wun idéal

de D3 I est un sous-demi-groupe non trivial de D , les relations x €D,
iel, xiel entratnent x € I . D'apres 1'étude des idempotents, D est donc

complétement simple,

Dxn(c ; I, A; P) (notations de [2]) .

we

Le groupe G ne contient qu'un seul élément G = {1} ; supposons d'abord que I
b
contienne deux éléments distincts i et j, S = {(1 , i, A, 0,35, X)j

est un sous-demi~-groupe non trivial ; la relation

(1,4, v(@,1i, 1)

]

(1,1,

montre que (1 , i , v) appartient & S, 0= A, donc A ne contient qu'un

seul élément, D est un zéro-demi-groupe a gauche.
I ne contient qu'un seul élément i ; considérons
S=-{(1,i,)x),(1,i,p,)}, si AAp, Vved,

S contient également (1 , i, v) ,car (1,41, v)(1 ,4i, A =(,1i,\). A
contient au maximum deux éléments dis*tincts, D est un zéro-demi-groupe & droite
d'ordre 2 .

Supposons maintenant que l'ordre de G soit supérieur & 1 ,
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Si’)\={(gsi,}\)9 gEG}

est un sous-groupe non trivial ; la relation (1 ,1i, v, i, A) = (pvi,i,K)
montre que S contient (1 , i, V) .
La fin de la démonstration directe et la réciproque résultent alors du théoreme

3.5, chapitre II de ma thése [3]. De ces deux théordmes, on déduit :

COROLLAIRE 1.1. - Si l'ordre du demi-groupe D est plus grand que 2 , il y a

équivalence entre les propriétés suivantes :

(a) Tout sous-demi-groupe de D est unitaire & droite.

(b) Tout sous-demi-groupe non trivial de D est unitaire & droite.

COROLLAIRE 1.2. - Tout sous—demi-groupe non trivial d'un demi-groupe D est

unitaire si, et'seulement si, D est un demi-groupe d'ordre 2 , ou si D est un

groupe périodique.

I1 semble cependant qu'une meilleure généralisation de la notion de groupe hamil-
tonien doit faire intervenir les relations d'équivalence. En effet, dire que tout
sous-groupe d'un groupe est distingué équivaut & dire : Pour tout sous-groupe S
de G , il existe une équivalence compatible admettant S comme classe. Rappelons
qu'un complexe H d'un demi-groupe D est dit homomorphique [ resp. homomorphique
& droite], s'il existe dans D une relation d'équivalence réguliére [ resp. régu-

lidre & droite ] admettant H comme classe [11],[3].

Dans la suite, D¥ désignera le demi-groupe obtenu en adjoignant & D un &1é-
ment unité. Si a , b, ... , £ sont des éléments de D, (a , b, ... , L) dé-
signera le sous-demi-groupe de D engendré par ces éléments ; si (a) est un
demi-groupe cyclique, [a] représentera sa période. Un sous-demi-groupe S de D
est homomorphique & droite [resp. homomorphique], si les conditions s € S, s'e 3,
xe€D¥, sxe€S [resp. s€S, s'eS, ued, veD¥, usvesd ]entrat-
nent s'x € S [resp. us've S J]. Nous dirons qu'un demi-groupe, qui a tous ses
sous-demi-groupes homomorphiques [ resp. homomorphiques & droite], vérifie la con-
dition (4) [resp. (Ad) 1.

LEMME 1.1. - 8i D est un demi-groupe vérifiant la condition (Ad) ’

1°© D est périodique ;

2° La période de tout sous-demi-groupe cyclique commence i un rang inférieur ou

égal & 3 .

Soit a wun élément de D ; considérons le sous-demi-groupe S engendré par a2

5
et a” , nous avons :
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on en d4duit

et par suite, il existe un entier n différent de 3 tel que 1'on ait

THéOREME 1.2, =31 D est un demi-groupe cyclique, il y a équivalence entre les

deux propositions :

(1) Tout sous-demi-groupe de D est homomorphique.

(2) D est fini, et sa période commence & un rang inférieur ou égal a 3 .

D'aprés le lemme, (1) entratne (2). Inversement, soit 8 wun sous-demi-groupe du
demi-groupe cyclique D différent de D . Si a engendre D, S n[a] est un
sous-groupe de [a]; si xe[a], XL désignera 1'inverse de cet élément dans
[a] . Les relations

sesnfa], x€eD, sxe€S, s'eSs
entrainent successivement :

-1 -1 -1
s €S, s'x=s'X.s s=s's ".sx, s'xeS.

I1 reste donc & considérer le cas suivant :

s = a2 eSS, x= ad y SX €S , a3 = a" (n minimal) H

on peut supposer que q est un nombre impair, car autrement x appartient & S .
Si n est pair, a” appartient & S, donc S est égal a {az , a3 yosey an-l}.
3i n est impair, ona gq<n-1, d'ob 2+ q<Sn; sxe$S entratne alors

a e s ;3 S a la méme structure que précédemment, et par suite est bien homomor-

phique.

2. Structure de l'ensemble des idempotents.

Dans toute la suite, sauf précision supplémentaire, D représentera un demi-
groupe vérifiant la condition (Ad) . D'aprés le lemme 1.1, D est périodique,

l'ensemble I de ses idempotents n'est pas vide.

Soient e et f deux éléments de I ; considérons S = (e , f) , la forme des

éléments de S montre que ce sous-demi-groupe est égal a

(e) u (£) u (ef) u (fe) u (efe) u (fef) .
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Désignons respectivement par g, g' , h , h' les idempotents de (ef) , (fe) ,

(efe) , (fef) . Comme g appartient & (ef) , on a

(ef)¥

g
]

on en déduit
k k 2
ge = (ef)k e = (ef)ek e = (ef) e.(ef) e = (ge)

d'ou il résulte

ge € (efe) nI et ge =h .
On vérifie de méme que fg est égal & h' , on a donc
hh' = ge.fg = g.ef o
Supposons maintenant que le produit ef n'appartienne pas & I . Considérons
= (e, (e£)?) 5 de
2 2 .
ees', (ef)es', (ef)fes',
résulte
ef € St , c'est-d=-dire ef = (ef)n y €, ou (ef)n e
Comme ef n'est pas un idempotent, on a ef = (ef)k s, ce qui donne

(ef) =[ef], hh' = g.ef = ef ,

[

car g est un élément unité dans [ef] .

Le sous-demi-groupe T = (h , h') , étant inclus dans (ef)u (fe)u (efe)u (fef),
contient au plus quatre idempotents distincts. Nous pouvons donc considérer deux
idempotents e , £ , dont le produit n'asppartient pas & I , et qui engendrent un
sous—-demi-groupe S ne contenant au plus que quatre idempotents distincts. D'a-
prés la thése de M. EGO [ 6] (chapitre II), le seul cas possible est celui ou e ,
f, g, g' sont distincts, ou h est égal a e, h' & f ; mais alors T ={e,g}

est un sous-demi-groupe de D . Les conditions
eeT, geT, gf=geTl entrainent efeT,

ef est encore un idempotent. Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

THEOREME 2.1. - Si un demi-groupe D vérifie la condition (a,) » l'ensemble T

de ses idempotents est stable.

D'aprés un résultat de D. MAC LEAN, il existe un demi-treillis =T , et une fa-
mille de sous-demi-groupes rectangulaires disjoints de I indexés par I :

{Ba , o €L} tels que I = ) B et B BB c B pour tout couple o , B
aeZ
d'éléments de ¥ [8].
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LEMME 2.1. - 2 ne peut contenir trois éléments o , B , v vérifiant

.Y<B<Q/.

En effet, supposons que & contienne trois éléments vérifiant ces relations ;

soient e un élément de B f un élément de Be , et g un élément de BV .

-
Considérons le sous-demi—grgupe S égal a (e, g ; gf) ¢+ S est contenu dans
B, u BY y €t S devrait contenir ef qui est dans Bﬁ , d'olu une impossibilité.
Nous voyons donc que & contient un plus petit élément noté o , et que le pro-
duit de 2 éléments différents de 2 est égal & o .

LEMME 2.2. - 3i @ est un élément de = différent de o , B, est un zéro-

demi-groupe a gauche.

Soient e , f deux éléments quelconques de B,,» & un élément de BO . Consi-

dérons S = (e , g, gf) ; nous avons
ef e 3, ef € Ba , S N Ba = {e} ,

et par suite

ef=es

Bo est un demi-groupe rectangulaire noté B , B est le produit direct d'un zéro-
demi-groupe a gauche L par un zéro-demi-groupe & droite R . Un élément gquelcon-

que de B pourra donc &tre noté (L , r) ,avec L el , rekR.

LEMME 2.3. - Si B n'est pas un zéro-demi-groupe & gauche, Z est égal &

o} unuad;

-si A n'est pas vide, il ne contient qu'un seul élément, A = {1}, et on a

Vee 81 , VbeB, be = Db 3

- Vuoed, il existe un é1ément r, de R ftel que 1'on ait

v (¢, r)eB, Tfe By, » (r, r).t = (2, ra) .

Si B est un zéro-demi-groupe & gauche, nous avons

VeelI, 7beB, be=b .

Posons Z = {0} UA . Soient @ un élément de A , e un éldément de B, - 81
b est un élément quelconque de B , be appartient & B , et be.e est égal a
be 3 il existe donc au moins un élément b = (2 , ) de B tel que be soit

égal & b . Mais alors, si f est un élément quelconque de B , nous avons
o

bf = be.f = beef =be =bv .
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Si B est un zéro-demi-groupe & gauche et si b' est un autre élément de B ,
nous avons
b'e = b'b.e = b'.be = b'b = b ,

Supposons que B n'est pas un zéro-demi-groupe & gauche, et qu'il existe un au-
tre élément b' = (L', r') de B vérifiant
r £, b'e = b .

Soit (XA, p) un élément quelconque de B , {(K , P) o, (N, r)} est un sous-

demi-groupe de D ; des relations

A, re=(, )0, r)e=(, ), r)=0, ),
nous déduisons
(hy pee{(, o), O, D} .
On a de méme

(s Dee{h, 0, O, )},

dtod (A, p)e = (A, o) puisque r est différent de r' . A est donc la réu-

nion de deux ensembles disjoints, peut-8tre vides, A1 et A2 » tels que
Voe A1 , VeeB , VbeB, be = b ,
o'
v 8 e A2 , 13 rB € R tel que la relation (£, r)e= (2, r),

vérifide pour un e de BB , entrafne r = rB .

Précisons la multiplication dans ce dernier cas ; nous savons que, e € BB

étant donné, il existe un é1ément (ZB , rb) de B vérifiant
(BB ’ rB)e = (EB ’ ré) .
ona (£, r)e=(2 , r)(ﬁa , T)e , posons
(2b , e = (8", r')
de (BB , T)e.e = (BB , T)e résulte T' = Ty s et par suite
(2, r)e=(2, r)(0, rﬁ) = (2, rﬂ) .

Pour terminer la démonstration du lemme, il nous reste & vérifier que A, ne

1

peut contenir au plus qu'un seul élément. Supposons que A1 contienne deux é1é-

ments distincts o et P ; soient e un élément de B, , f un élément de B& ,

[S)

(2 , r) un élément de B . Le produit ef appartient & B ; nous pouvons poser
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ef = (', r') . Les relations

(2, r)ef =0 , 2)e.f=(0 ,r)f =2, 1)
entrainent
(B,I‘)(f,‘ ,I")=(2,I")=(2 ,I').

B n'étant pas un zéro-demi-groupe & gauche, r peut &tre choisi différent de r?',

nous- aboutissons donc & une contradiction.

LEMME 2.4. - Pour tout élément e de I , il existe un élément Re de L tel

que l'on ait @
- si (¢, r)eB, e, ) = (Ke

’ H
-si Bed, ef Bg feBy, ef = (ze , rB) ,
-si web, eeB,, feB , ef=(L , ra) .

Lorsque: e appartient & B , ce lemme est vérifié en posant e = (ke , re) , Ce
que nous ferons dans la suite. Soient e un élément de By (¢ehun),
b=1(g, r) un élément de B ; eb appartient & B , posons eb = (L', r') . La

relation eb = eb.b donne
(E' ’ I") = (EI ) I")(P, ’ I‘) = (Y' y I') [

d'ou il résulte que r' est 8gal & r et que £' est seulement fonction de e
et de 2 ;3 2'=9(e, £) . Considérons le sous-demi~-groupe S engendré par e

et (?(e , L), f} ;s S est égal & {9 , <?(e., L), p) , (@(e , L), ra:%'. Si

A est un élément de L , la relation

(9(e y ) , v A, )= (y(e y L), #)

montre que 1'élément e(\ , r) = <?(e , \) o, #) appartient & S . On en déduit
ole , 2) =¢(e , ) 3 wle, ) est indépendant de ¢ ; e é&tant donné, il exis-

te donc un élément Be de L tel que l'on ait

¥ (¢ , r)eB, e(2 , r) = (Ke , T) .

Supposons que A u A contienne un élément B différent de ¢ ; soit f wun é1é-

ment de B ef appartient & B, ef = (2', r') . Les relations

B ’
(2, r)eef = (2 , r)e.f , ef.(8 , r) =eg(2 , r)

entrainent,

-si 3#1, (2, r)=1(, ra)f = (2, rB) ;

-si 8=1, (¢,r)=0,r);

- et pour 3 quelconque, (2! ,ar) = e(l’,f , T) = (le , T) .

Ceci compléte la démonstration du lemme.
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THEOREME 2.2.

(a) Si D est un demi-groupe vérifiant la condition (Ad) » l'ensemble I de

ses idempotents est stable et a la structure suivante :

I=B+3B, + U B ou I=B+ U B_ .
L en @ — aep ¥

B est un demi-groupe rectangulaire, produit direct d'un zéro-demi-groupe & gauche

L par un zéro-demi-groupe & droite R ; B1 et les B,, @€ A, sont des zéro-

demi-groupes & gauche ( A peut &tre vide).
Vaoedn, 1 r,€R; VierlI, q Bi €L (pour b € B, on pose b=(£b,rb) ),

tels que VieI, V(¢ ,r)eB, Vee B, » VaoedA, ¥BeA-{a},
Vfe Ba , Vge BB , on ait

Il
1l

(¢ , ), ef

(¢, T)e (e, ra) , fg

e (B’f 9 rB) "

(¢, o)f

(¢, ), fe= (2, , ), (e, r) =, ).
o

(b) Inversement, considérons un ensemble I , réunion d'un demi-groupe rectangu-

laire B =1L x R et de zéro-demi-groupes a gauche B1 ’ Ba , € A, I, muni

de 1'opération définie dans (a),.est un demi-groupe qui vérifie la condition (Ad)'

La proposition (a) rappelle les résultats obtenus dans les lemmes 2.2 , 2,3 ,
2.4. Pour démontrer (b), vérifions d'abord que I est un demi-groupe. Nous devons

envisager les cas suivants :
ceB, , a.bc = ab.c = ab ,

1
/b € B \ ceB , a.bc = ab.c

]

(ffa ’ rOl) ’

/¢ceB , a.bc=ab.c = (Ba ’ rc) ’

B 3 : . = . =
ae { b e B1 ) c € B1 , a.bc = ab.c = a ,
{
] K_C € Ba , a.bc = ab.c = (za ’ ra) ’
' /
i ceB , a.bc = ab.c = ac ,
1

b e Qy< ceB , a.bc=ab.c=ab,
\

. C € BB s B8 e€ehA, a.bc=ab.c=ac,

ae B1 ou Ba s, beB ou BB s B % os CE B1 y @a.bc = ab.c = ab ,
ae B1 ou Ba , bel y CE I~ B1 s a.bc = ab.c = ac ,
ae Ba s, b€ B1 ou Ba s, CE B1 y a.bc = ab.c = ac .
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Scient S un sous-demi-groupe de I , s et s' des éléments de S, x un
glément de I tel que 8x appartienne a S ; il faut montrer que s'x appar-

tient & S . Nous avons les cas suivants :

xeB , s'x = (28, ’ rX) =s',8sx €3 ,
X € B1 , s' € B ou B1 3y s'x=s'€s,
xeB , s'eB,, s'x = (Bs, , ra) = s'ss' €8,
X € BQ , 8' € B, s s'x =s8' €8,
X € Ba , 8! é Ba s s'x = (88, ’ ra) =s'.,sx €3 .

COROLLAIRE 2.1.

(a) Si D est un demi-groupe vérifiant la condition (4) » l'ensemble I de

ses idempotents est stable et a la structure suivante : I =B +C ; B est un

demi-groupe rectangulaire, B =L x R, pour be B, on écrit b = (2b , rb) H

C est un ensemble envoyé par une application «® dans B, o(c) = (Zc , rc) .

La loi de multiplication est définie de la manidre suivante :

YielI, Vjel, i#3j, 12=i,i.j=(zi,rj).

(b) Inversement, considérons un ensemble I , réunion d'un demi-groupe rectangu-

laire B =L xR et d'un ensemble C envoyé dans B par une application o 3

I, muni de 1'opération définie dans (a), est un demi-groupe qui vérifie la condi-

tion (4) .

Si tous les sous-demi-groupes de D sont homomorphiques, ils sont en particu-
lier homomorphiques & gauche et homomorphiques & droite; I vérifie donc le théo-
réme 2.2 et le théoreme symétrique. B1 et Ba s @€ A, doivent &tre des zéro-
demi-groupes a gauche et a droite ; ils sont donc réduits & un seul élément. Pour
tout élément i de I , il existe un élément ﬁi de L , un élément rs de R

tels que l'on ait

i(zyr):"(zirr) et (‘R;r)iz(‘e)ri)'

Si B, n'est pas vide pour 1'élément e qu'il contient, on a d'une part

1
(¢, ),

Il

(8 ’ r)e

et d'autre part

Il

(0, r)e=(,r);

R ne contient donc qu'un élément, et B1 joue le méme r8le que les Ba . Les re-
lations e ¢ B, £ £B, e#£f, ef = (8 ef(f , r) =e.f(, ),
(¢, r)oef = (£, r)e.f donnent

ef ? ref) ’
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ef = (&, rf) .

Inversement, d'aprés le théoréme 2.2, l'ensemble I , muni de la loi indiquée,
est un demi-groupe. Soient S un sous-demi-groupe de I , s et s' des é1é-
ments de S . La relation sx € S entraine s'x € S d'aprés le théoréme 2.2, de
méme, d'aprés le théoréme symétrique, xs € S implique xs' €S ; xsy € S en-

(=}

traine =xs'y € S, car xsy = xs8'y = Xy .

COROLLAIRE 2.2. - Pour un sous-demi-groupe idempotent I , les deux propositions

suivantes sont équivalentes :

(a) Tous les sous—demi-groupes de I sont homomorphiques & droite et A gauche.

(b) Tous les sous~demi-groupes de I sont homomorphiques.

En effet, pour obtenir la condition nécessaire du corollaire 2.1, nous avons
seulement imposé aux sous-demi-groupes de D d'8tre & la fois homomorphiques a

gauche et homomorphiques & droite.

COROLLAIRE 2.3. - 3i D est un demi-groupe commutatif qui vérifie la condition

(A) , 1'ensemble I de ses idempotents contient un zéro, et le produit de deux

dléments distincts de I est égal & zéro.

En effet, B est alors commutatif, et donc réduit a un seul élément.

3. Etude du demi-groupe D .

Pour poursuivre 1l'étude du demi-groupe D , nous allons utiliser la décomposi-
tion de ce demi-groupe en fuseaux. D étant périodique, il existe une bijection
entre l'ensemble I de ses idempotents et 1l'ensemble des fuseaux. Si e est un
élément de I , le fuseau le contenant sera noté Fe , le groupe maximal associé &
e seranoté T ; T est contenu dans F_ . 5i a est un élément de P, (a]

est contenu dans Fe 3 si b est un élément de Fe , on a
ab = a.eb = ae.b € Fe , ba = be.a = b.ea € Fe .

Rappelons un résultat 4t & D. D. MILLER et A. H. CLIFFORD [ 10].

3i D est un demi-groupe arbitraire contenant un sous-demi-groupe B rectangu-
laire, les groupes maximaux de D relatifs aux idempotents de B sont tous iso-
morphes, et leur réunion est un sous-demi-groupe de D isomorphe au produit di-

rect de 1'un de ces groupes par le demi-groupe B .

LEMME 3.1. - 31 e et f sont deux idempotents de D, et si fe , f} est un

zéro-demi~-groupe i gauche, alors, V a € Fe , ona af = ae .



Il

En effet, les conditions a € (a) , €€ (a) , ef e € (a) entrainent

af € (a) ; comme fe est égal & f , on en déduit
af = afe = af.e = e.af = ae.f = ae .
Si S et T sont des sous-demi-groupes de D , S v T désigne le sous-demi-

groupe de D engendré par S u T .

THEOREME 3.1. =381 e et f sont deux idempotents de D , et si (e , ) est

un demi-groupe rectangulaire, alors, V a € Fe , Vbe Ff , on a

e {[a] v [b]} u (a) .

o’

af = aef , fa = fae , a

(e , fe) est un zéro-demi-groupe & gauche ; donc, d'aprés le lemme 3.1, on a
afe = ae , d'ou
af = aef .
Considérons S =[alv (ef) , les éléments de S sont de la forme ef , a© ou
an f ;3 en effet,

n n n
ef a" =efea =ea =a , a ef=2a f,

car a- appartient a Fe .

Les relations 33 e S, a4 €S, ef € 3 entralnent efa € S ;5 on en déduit
( ef f => f a = f => fa = fae ,
efa = {Su a” ==> fa =- fa" => fa = fae ’
} 2% £ { fa’ £ ==> fae I, et fa=faf ==> f af = (£a)?
) => fg € Ffe ==> fe=f => fa=fea.

Si b" appartient 2 [b], on a

abn a.fbn

b" a =1b" f.a

aef b e [a]v([b],

Il
1l

b’ fea e [a]v [b].

Donc, T = (a)v[b] est égal a {La] v Eb]} u (a) 5 les relations ab3 eT,

ab e T , ae T, donnent ab € {La] v [b]} u (a) .

COROLLAIRE 3.1. - Les fuseaux de D sont stables, et si a et b sont deux

éléments d'un m@me fuseau, ab appartient 3 {[a] v [b]} u (a) .

. »
PROPRIETE 3.1. - Soient e un idempotent de D, a et b deux éléments du

fuseau Fe ; alors, ab appartient a Fe , ou ab est égal a a2 . Réciproque-
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ment, si un demi-groupe périodique et unipotent vérifie cette propriété pour tout

couple d'éléments a , b , ona ab € {ﬁa] v [b]} u (a) .

Nous avons vu que Fe était un idéal de Fe ; donc la condition ab ¢ Fe en-

tratne a ¢ Fe . Comme ab appartient a Fe u (a) , on en déduit

ab=a ou ab = a2 y ab = a ==> abl = a et ae =a R

ce qui est impossible.

Pour démontrer la propriété réciproque, il suffit de remarquer que, si ab - ap-
partient & Fe , On a
ab = abe = ae.ebe [a]v[b].

D'aprés cette propriété, FZ est égal a Fe

s en effet, Fe est toujours con-
tenu dans FZ . Soit abc un élément de FZ =T
2 2
abe ¢ Fe ==> ab ¢ Fe ==> gb =a ==> abc=a" ¢,
% o ¢ I, => ac ¢ r, => ac = 2 => abc = a’ ,

mais a3 appartient & [a] , nous avons donc une contradiction.

COROLLAIRE 3.2. - 8i {e , f} est un zéro-demi-groupe & gauche [ resp. & droite ]

2
propre, YaeF_, ¥beF.,ona ab=a ou abs= ae.fb [resp. ab = ae.fbl.
Dans les deux cas, [a]Vv [b] est contenu dans roufle.si {e , £} est un
zéro-demi-groupe & gauche propre,

abeTl, ==> ab=abf =afb=age.fbel =T => f=e,
f ef e

ceci est impossible,
ab € (a) \ Fe => ab = a ou a2 ’ ab=a => af = a ==> gef = a ,

mais aef € Fef = Fe => a € Fe => ab € Fe s ce qui est impossible. Donc, si

ab est différent de a2 , ab appartient a Fe ; on a alors
ab = eab = ea.b = ae.b = a.eb = ae.fb .
Si {e, £} est un zéro~-demi-groupe & droite propre,

ab € Fe => ab = eab = ae.fb € ref = Ff => e=7f,

ab € (a) ==> eb e (a) ,
mais

eb=efbel . =T.,
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d'ol une impossibilité, car (a) est contenu dans Fe . On en déduit

ab e Ff et ab = abf = ae.fb .

COROLLAIRE 3.3. = Si (e , f) est un demi-groupe rectangulaire propre, V aeer,

VbeF ab est égal & ae.fb .

f ’
ab appartient a {La] v [b]} u (a) , qui est contenu dans (a)L‘FeL’FfL‘FerI}e-

ab e (a) ==> eb e (a) , mais eb = efb € Fef , et ona e =¢ef,

abe ==> ab = eab = aeb ae.fb € T => e = ef ,
e ef

i

abe T => ah = abf = afb = ae.fb e T => f =ef ,
f ef

ab € rfe => gb = feab = faeb = fae.fb € Ff => fe=7f.

Chacun de ces cas est donc impossible, ab appartient a Fe , et il en résulte

f

ab = efab = efeab = eab = aeb = ae.fb .

D'aprés le théordme 2.2, nous savons que I peut se mettre sous la forme :
I =B+ Bl + U Ba s nous pouvons alors énoncer le théorsme :
ol

14 .
THEOREME 3.2. - Si e est un élément de B1 + U B , f un élément de B ,
aeh ¥

alors, V a € Fe , Vbe Ff , ba appartient & (b, efe) , et ab est égal &
efe.fb .

D'aprds la loi de multiplication vérifide par les éléments de I , efe appar-
tient & B ; (b, efe) est donc un demi-groupe rectangulaire. Le sous-demi-groupe

(b , efe) , contenant b , efe , efe.e , contient également be .

. . - . R . n n .
Si n est un entier supérieur ou égal & trois, eb et b e appartiennent &

[v]v (efe) ; en effet, on a par exemple

ob® = efb” = efe.fb™ = efe.b” .

L'élément eb appartient & [b] v (e) , car ce sous-demi-groupe contient e ,
eb3 , eb4 ; la relation eb = e entralne ef =e , ce qui est impossible ; nous
avons donc

eb = ebn.ebm.....ebs ou eb = ebn.....ebs.e ’

eb appartient & [b] Vv (efe) . Les relations précédentes permettent d'écrire

(b , e) = (b , efe) ) (e) .
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S'i, existe un 4lément x de (a) tel que le produit bx ne soit pas dans
(b , efe) , alors x n'appartient pas & (b, e, bx) . En effet, x n'appar-
tient pas a (v , e) , car b.(b , e) est inclus dans (b ’ efe) ; donc, si x
est dans (b, e , bx) , dans 1'écriture de x figure au moins une fois le fac-
teur bx . Posons x =uxy , ou y est un élément de D¥ , u un mondme en b
et e seulement ; u appartient au complexe (b, e)eb qui est inclus dans
(b , efe) . Il existe un entier p avec WP = , fe , ef , ou efe , car (b,efe)
ne contient que ces idempotents. La relation x = u? xyp donne alors l'un des cas

suivants :

1 x = fx ,

2° x = fex ,
30 x = efx ,
40 x = efex ;

19 et 2° donnent x = fx , d'ou x% = £x% et e = fe s 39 et 4° donnent x = ex ,

puis x = efex , d'ou e = efe ; les quatre cas sont donc impossibles.

Soit x un élément de [a] ; le sous-demi-groupe (b , e , bx) contient e ,

b , bx , donc également ex = x . Nous en déduisons

be (b, efe) , ba e (b , efe) , vat e (b, efe) , et bae (b, efe) .

En particulier, fa appartient au demi-groupe rectangulaire
(f , efe) = {f , fe , ef , efe},
et par suite, fa est égal a f ou fe; fa=f donne fe =f , donc on a
fa=fe, faf =fef=7%, (af)’=af .

De mé&me, pour tout entier n , a’ £ est un idempotent. Posons a = g 5 la

relation &, f = €, montre que &€, est un élément de B ; nous écrirons

n n n
. n )
Si a € [a], les relations eg =&, » & T =g, donnent
(ze ’ rn) = (zn ’ rn> ’ (zn ’ rf) = (zn-’ rn) ’

c'est-a-dire g, = (tn ’ rn) = ef . Le sous-demi-groupe (a , ef) , contenant a ,
e , ef , contient également af ; mais d'aprés ce qui précdde, (a , ef) est égal
& (a) u (ef) u (efe) 3 af étant un élément de Byest égal & ef . Si bne[:b],
la relation fb"™ = b" domne ab” = a.fb" = efb” = eb” . De eb e [b]v (efe) ,
résulte

eb = efe ,
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d'ou
2 m

eb” = efefe = efe et eb =eb ,
ou

eb = eb" u avec b e [b], ueDd¥,
ou

eb = efebm u ,
d'ou

m m
eb = efefb u =¢eb u ;
. n_ -
si a € [a], dans chacun des cas on a

an b = an eb = an ebm u = ean fbm u = ebm u=-c¢e¢b.

3

Le sous-demi-groupe (a, eb) , contenant a , a3 b, a , contient également ab;
ab ne peut appartenir a (a) , car ce sous-demi-groupe contiendrait alors eb ;
or eb appartient & [b]v (efe) qui est contenu dans Fpul, Ul U T ope

par suite on a

ab =ebu ou ab= a5 ebu (u € D¥* , a5 e [a]) ,
d'ou

ab = ea.b = eb .

Considérons 1'élément eb ; cet élément appartient a Ff U Ffe U ref ul , 11

efe
existe un entier n tel que (eb)n appartienne a {f , ef , fe , efe} ; comme

e.(eb)® = (eb)™ , (eb)® appartient & f{ef , efe} .

(eb)n = efe ==> ebe T ==> eb = ebefe ==> eb = ebe => eb3 = (eb)j ,
efe

3 3

mais eb” = eb” £ , d'ol (eb)3 = (eb)3 ferl Fef , on a toujours

efef ~
|

i L,
eb el . n lﬁb] v (efe)J ;
cette relation entraine 1'un des cas suivants :
efe , d'ol ef = efe , eb =ef , et efb = efeb = ef =¢eb ,
- eb=ub”, d'ot eb = ebf = efb , car b e [b],

ub™ efe , Ad'oll eb = ebfe = efbe , mais eb = ebef donne alors

i
[¢]
o’
]

I
®
o'
i

eb = efbef = efd car efb € Fef ,

il en résulte bien la relation eb = efb = efe.fb ; ce dernier Slément est bien

déterminé quand on connaft Ff , car (f , efe) est un demi-groupe rectangulaire.
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COROLLAIRE 3.4. - Avec les notations du théoréme, si de plus fe est égal & f,

ba appartient & (b) .

D'aprds le théoréme, fa appartient & (f , efe) qui, ici, est égal & {f,ef};

la relation f.fa = fa implique fa € f.if , ef} = {f} . On a

le sous-demi-groupe (b) , contenant b , b7, b3 a , contient également ba .

COROLLAIRE 3.5. —= 51 fe est différent de f , ba est égal & bf.efe .

(f , efe) est un demi-groupe rectangulaire ; d'aprés le théoréme 3.1, b.efe
est égal & bf.efe . La relation be € (b , efe) entratne 1'un des cas suivants :

- bee (b), d'oh fee (b) et fe=7f , ce qui est impossible,

- be = u.efe , d'ol be = befe = bf.efe ,
- Dbe = u.efe.b” , d'od be = u.efe.fb” = u.efe.b™ £ , be = bef , be=befe=bf.efe.
On en déduit que (b , efe) est inclus dans (b) U Ff U Fef U Ffe U Fefe .

De bae (b, efe) , résulte : ,
- soit ba € (b) , d'ot fa € (b) , mais fa = fe montre que ceci est impossible,
fba = bfa = bfe = bf.efe € T o ? contradiction,

f
baefe = beafe = befe = bf.efe , contradiction,

o
i)
it

- soit Dba € Ff , d'ou

i

- s0it ba €T , d'ol  ba
efe

- s0it ba €T d'ol ba = baef = beaf = bef , (f , ef) étant rectangulaire.

ef ’
Le théoréme 3.1 donne bef = bfef = bf € Ff , d'ou encore une contradiction. Il

reste seulement le cas ba € Ffe , et on a alors

ba = bafe = befe = bf.efe .

THﬁORﬁME 5.3. = Soient e et f deux éléments de B, + U Ba s a un-élément

ae)

1

de F , b un élément de F,
de F_ £

- si ef est égal & e, ab appartient & (a) ,

- si ef est différent de e , ab est égal & ef .

ler cas. - Soit g wun élément de B ; d'aprés le théordme 3.2 et les corol-

laires 3.4 et 3.5, on a
ge = gf = ga =gb, ag = eg .
Le sous-demi-groupe S engendré par g et a , contenant a , g, gb , con-

tient également ab ; mais, d'aprés le théoréme 3.1, ab appartient 2 Fe , On a
donc

ab e S n Fe = (a) .
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Ceci montre, en particulier, que le produit ea est égal a e ; Fe est donc ré-

duit au seul élément e .

2¢ cas. - Posons g = ef ; d'aprés la loi de multiplication vérifiée par I,
g appartient & B . Si n est un entier supérieur ou égal a 3 , d'aprés le co-

rollaire 3.4, on a

3=greb4=gy

Le sous-demi-groupe (e , g) = {e , g, ge} , contenant e , eb
contient également eb ; il en résulte l'un des cas suivants :
- eb = e , mais on aurait alors ef = e , ce qui est impossible,
- eb = ge , d'ou eb2 =geb = ge et g=-ef =ge,
- eb=g.

Nous avons donc eb = g , nous en déduisons

3

Le sous-demi-groupe (a , g) contient a , a3 , et a7 b ; il contient aussi
ab . En tenant compte du théorzme 3.2, (a , g) contient seulement des éléments
de la forme ak ou gu (ue D¥*) ; ab ne peut appartenir a (a) car autrement

ce sous-demi-groupe contiendrait eb = g , il reste donc

ab = gu ,
d'ou

ab = eab =eb =g »

4
THéOREME 3.4, = Si D est un demi-groupe vérifiant la condition (Ad) , D est

bande sur I de ses fuseaux.

En effet, compte tenu du théordme 2.2, tous les cas possibles de multiplication
des fuseaux ont 4té examinds dans les théorémes 3.1 , 3.2 , 3.3 , et leurs corol-

laires.

? L
THEOREME 3%.5. — L'ensemble des conditions nduessaires rencontrées est équivalent

au systéme suivant :

(1) D est périodique 3

(2) L'ensemble I des idempotents de D est stable et a la structure indi-

quée au théordme 2.2 ;

(3) Soient e et f deux éléments de I, a un élément de Fe , b un

élément de Ff , alors :
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-si eeB, feB, ab est élément de {Fa] v [b]} u (a) ,
-si e¢dB, £¢B,etsi ef =e, ab est élément de (a) ,
-si e¢B, £f#B, et si ef e, ab est égal & ef ,

-si e¢B, f€B, et si fe=f, ab est égal & efe.fb , ba est
élément de (b) ,

-si e ¢ B, feB, et si fe # f, ab est égal & efe.fb , ba est ’
égal & bf.efe .

I1 reste & vérifier que la période d'un élément quelconque a de D commence
R s . N 2
4 un rang inférieur ou égal & 3 ; a et a” appartenant au méme fuseau, on a,
soit
a®ac {{a®1v [al}u (a9 ,

soit
a2 a € (a2) ’
ce qui montre bien que 8’ appartient & [a] .

Nous avons vu quelques conséquences directes des propriétés énoncées dans le
théoréme, & savoir :

D est bande sur I de ses fuseaux .

- Si {e , T} est un zéro-demi-groupe & gauche, ab = ae.fb ou ab = a2 .

-98i (e, £f) est un zéro-demi-groupe & droite, ou un demi-groupe rectangulaire
propre, ab = ae.fb .

- Si e est un élément d¢e I - B , Fe = {e} .

En tenant compte du théordme de Miller-Clifford, le produit de deux éléments quel-

conques de D est en général bien déterminé.

e
THEOREME 3.6, - Inversement, si un demi-groupe D vérifie les conditions énon-

cées dans le théoréme 3.5, D satisfait & la condition (Ad) .

Soient S un sous-demi-groupe de D, s et s' des éléments de S, x un
élément de D tel que le produit sx appartienne & S ; il faut montrer que
s'x appartient & S . Les sous-demi-groupes (s) ’ (s') , (x) contiennent res-
pectivement e , e' , f comme idempotents. S n I est un sous-demi-groupe homo-

morphique & droite de I , puisque I vérifie la condition (Ad) (théordme 2.2).

Les relations s€ P nS, s'e€eF n3S, sxePF _.nS , donnent e€ Sni,
e e'! e

f
eteSnI, efeSnNnI, dou e'fe Sn I . De plus, e étant de la forme sk,

ex appartient & S ; d'autre part, on a toujours

efx = ex .
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Considérons les divers cas possibles pour e' et f :
- eteB, feB, alors s'x = 3'2 €3 ou s'x=s'e'fx, elef =e'f,
efx € S implique e'efx e S, e'fx eSS, s'e'fx €8 ;
- e'¢B, feB, alors s'x = e'fx € S, cas analogue au précédent ;
- et€B, f ¢ B, alors s'x € (s') €S ou s'x=s'ef €3 ;
- e'¢B, £¢B, e'f=c¢', alors s'xe (s') ¢S ;
- e! ¢ B, £f¢B, e'f # e' , alors s'x=e'fesS.

THéORﬁME 3.7. = Un demi-groupe D vérifie la condition (A) si, et seulement

si, il satisfait aux propriétés suivantes :

(1) D est périodique et les sous-groupes maximaux de D sont abéliens ou

hamiltoniens ;

(2) L'ensemble I des idempotents de D est stable et a la structure indi-

quée au corollaire 2.1 ;

(3) Soient e et f deux éléments de I , a wun élément de F,, b un

é1ément de Ff y alors,

-si eeB, feB, ab est égal & ae.fb,
-s8i e=f%f é B,ona ab=e ou ab= a2 = b2 ’
-si edB, feB, ab est égal & efe.fb, ba est égal & bf.efe ,

-si e ¢ B, f¢B, e#£f , ab est égal & ef .

Un demi-groupe qui vérifie la condition (A) vérifie, en particulier, (Ad) et
(Ag) s il en résulte les conditions nécessaires du théoréme, si 1l'on remarque de
plus que le groupe Fe doit avoir tous ses sous-groupes distingués pour vérifier
(4) . Pour un groupe périodique, la condition (4) est équivalente au fait d'8tre

abélien ou hamiltonien.

Inversement, si D vérifie ces conditions, d'aprés le théoréme 3.6 et le théo-
réme symétrique, les sous-demi-groupes de D sont & la fois homomorphiques &
droite et homomorphiques & gauche ; il reste donc a démontrer que, si S est un

sous-demi-groupe de D , les relations

s€s8S, s'eS, x€D, x'eD, xsx'e€$S entratnent xs'x' € S,

f’
s' , x , X' . D'aprés la structure de I , les cas possibles pour les idempotents

Soient F_ , F sy Fo. , F les faisceaux qui contiennent respectivement s
e e! f '

e ,e', f, f' sont les suivants (nous posons fef! = g ) :

ee B, e'le B, feB, f'e B,

alors on a xsx' = xf.es.f'x' = xg.es. gx' € Fg NS, onen déduit g€ S, d'ol

il résulte
gesg € Fg ns, ge's'g € Fg ns;
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d'autre part on a xg € Fg , gx' e Fg , et comme Fg vérifie (4A) , ceci entrai-
ne

xg.ge's'g.gx' = xs'x! € Fg ns .

eeB, e'€B, feB, £' £¢B (ou eeB,e'eB, T£B, f'eB),

xax! = xf.esf! € Tg NS, on en déduit gesg € Fg nsS, ge's'ge Fg n S ; comme

dans le cas précédent, ces relations impliquent

xs'x' e’ nS .
g

ecB, e'€B, f¢B, f'£B,

xsx! = faft! = fesf! e Fg AS ; de plus, . g€ B, e's' E'Fe, N S impliquent

ge's'g = fe's!f' = xs'x' € S .

ecB, e'¢B, feB, f'eB,

xsx! = xfesf'x!' = xg.fesf'.gx' € Fg N S 3 un raisonnement analogue a celui du pre-
mier cas montre que xs'x' = xfe'f'x' = xg.g.gx' appartient & Fg ns.

ceeB, o' ¢B, feB, f'¢B (ou eeB, e'£B, f'eB, f£B) ,
xsx'! = xf.es.f! € Fg NS ==> fesf' € Fg NS et xg eSS ; d'autre part, on a
xs'x! = xfe'f! = xg ; on en déduit bien xs'x' € S5 .

et =f=f"¢B,
alors xs'x' =e' €8S .

ecB, e fgB, T¢£B, f'£B,
e' , £, £f' n'étant pas égaux, xsx' = fesf' € Fg NS et xs'x! = fe'f' =g e S.

e¢gB, e'€eB, feB, f'eB,

xsx!' = xfef'x' = xg.g.8x"' € Fg ns, xs'x' =xfe's'f'x' = xg.ge's'g.gx' ,
xg el x' e T el S 'st r gagx! =
g g’ & g’ & g NS, gelslgel,n S, xg.g.8x' € Fg nS >

xst'x' € S .

edB, e'eB, feB, f'£B (ou efB,e'eB, f£B, f'eB),

xsx!' = xfef! = xg € Fg NS, xs'x' = xfe's'f' = xg.e's'.g, g€S; xges,
els' €S => xs'x' €8S .

efdB, e'€B, f£gB, f'£B,
xsx! = feft = ge S, xs'x' = fe's'f! = g.e's'.g€e S .
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edB, e'£gB, feB, f'eB,

xs'x! = xfe'f'x! = xfef'x' = xsx' € S .

ef B, e'£B, feB, f'£B (ou efB, e'£B, f£B, £f'eB) ,

si f # e et si f! # e' , on a

xs'x! = xfe'f! = xfef' = xsx' € S 3

si e #£ e! , f'=¢e , on a
xsx' = xfex' = xff' ,

xs'x! = xfe'x' = xfe'f' = xff' = xsx' € S
on a un calcul analogue, si e # e!' et si f!' =¢e';
enfin, si e =e¢' =f',

xs'x' = xfe = xsx' € 5 .

e¢B, e' £¢B, T¢B, f'¢3B,

on a toujours xsx' = fef' , xs'x' = fe'f' = fef! = xsx' € S .,

COROLLAIRE 3.6. — Un demi-groupe abélien D vérifie la condition (4) , si et

seulement s'il satisfait sux propriétés suivantes :

(1) D est périodique ;

(2) L'ensemble I des idempotents de D a la structure suivante :

I=1{c}ua, Ve, fel, e # f,ona ef =0

(3) Soient e et f deux éléments de I, a un élément de Fe » b un

élément de Ff , alors,

-8 e=f=0, ona ab = ac.0b,

s 2 2
-s1 e=f # ©c,ona ab=e ou ab=a =Db ,
- sl e o, f # o, ona ab=ao0,

-si e#£o0, T # o, e # f,ona ab=o.

Ce corollaire est une conséquence directe du théordme précédent et du corollaire
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Conclusion. - Le théoréme 3.7 fournit une généralisation convenable des groupes
hamiltoniens, car ces groupes sont périodiques ; mais il n'en est pas de méme pour
les groupes abéliens qui, en général, ne vérifient pas ce théordme. La méthode
suivie, étude des idempotents, décomposition de D en fuseaux, est & rapprocher

de celle de M. EGO dans sa thése [6].
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