MICHEL MENDES FRANCE
Un ensemble de nombres non normaux

Séminaire Dubreil. Algébre et théorie des nombres, tome 18, n° 1 (1964-1965), exp. n°2,
p. 1-6

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1964-1965__ 18 _1_A2 0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1964-1965, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1964-1965__18_1_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISOT 2-01
(Algébre et Théorie des nombres)
18e annde, 1964/65, n° 2 16 novembre 1964

UN ENSEMBLE DE NOMBRES NON NORMAUX

par ifichel IENDES FRANCE

1. Définitions.
Soit xe (0, 1) un nombre différent de a/2b (a, b entiers non négatifs).

I1 lui correspond alors un développement binaire unique

- en(x)
X = ) e en(x) =0 ou 1.
n=1 2n

Soit Ak un élément de {(O) , (1)}k (k entier 3 1) . Soit p un entier po-
sitif >k . N(x, p, Ak) désigne le nombre de fois qu'apparait la suite Ak
dans la suite finie el(x) , 82(x) y see ep(x) . Le nombre x est dit normal
(dans 1a base 2 ) si, pour tout k entier > 1 et pour toute suite

k
A € {0y, 1)y, ona
lin 2 N(x , p, &) ==
poeo P 2

En introduisant la suite de Rademacher rn(x) =1 - 2€n(x) , on obtient la carac-
térisation suivante [6] :

Le nombre x est normal si, et seulement si, pour toute suite finie d'entiers
OSkl <k, <o <kS , On a

N

1
(1) lim=< 5 r (x) r (x) veo T (x) =0 .
NowoN pog 24Ky n+k, n+k,

2. L'ensemble E .

E désigne 1'ensemble des nombres x € (0, 1) qui ont la propriété suivante :
il existe un polyn8me réel ¢ tel que rn(x) =exp inf¢(n)] , neN, ( [t] re-
présente la partie entiére du nombre réel t ). Nous nous proposons d'établir le

théoréme suivant.

THEOREME 1. - L'ensemble E ne contient aucun nombre normal.

I1 s'ensuit que E est de mesure nulle. On peut se demander si E contient

"presque tous" (la signification de ceci est précisée ci-dessous) les nombres non
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normaux. On répond & la question en termes de dimension de Hausdorff (dimh) $

THEOREME 2., - La dimension de Hausdorff de 1l'ensemble E est O, alors que

celle de 1tensemble V des nombres non normaux est 1 .

La démonstration du théoréme 2 nous permettra d'énoncer le corollaire suivant :

COROLLAIRE. - L'ensemble E est un ensemble d'unicité (au sens strict) pour les

séries trigonométriques alors que 1l'ensemble V est ensemble de multiplicité.

Remarque. — I1 se peut que l'ensemble V soit un ensemble d'unicité au sens
large : le probléme reste ouvert. Il a été abordé par PJ ATECKIJ~S APTRO [9] d'une
part, et par KAHAE et SALEM [5] d'autre part.

3. Esquisse de la démonstration du théoréme 1.

On se sert de la caractérisation (1). Soit x € E . Il existe donc un polynSme

¢ tel que
%Jﬂ.:em)MﬂMn” , n=1,2, ...
Soit Vv le degré de ¢ . On forme la quantité
Lotml 3 (o (x))G‘l’ er (x (x))Cz
N%a)N =1 D n+l n+y

N
= 1im-1\l-1- 3 exp mn(Cllo(n +v)] - Cz'lftp(n sy =]+ e+ (- DV .
N-oo n=1

On montre ensuite que L a une valeur voisine de
.1 N s TV V-1 v
L' = lim= 2 exp 1ﬂ[Cv p(n +v) - c, pn +vV =1) + 0o + (=1)" 0()] .
N-oo & n=1

Or C: o(n +v) = Cz'l o(n +v = 1) + oo + (= 1)V p(n) est une quantité indépen-
dante de n . On en conclut que |L'| = 1, puis que L £ O . La caractérisation (1)

montre alors que x n'est pas normal (détail de la démonstration dans [7]).

4, Démonstration du théoréme 2.

I1 est connu que l'ensemble V des nombres non normasux est de dimension de
Hausdorff égale & 1 ([2] ou [3]). Toutefois on donne ici une démonstration de
ce résultat, plus rapide, mais moins générale, que celle qui se trouve dans les

articles cités.
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Soit k un entier > 2 . Appelons C, 1'ensemble des x e (0, 1) tels que
rnk(x) =+1, neN. C estun ensemblf de Cantor & dissection constante [4],
et dont la dimension de Hausdorff est 1 - I D'autre part, on peut montrer que si
x est normal, il en est de méme du nombre y défini par rn(y) = rnk(x) , neN,

On en conclut que Ck cV , donc que

R 1
dim (V) 21 - .
Le raisonnement est vrai pour tout k > 2 , donc

Pour établir que dimh(E) = 0 , nous aurons besoin de quatre lemmes.

IEMME 1. - Soient a0 s Al s +o+ une suite infinie dénombrable d'ensembles syant

pour dimension de Hausdorff O . L'ensemble ‘QAV a pour dimension de Hausdorff O.

Nous admettons ce lemme facile & démontrer.
Soit E” 1'ensemble des x € (O , 1) tels qu'il existe un polynéme réel de de-
gré < v , vérifiant
rn(x) = exp infp(n)] , nel .
I1 est évident que |

[oe]
E= Uy EY.
v=0

D'aprés le lemme 1, le théoréme 2 sera donc conséquence du lemme suivant.

IEME 2. - La dimension de Hausdorff de E’ est nulle pour chague v €N .

Soit x €EY . Il existe donc un polynfme ¢ tel que r (x) = exp infp(n)],
n:l’z’ oo e .SOitdOHC

= v
tp(n)-oto+a1n+... +a, n .

Comme ¢ n'intervient que par [¢p(n)] (mod 2) , on peut sans perte de généralité
supposer que le point a = (ao s &y oy eee av) appartient & 1l'espace (o s 2(v+1 .
Soit Nv(p) le nombre de régions de l'espace (O , 2V qui ont la propriété

suivante 3 Quand a parcourt 1'une quelconque de ces régions, la suite

[o(1)] , [0(2)], ..., [9(p)]

reste invariante.

Avant d'étsblir le lemme 2, nous devons encore démontrer deux lemmes.
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IEME 3. - La mesure h-dimensionnelle (0 hg 1) de 1'ensemble

E‘; ={x | rn(x) =exp info(n)] 3 n=1,2,..., p; ¢ polynbme, degré de ¢ <V}

i . . ‘ rd 2’
vérifie 1'inégalite , N (p)
meSh(Ep) < —EI—)E- .
Démonstration. - En effet, quand ¢ parcourt 1l'ensemble des polynfmes de degré
1
<V , & coefficients dans (0, 2( , le point @ décrit 1'espace (o, 2°*" . on

voit ainsi que E; est composé au plus de Nv(p) intervalles, la longueur de cha-

9
cun d'eux étant -15 .

2 C. Q. F. D.
(o)
De 1'égalité EY = N E’ , on déduit que la dimension de Hausdorff de EV ne
p=1
peut dépasser le nombre
N, (p)
6=1iminf—-———.

p-oo p log 2

Le lemme 2 sera alors conséquence de 1'égalité O = 0 , lagquelle découle du lemme

suivant.

IEMME 4. - Quand p croit indéfiniment, on a

2
NJv):O@hM” ) .

Démonstration. - Soit q, un entier tel que 0K <2(L +n + o00 + n’) . On

fixe n, et soit p aQ, le sous-ensemble de (O , 2("*1 4éfini per la double
5
inégalité
qn,, + a N+ eoe + av n < qn + 1 .
I1 est clair que lorsque a = (aO Oy y eee y O ) parcourt Py , la quantité

oy

[o(n)] = [a +0, M+ ... +a m Y] ne change pas et reste égal & q, - Soit alors

Ay » U 5 oo qp une suite d'entiers, chacun vérifiant la double inégalité

O$%<2U+n+“o+f), n=1,2, ., p) .
Quand a parcourt N p (ensemble supposé non vide), la suite

n,q,
[o()], [0(R)], «.., [0(p)]

reste invariante. Or 1le nombre N (p) de telles régions est majoré par le nombre

maximim de régions que 1l'on peut obtenlr en découpant l'espace euclidien Rv+1 par

n=1



les hyperplans

a., + a + 200 + 0 N = °
0 1 B v )

Leur nombre est lui-méme majoré par

=1 (p) = ,§ (2(1 en 4 +0Y) + 1) = 0"

n=1

.

Ve -:v Id .
I1 est par ailleurs connu [8] que 1'espace §y+1 est partagé en O(M +l) régions

par M hyperplans. Par suite,

2
H(p) = 0((g, ()% = o™+

C. Q. F. Do

5. Conséquences.

De la démonstration des lemmes 3 et 4, il s'ensuit que l'ensemble E est ensem-
ble d'unicité au sens strict pour les séries trigonométriques. En effet, la ferme-
ture EY de 1'ensemble E' est invariante par la transformation x - {2x} (on
2 posé {t} =1t - [t] ). D'autre part, B’ est un sous-ensemble propre de 1'inter-
valle (0, 1) comme le montrent les lemmes 3 et 4. Par suite, EY est un ensem-

ble H de Rajchman [4], donc ensemble d'unicité au sens strict. L'ensemble

00 o

Ec U E
v=1

est alors, lui aussi, ensemble d'unicité au sens strict.

D'un autre c8té, il découle des résultats de PJATECKIJ-SAPIRO que l'ensemble V
n'est pas un ensemble d'unicité au sens strict [9]. Cette remarque contribue & éta-

blir la différence qui existe entre les ensembles E et V .

Enfin, comme autre conséquence des lemmes 3 et 4, on peut remarquer que 1'inva-
. v . .
riance de E  par la transformation x - {2x} entrafne que, si x € EY , alors
. n I 4 3 P o
la suite x.2", n=1,2, ... , n'est pas équirépartiec (mod 1) . On peut mon=-
trer que cela implique que x n'est pas normal : on retrouve ainsi le théoreme 1

comme corollaire des lemmes 3 et 4.
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