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Séminaire DUBREIL-PISOT 101
(Algdbre et Théorie des nombres)
18¢ année, 1964/65, n° 1 9 novembre 1964

SUR IES EXTENSIONS IDEAIES D'UN DEMI-~GROUPE

par Pierre-Antoine GRILIET

la notion d'extension idéale a été considérée pour la premiere fois par
A. H. CLIFFORD [1] (voir aussi [2]), avec 1'idée d'étudier les extensions idéales
d'un demi-groupe dormé D par un demi-groupe avec zéro donné Q (c'est-a-dire
les demi~-groupes D* tels que D soit un idéal de D* et que D*D ~Q ). Notre
point de vue est un peu différent, puisque nous cherchons des propriétés d'un demi-

groupe D , relatives & toutes les extensions idéales possibles de D .

Nous utilisons & cet effet la notion (nouvelle) de type d'une extension idéale
D* de D 3 ce type fournit l'action globale exercée par D* sur D . Il est dé-
fini au § 3 (les paragraphes 1 et 2 contenant les propriétés fondamentales des
translations de D ) ; c'est une partie de 1'ensemble Q(D) des couples de trans—
lations lides de D . Les théorémes d'existence du § 4 permettent en particulier

de caractériser les types d'extension parmi les parties de (D) .

La connaissance de tous les types d'extension de D permet alors (§ 5) de trou-
ver les idéaux de D qui sont idéaux de toute extension idéale de D , et que
nous appelons idéaux semi-caractéristiques (cette notion parait liée naturellement
4 certains foncteurs contravariants dont nous parlons également au § 5) ; et aussi
(§ 6) de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un idéal & gau-
che de D soit un idéal & gauche dual-primal (ou bien : dual-tertiaire, dual-
premier, etc.) au sens de L. IESIEUR et R. CROISOT [5] dans toute extension idéale
de D , en distinguant les cas oi D est sans zéro et avec zéro ; ces conditions

deviennent particuliérement naturelles quand D a un élément unité & gauche.

Au point de vue technique, nous utilisons les homomorphismes fournis par 1'opé-
ration de restriction & D des translations internes de D* s de plus, nous in-
troduisons des propriétés de cemmutation entre translations & gauche et & droite
de D . Nous avons jugé commode de distinguer un demi-groupe de l'ensemble qui en

est le support, lorsque la loi de composition n'est pas canonique.

1. Translations d'un demi-groupe (rappels, notations).

Soit D wun demi-groupe de support E .

DEFINITION L (cf. [2]). - On appelle translation & gauche (resp. & droite) de D
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toute application ¢ (resp. ¢ ) de E dans E telle que
(1) Vx,yekE) o(xy) = ¢(x)y (resp.  Y(xy) ==p(y) ).
Iles notions de translation & gauche et & droite sont duales.
PROPOSITION L. - Pour tout a € E , 1l'application Yg (resp. 6a ) définie par
(V x € E) Ya(X) = ax (resp. éa(x) = xa )

est une translation & gauche (resp. & droite).

En effet, pour tous x ,y€E, a(xy) = (ax)y , (xy)a = x(ya) « On notera que
les applications Yy ¢ 6a sont les translations que 1'on considére habituellement ;

on les appelle ici translations internes.

On note A(D) (resp. P(D) (l)) 1'ensemble des translations & gauche (resp. &

by

droite) de D , et I'(D) (resp. A(D) ) l'ensemble des translations & gauche (resp.

3 droite) internes de D .

PROPOSITION 2. - A(D) et P(D) sont stables pour la composition des applica-
tions.

Si ¢ , ¢* € A(D) , on a, pour tous x , y€ E :

09" (x7)) = ¢(o' (¥)7) = ¢(o(x))y ,

donc ¢ © ¢' € A(D) . On procéde dualement pour P(D) .

DEFINITION 2. - ¢ € A(D) et e P(D) sont dites lides (linked [2]) si et seu-
lement si

(2) (Vx,yeE) xp(y) = Y(x)y »

PROPOSITION 3. - Pour tout a€E , y, et Ba sont liées.
En effet, pour tous x, ye E, x(ay) = (xa)y .

On note Q(D) 1'ensemble des couples formés d'une translation & gauche de D
et d'une translation & droite de D qui sont lides, et TI(D) 1l'ensemble des cou~

ples n_ = (Ya , éa) pour a€ E .

(l) Dans ce texte, les symboles P et T doivent s'énoncer respectivement "rd"
majuscule et "tau" majuscule.
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PROPOSITION 4. = Si (¢ , ¥) , (o' , ¥') € QD) , (o o o' , y' oY) € QD) .

En effet, pour tous x , y € E :

1

P(x) o' (y) =¥ (W(x))y .

Les ensembles A(D) , P(D) , Q(D) peuvent &tre structurés canoniquement en demi-

xp (9" (v))

groupes, désignés par les mémes symboles, avec les lois suivantes : pour A(D) ,

la composition des applications ; pour P(D) , la loi duale de la composition des
applications ; pour QD) , qui est alors (prop. 4) une partie stable de A(D)xP(D) ,
la loi induite par celle de A(D) x P(D) .

PROPOSITION 5. — Pour tout a € E et tout (p , ¢) € QD)

P Ya = Yy(a) ? Yo © 0 = Yy(a) 2
(3)
6a.w=6§0(a)’ q)oaa_—.éq}(a).

et IT(D) est un idéal de Q(D) .
En effet, pour tout x €k :

oy, (®)) = plax) = 9(a)x = v,y (x) 4
Yo(90(x) = ap(x) = Y(a)x = vy, (%)

d'aprés (1) et (2). La seconde ligne se démontre dualement. L'écriture des formules
(3) sous la forme

(3') ((P ’ \p).ﬂa = J'((P(a) 9 TCa.((P 9 \P) = n\l)(a)

qui utilise le produit dans QD) , met en évidence que II(D) est un idéal de
Q(p) .

Ies demi-groupes D , A(D) , P(D) , QD) sont reliés par des homomorphismes ca-
noniquess L'application y (resp. &, m) qui, & tout ae E , fait correspondre
Y, (resp. 6& , na) est un homomorphisme de D vers A(D) (resp. P(D) , QD)
(prope 3)), dont 1l'image est I'(D) (resp. A(D) , T(D) ). Et les projections
Ky s Ky définies par xg((p s W) =0, xd((p , V) = ¢ pour tout (¢ , Y € QD)
sont des homomorphismes de QD) vers A(D) et P(D) respectivement. Le diagram-

me suivant est commutatif :
A(D) ln p(D)
* N (D) 7 %
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PROPOSITION 6. = Pour que 7 soit injectif, il faut et il suffit que, pour tous
a,bek:

(VxeB) (ex=Tx et xa=xb)) => a=b.

n est injectif si et seulement si, pour tous a , b€ E, Y, = Yy et bazzéb

entratne a =b , d'ou la condition ci-dessus.

DﬁFINITION 3. = D est dit faiblement réductif si et seulement si n est in-

jectif.

2. Translations assocides. Commutation. Restriction. Isomorphisme.

Soit D un demi-groupe de support E .

DEFINITION 4. - ¢ € A(D) et ¢ € P(D) sont dites assocides si et seulement si
elles sont liées et commutent.

by

Notons d'abord que les translations & gauche et & droite commutent assez volon-
tiers. Ainsi, la formule (1) exprime que les translations & gauche sont les appli-
cations de E dans E qui commutent avec toutes les translations & droite inter-

nes (et vice versa). D'autre part,
PROPOSITION 7. — Si D est globalement idempotent, toute translation a gauche
commute avec toute translation & droite [1].

En effet, si g€ A(D) , Ve P(D) , a€E , il existe x, y€E tels que

a=xy; et ona, d'aprés la formule (1) :
o(¥(a)) = o(¥(xy)) = o)) = o(x) ¥(F) = Ye()y) = Vo)) = ¥ola)) .

PROPOSITION 8, - Si D est faiblement réductif, deux translations liées commu-
tent ; et méme, pour tous (¢ , ¢) , (o' , ¥') € AD) , ¢ commute avec Yo,

En effet, les formules (3) entrainent, pour tout x € E ,

.o

Yo' () =0 ° Ygr(x) =9 Y © T Vo) = Vi (p(x))

dualement 6@(4ﬂ(x)) = 6¢'(@(X)) s d'ou, pour tout x € E , o(¥ (x))

¥ (9(x)) .

Toutefois, deux translations peuvent &tre lides sans comumuter., Si par exemple D
est le zéro-demi-groupe dlordre 3 de support E = {a , b, ¢}, dont la loi est
définie par xy = a pour tous x, y&€ E, ona A(D) = P(D) , et les éléments
de cet ensemble sont les applications 6 de E dans E telles que o(a) = a 3

toute translation & gauche est liée & toute translation a droite ; mais les trans-

lations ¢ et 4 définies par
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®
o’
o)
<=
o o
o'lo*
oo

ne commutent pas, car

¢(Y(b)) =¢(b) =c , Y(o(0)) = yle) =a .

L'ensemble des couples formés d'une translation & gauche et d'une translation a
droite de D , qui sont associées, peut donc 8tre strictement inclus dans Q(D) 3
on le note 5(D) « On pose aussi X(D) = xg(ﬁ(D)) (resp. P(D) = xd(ﬁ(D)) ), clest
1'ensemble des translations & gauche de D ayant au moins une associée. On a les

inclusions suivantes :

n(p) ¢ {i(p) ¢ ) , () ¢ AD) ¢ AD) , A(D) ¢ F(D) ¢ P(D)

PROPOSITION 9. - Si (0 , ¥) , (o' , Y') € 5(13) , (9 og', Yt ey € a(p) ass

que ¢ commute avec Y' et o' avec Y .
En ce cas, ¢ o ¢' commute avec Y' oy .

Q(D) est donc une partie stable de (D) dé&s que D est globalement idempotent
(prop. 7) ou faiblement réductif (prop. 8). (D) peut étre une partie non stable

de Q(D) ; par exemple, avec les notations de 1l'exemple ci-dessus,

(‘P;‘P)’(\P:‘P)GQ(D) et (‘P°‘P9¢°‘P)féQ(D)§
en effet, Yoy =y, ¢ o ¢ est l'application identique de E , et 1'égalité
poYoYop=ypo@o¢oy entratnerait 9o Yo o=y et ¢oY=yYogp.

D'autre part, les propriétés suivantes seront directement utiles au paragraphe 3.

PROPOSITION 10 (propriétés de restriction). - Soient D' un sous-demi-groupe de
D , de support E' , et ¢ € A(D) , ¢ e P(D) :

(a) si 95" existe, 9|5 € AD') 5 si le, existe, le, e P(D')

(b) =i ¢|E' et le, existent, et si ¢ et Y sont lides ou associées, il

en est de méme de ¢IE, et le, .

Par malheur, je ne retrouve plus la démonstration.

Avec les mémes notations, si 9|5 et le, existent, (¢ , w)‘E, désigne le
couple ((P‘E' ’ ‘P‘Et) .

PROPOSITION 11 (isomorphisme)s - A tout isomorphisme ¢ de D vers un demi-
groupe D' , de support E' , sont canoniquement associés trois isomorphismes

bas bp s o tels que le diagramme
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D —> D!
A(D)/ JL\“P(D) A s;/\(pt\')\ n'\)\P(D )
N _ T !
P n ‘ '
rEB(D}’%‘ 0 25 o&r)/g‘a

soit commtatif, et que l'on ait, pour tous ¢ € A(D) , Ve P(D) , x €k

(4) (LA(0)) (e(x)) = tle(x)) , (ep(0) (t(x)) = (W) 3

ces propriétés déterminent d'ailleurs 1ty , lp, o de maniére unique ; et on a
de plus (D)) = Q(p') .

les formules (4) entratnent que, pour tout ? e MD) , LA(w) =Logo L , et
que, pour tout Y € P(D) , LP(\P) =to Yo = ; la commutativité du diagramme
entratne alors, pour tout (¢ , ¥) € D) , t5((e, ¥)) = (LA(¢) , LP(qD) s ceci
démohtre l'unicité de ths tpo i (s'ils existent). Réciproquement, on vérifie
sans peine que les applications (p, tp, lq définies de cette fagon ont les
propriétés suivantes : si ¢ € AD) , tp(9) € MD') 5 si Ve P(D) , LP(\IJ)e P(D') 3
si ¢ et Y sont lides, ou associées, il en est de méme de talp) et LP(W) 3
Lys Lp s b Sont dis isomorghismes d? A(D) vers A(D') , etc. (les applications
inverses étant (v ), , (& )P » (T )qg respectivement) ; enfin, on a les formu-

les (4) et le diagramme de 1'énoncé est commutatif.

3. Type d'une extension idéale ou d'un monomorphisme idéal.

DEFINITION 5. - Un demi-groupe D* est dit extension idéale d'un demi-groupe D

si et seulement si D est un idéal de D* .

THROREME 1. - Soient D* une extension idéale de D , E et E* les supports
respectifs de D et D* . Il existe un hemomorphisme canonique <t de {D*) vers
D) , tel que

(5) (acE) (xeB)  x(0)E) =ax, (W) (%) = xa .

Le diagramme

L
D —> p*

ln 17{"
T *
Q(D) €———Ti(D")

oi t est l'injection canonique est commutatif ; si D est faiblement réductif,

T est aussi le seul homomorphisme de (0*) vers D) tel que ce diagramme

soit commutatif.
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Tout d'abord, dire que D est idéal de D' &quivaut & dire que toute transla-

%
tion interne de D a une restrictiona E .

Par ‘suite, pour tout a € E* , nZ\E existe 5 et n’; g € Q) (prop. 10). L'ap-
plication <t qui, a nz e H(D*) , fait correspondre ﬁa‘E est évidemment un ho-
momorphisme de H(D*) vers QD) ; on a

*yy K *yy sk
xg(t(ﬂa)) = Ya|E , xd(*c(rta)) = éa|E pour tout a € E ,

d'ou les formules (5). Ies formules (5) déterminent d‘'ailleurs complétement < .

Enfin, si a€ E ,
* *
‘C(na) B nalE =Ty 3

et le diagramme de 1'énoncé est commutatifs.

Si 1' est un autre homomorphisme de I(0*) vers QD) tel que ce diagramme

soit commutatif, on a, pour tous ac€ E° et xe E :
' (% Yl Y o (X Y - ot (R ) =
T (ﬂa).nX = (na).r (nX) =1 (na.frx) =T (rcax) =T

* by . .« F Id s N
et de méme 7 .T' (na) =7 « Comme T posséde aussi cette propriété, la derniere

assertion du théoréme résulte du lemme suivant.
IEME l. - Soient D un demi-groupe faiblement réductif de support E et
(959 5 (0", ¢¥') € QD) + On a 1'implication :

(Y xe€E) (¢ \p).nx = (o' , lP').J‘CX et nx.(cp y V) =nx.((p' s V1))

= (¢, 9 = (", y") »
(En particulier, Q(D) est faiblement réductif.)

I1 résulte des formules (3) que le premier membre de 1'implication peut s'écrire:

(V ] E) Y(P(X) = Y‘-P' (X) ’ 6(9(}() = 6({)‘ (X) Iy Y\P(X) = YIP' (X) ’ 6“!)(}() = 6q)l (x) .

Ceci implique, puisque D est faiblement réductif, o¢(x) = ¢' (x) et Y(x)=19'(x)
pour tout x €E , donc (¢ , ¥) = (¢' , V') . AD) est alors faiblement réduc-
tif, d'aprés la proposition 6.

Cette propriété d'unicité de = , établie sous l'hypothése que D est faiblement
réductif, n'est pas valable pour un demi-groupe D quelconque. Ce serait pourtent
bien agréable ! Mais, soient D et D¥* 1les demi-groupes suivants, de supports
E={a,b,c}, ¥ ={a,b,c,u, v}, dont les tables de mltiplication
sont
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D est un zéro-demi-groupe d'ordre 3 , et D  est isomorphe au demi-groupe n° 693
du catalogue de TAMURA [6]. D* est extension idéale de D 3 sia , P, Y sont
les applications de E dans E définies par

o abec B s abe y: 2 be
‘" aaar- * aba’ * aac!

1'homomorphisme canonique 7T envoie n: , T, ﬂz sur (o, o) , ﬂi sur (B, B),
n: sur (y, y) (noter que D* est faiblement réductif). On vérifie que 1'appli-
cation 7t , qui envoie ni , ﬂ; , ni sur (a, o) , Kz sur (Y, Y) , et ﬂ;

sur (B, B) , est aussi un homomorphisme de I(D*) vers (D) tel que

Tt:’clnﬂob;

et T £ T

PROPOSITION 12. - Avec les notations du théoréme 1, 1'image T (2) de T a les
propriétés suivantes :
(a) T est une partie stable de QD) et II(D) c T ;
(b) pour tous (9 , ¥) , (¢ , ¥ e T, ¢ commute avec Y .,

T est donc 1l'ensemble des fclE pour a € E , la propriété (a) est immédiate ;
et, pour tous a , b€ EF s Yg commute avec 6; , et il en est de méme de leurs
restrictions & E , d'ou la propriété (b).

DEFINITION 6. - Avec les notations du théoreme 1, 1l'image T de <t s'appelle
le type de l'extension idéale considérée. On appelle de méme type & gauche (resp.

4 droite) de l'extension idéale considérée 1'image de xg o T (respe %, o T ).

d
Par abus de langage, on appellera type d'extension de D , toute partie de (D)
qui est type d'une extension idéale de D ; de méme, type & gauche (resp. & droite)

d'extension de D , toute partie de A(D) (resp. P(D) ) qui est type & gauche

(resp. & droite) d'une extension iddale de D .

Le théoréme 1 admet enfin 1l'extension suivante :

DEFINITION 7. - Un homomorphisme de demi-groupes est dit idéal quand son image

(2) cf. note (l)c
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est un idéal du demi-groupe arrivée.
THEOREME 1'. - Soient D et D*
E¥ . A tout monomorphisme idéal p de D vers D* est canoniquement associé un

des demi-groupes de supports respectifs E et

homomorphisme <t de n(n*) vers QD) , tel que
(5 (VacE) (vem) o (s(¥) ()= (anx) , x(erd) () = T (wx)a)

Le diagramme

D a D¥

I

Q(D) &———— 11(D*)

est commtatif 3 si D est faiblement réductif, <t est aussi le seul homomorphis-
*
me de (D) vers Q(D) tel que ce diagramme soit commutatif. Enfin, 1'image T

de T a les propriétés (a) et (b) de la proposition 12.

Soient D' 1'image de M et ¢ 1'injection canonique de D' vers D* . Ia
proposition 11 et le théoréme 1 donnent alors des homomorphismes Mo et ' tels

que le diagramme

D " ~ D! : > p*
ln -1 i ! lﬁk
0 (D) <2 Q(p')< - m(p¥)

. . "'l . . 2 Vd
soit commutatife. T = Mo © 7' rend alors commutatif le diagramme de 1'énoncé.

Les formules (5') résultent des formules (4) et (5) ; en effet, pour tous a € B

n

et xX €L ¢

x () () = % (5 (2 (1)) () = by e (= (750)) ()

-1 % -1
=u (%g(r'(ﬂa))(u(X))) =W (ap(x)) ;
la seconde formule se démontre dualement. Les formules (5') déterminent d‘'ailleurs
completement T .

Si 7, est un autre homomorphisme de H(D*) vers D) tel que le diagramme

de 1'énoncé soit commutgtif, le diagramme
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D! - D*
in' ln*
apt) e—n 1 m(p*)

ost commutatif. Si D est faiblement réductif, D' est faiblement réductif ( n'
est alors injectif, d'aprés la prop. l1), et, d'aprés le théoréme 1, pne 7 =71,
d'ol T =T e

Enfin, l'image T' de <' a les propriétés (a) et (b) de la proposition 12 ;
il en est donc de méme de l'image T = HE}(TW) de T

DEFINITION 8. - Avec les notations du théoréme L', 1l'image T de <t s'appelle
le type du monomorphisme idéal p . On appelle de méme type & gauche (resps &
droite) de p 1'image de Xy T (respe Xy 0T ).

4, Théorémes d'existence.

I1 s'agit de 1l'existence d'extensions idéales d'un demi-groupe donné, de type

domé, Soit donc D wun demi-groupe, de support E .

THEOREME 2. - Si T est une partie de (D) , stable, contenant TI(D) , ettelle
que, pour tous (9 , §) , (¢* , ¥') €T, ¢ commte avec Y' , il existe une ex-

tension idéale de D de type T .

les éléments de T sont des couples d'applications de E dans E , en sorte
que T est disjoint de E . Sur 1l'ensemble E¥=E uT , il existe une loi decom~

position interne * (partout définie) et une seule, telle que, pour tous x ,y€X,

(9 s ), (9 y ') €T
xty =xy , (o, (@', ¥)=(pe ¢, ¥ou), (¢, P)=x=0¢(x),
x#(p, V) = ¥(x) .
Soit D* le groupoide (E¥, %) . D et T sont des sous-groupoides de D .

La loi #* est associative ; soient en effet a , b, c €EuUT .51 a,b,c€E,

ousi a,b,c€e€T, ma (atb)#c =ax(bac) « Si a , beE et c=(p, PeT,
(axb)#c = Y(ab) = a(b) = ax(bwc) d'aprés (1) 3

de mfme si a€T et b,c€E;si a,c€E et b=(p, ) €T,
(arb)rc = Y(a)e = ap(c) = ax(bwc) d'aprés (2).

Si §¢=(‘P,\P)ET, b:((p',lp')GT,CGE,



lull

(axb)re = (g o ¢')(c) = ¢(gp'(c)) = axn(bxc) ;

de mfme si a€E, b, ceT; enfin, si a=fp,y)=T, bekE, c=(9' ,¥') €T,
(axb)re = ' (p(b)) = ¢(¥' (b)) = ax(brc)

d'aprés 1l'hypothése faite sur T .

D* est donc un demi-groupe, évidemment extension idéale de D . Soit T 1'ho~
* I .
momorphisme canonique de I(D") vers Q(D) fournie par le théoréme l. La restric-
N . *
tionde T ° a4 E est n (théoréme 1) ; la restrictdonde Ton & T est

déterminée par les formules (5), qui donment, pour tous x € E et a=(p,y) €T,

1 (T)) (1) = e = 9(x) , xg(2()) (¥) = e = 9(x)

d'ol t(ﬂ:) =a . L'image de T est donc N(D) uT =T, et T est le type de

l'extension idéale considérée, ce qui achéve la démonstration.

Ce théoréme est la réciproque de la proposition 12 ; en les combinant, il vient:

COROLIAIRE. - Une partie T de (D) est un type d'extension de D si, et seu-

lement si, elle vérifie les conditions (a) et (b) de la proposition 12.

(Du théoréme L' résulte aussi qu'il y a identité entre les types d'extension de

D et les types des monomorphismes idéaux issus de D )

Comme premidre application, on a la solution du probléme suivant ([2], pe 12) :
trouver un demi-groupe p* , extension idéale de D , tel que toute translation de

*
D soit restriction d'une translation interne de D .

PROPOSITION 13. - Un tel demi-groupe existe si, et seulement si :
(a) toute translation & gauche de D est lide & une translation & droite au
moins, et vice versa ; '

(b) toute translation & gauche commute avec toute translation 3 droite.

Une condition nécessaire et suffisante est 1l'existence d*un type d'extension T
de D tel que xg(T) = A(D) et que xd(T) = P(D) . les conditions ci-dessus sont
alors nécessaires, d'aprés la proposition 12. Et, si elles sont remplies, Q(D) est

le type cherché, d'aprés le corollaire du théoréme 2.

Si D est globalement idempotent, on peut supprimer la condition (b) (prop. 7);
de méme, si D est faiblement réductif (prop. 8), on obtient alors le théorémel.3
de [2] .

Comme seconde application, on a le
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THE OREME 3. = La réunion des types d'extension de D est adm) .

I1 résulte de la proposition 12 que tout type d'extension de D est contenudans
(D) . Réciproquement, si (p , ) € CI(D) , il existe un type d'extension de D

contenant (¢ , ¥) ; considérons en effet
n
T=0({) uilp, ¥ }nEN

{ot E est l'ensemble des entiers strictement positifs). T est réunion d'une
partie stable de Q(D) et d'un idéal de Q(D) (prop. 5), donc est une partie sta-
ble de Q(D) ; et T contient [I(D) . D'autre part, toute puissance de ¢ et
toute translation & gauehe interne commutent avec toute puissance de Y et toute
translation & droite interne, puisque ¢ commute avec y ;3 T est donc un type
d'extension (corollaire du théoréme 2). T est d'ailleurs le plus petit type d'ex-

tension contenant (o , V) -

Ce théoréme peut aussi étre énoncé comme suit

COROLIAIRE. - Soient ¢ , ¢ deux applications de E dans E . Pour qu'il existe
une extension idéale D' de D et un élément a du support tel que ﬁ: E =(o ,v)
(respe y: =9 6: g =V ), il faut et il suffit que (p , Y) € J(D) (resp.

9 € A(D) , Y e P(D)).

Avant de passer aux autres applications, exposées aux paragraphes 5 et 6, nous
faisons un retour sur le théoréme 2 et donnons quelques propriétés de la classe des

extensions idéales de D de type donné.

PROPOSITION 14. — Soient D' une extension idéale de D de type T , et D"
une extension idéale de D' de type II(D') . Alors, D" est une extension idéale
de D, de type T .

Soient E!' et E" les supports respectifs de D' et D" . Pour tout a € E" ,
n;[E' e TI(D') , donc a une restriction a E ; n; a donc une restriction & E ;
et D est un idéal de D" . D" est donc une extension idéale de D ; son type
est l'ensemble des n;‘E pour a € E" ; donc aussi 1l'ensemble des (ng‘E,) g pour
a € E" 3 comme l'ensemble des n;tE' pour a € E" n'est autre que I(D') , le
type cherché est T .

Cette proposition prouve qu'il n'existe pas d'extension idéale de D de type
T , "maximale" ;3 la construction du théoréme 2 permet en effet de choisir D' c D"

(strictement). la classe des extensions idéales de D de type T est donc infinie,

On ne sait pas s'il existe une extension idéale de D de type T qui soit "mi-
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nimum" & quelque point de vue. Toutefois :

THREOREME 4. - Si D est faiblement réductif, et si T est un type d'extension
de D , il existe un demi-groupe Dé et un monomorphisme idéal Ho de D wers
%
idéal de type T de D vers un demi-groupe p* , 1l existe un homomorphisme et

tels que T soit le type de i » et que, 31 M est un autre monomorphisme

un seul de D¥ vers D0 tel que le diagramme

DX » p¥

\ P 0
W D/”‘o

%
On peut prendre Do =T et Bo =7 e En effet, puisque D est faiblement ré-

goit commtatif.

ductif, n est un monomorphisme, idéal d'aprés la proposition 5. D'autre part,
si p est un monomorphisme idéal de D vers p* , de type T , le théoréme 1°
fournit un homomorphisme ¢ de T(D¥) vers T , tel que le diagramme

D > p*
.ol
T n(p™*)

soit commutatif ; et v =t o n* est un homomorphisme de D¥ vers T tel que le

B

<

diagramme

p
> p*

L'unicité d'un homomorphisme Vv ayant ces propriétés ne résulte pas de celle

soit commutatif.

de T , mais se démontre de maniére analogue. Si V' est un homomorphisme de p*
vers T tel que nm =v'op , on a, E¥ &tant le support de D* s pour tous
ae€E et xek :

v'(a)or, =v'(a) ' (u(x)) =v'(eu(x)) =n _; ’
po (au(x))

et de méme .V (a) =n -l . Comme v a aussi cette propriété, il résulte

(n(x)a)

du lemme 1, puisque D est faiblement réductif, que v'(a) =v(a) pour tout
aeE y c'est=d~dire v' =v .
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On notera que le probléme, dont le théoréme 4 donne une solution, est un problé~
me universel ordinaire. les autres solutions sont les couples (Dz ’ po) tels
qu'il existe un isomorphisme ¢ (alors unique) de T vers Dg telque My=tom,
En particulier, il existe des solutions ol Dz est extension idéale de D et Ko

1'injection canonique.

On notera aussi que, si D est faiblement réductif, la condition (b) de la pro-

position 12 est trivialement vérifiée (prop. 8).

5. Idéaux semi-caractéristiques. Composition des monomorphismes idéaux.

La proposition suivante étend partiellement la proposition 14.

PROPOSITION 15, = Soient D un demi-groupe de support E , D' une extension
idéale de D , D" une extension idéale de D' de type T' « D est un idéal
de D" si et seulement si, pour tout (¢ , ¢) € T' , ¢(E) CE et Y(E) CE .

Soient E' et E" les supports respectifs de D' et D" . D est un idéal
de D" si et seulement si n;IE existe pour tout a € E" ; donc si et seulement
si ("glE')lE existe pour tout a € E" , puisque ”£|E' existe et que E c E' ,
Comme on a précisément T' = {ﬂg[E'}aeE" , ceci équivaut & la condition de 1'énon~
cé.

Ce résultat conduit aux définitions suivantes.

DEFINITION 9. Si D est un demi-groupe de support E , on appelle idéal & gauche
(resp. & droite) caractéristique toute partie A de E telle que, pour tout
¢ € A(D) (resp. Ye P(D) ), onait ¢(A) c A (resp. WA) c 4 ) ; et idéal ca=
ractéristique toute partie 4 de E qui est & la fois un idéal & gauche caracté-

ristique et un idéal & droite caractéristique.

Un idéal & gauche (resp. & droite) caractéristique est un idéal & gauche (resp.
& droite) (prop. 1). Un idéal caractéristique est un idéal. Par contre, si D est
le demi-groupe du §2, {a , b} est un idéal, et n'est pas un idéal & droite ou &

gauche caractéristique, car, si ¢ est la translation définie au §2,
(P({a ] b}) ={a, c}'

PROPOSITION 16, - Si A est un idéal caractéristique de D , A est un idéal
de toute extension idéale de D (et de méme pour les idéaux & gauche, ou & droite).

Ceci résulte de la proposition 15.
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PROPOSITION 17, = Si A est un idéal caractéristique de D , et si B est un
idéal caractéristique de A, B est un idéal caractéristique de D (et de méme

pour les idéaux & gauche, ow & droite).

En effet, si ¢ € A(D) , ¢ 4 existe, et @IA e M4) (prop. 10) ;done ¢(B)cB.
De méme, si Y€ P(D) , ¥(B) ¢B (7).

DEFINITION 10. - Si D est un demi-groupe de support E , on appelle idéal &
gauche (resp. & droite) semi-caractéristique de D toute partie 4 de E telle
que, pour tout ¢ € A(D) (resp. Ve B(D) ), on ait ¢(4) ¢ A (resp. Y(4) c4);

et idéal semi-caractéristique toute partie A de E qui est & la fois un idéal &

gauche semi-caractéristique et un idéal & droite semi-caractéristique.

Tout idéal caractéristique est un idéal semi-caractéristique, et tout idéal semi-
caractéristique est un idéal (et de méme pour les idéaux & gauche, ou & droite).
L'idéal {a , b} ci-dessus n'est pas un idéal & gauche ou & droite semi-caracté-

ristique du demi-groupe du § 2.

PROPOSITION 18, = Soit D un demi-groupe de support E . Une partie A de E
est un idéal dans toute extension idéale de D si et seulement si c'est un idéal

semi-caractéristique (et de méme pour les idéaux & gauche, ou & droite).

A est un idéal dans toute extension idéale de D si et seulement si, pour tout
type d'extension T de D, et tout (¢, Y) e T, ona o(4L) ch et WYA) c &
(prope 15) ; la proposition résulte alors du théoréme 3.

PROPOSITION 19. - Si A est un idéal semi-caractéristique de D et si B est

un idéal semi-caractéristique de A, B est un idéal semi-caractéristique de D .

Ceci se démontre comme la proposition 17.

PROPOSITION 20s - Si t est un isomorphisme de D vers D' , et si A est un
idéal caractéristique (resp. semi-caractéristique) de D , (&) est un idéal ca-

ractéristique (resp. semi-caractéristique) de D' .

La proposition 11 fournit des applications thas b adéquates 3 le lecteur pas
satisfait (il n'a pas tort !) emploiera les formules (4).

La proposition 15 peut &tre étendue en une condition nécessaire et suffisante
pour que le composé de deux monomorphismes idéaux soit un monomorphisme idéal. Ce

point de vue conduit aux propriétés suivantes.

(3) Noter 1l'analogie avec la notion d'idéal caractéristique dans les algdbres de
Lie (cf. par exémple [3]).
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DEFTNITION 1l. — Un monomorphisme de demi-groupes est dit étre un monomorphisme

idéal caractéristigue, ou ms i. c. (resp. monomorphisme idéal semi-caractéristiaue,
ou me i. 8.) si et seulement si son image est un idéal caractéristique (resp. semi-

caractéristique) du demi-groupe arrivée.

PROPOSITION 21. - Un monomorphisme i de D vers D' est unm. i« se. si et
seulement si, pour tout monomorphisme idéal p' dissude D', p' ol est un mo-

nomorphisme idéal.

Si - a cette propriété, ' o p est un monomorphisme idéal pour toute injec-
tion canonique t' de D' dans une extension idéale de D' ; c'est-d~dire que
u(D) est un idéal dans toute extension idéale de D' ; p est donc un m. ie Se
d'aprés la proposition 18. Réciproquement, si p est un m. i. s. et si p! est
un monomorphisme idéal de D' vers D" , p' estun isomorphisme de D' vers
p'(D') , donc, puisque W(D) est un idéal semi-caractéristique de D' , ut (p(d))
est un iddal semi-caractéristique de p'(D') (prop. 20), donc un idéal de D"

(prop. 18), et u' ° p est un monomorphisme idéal.

PROPOSITION 22. — Le composé de deux m. i. c. (resp. m. i. s.) est un m. i. c.

(respe me ie Se¢)e

Soient M, W' deux m. i. c. (resp. m. i. s.) de D vers D' et de D' vers
D" respectivement. K' étant un isomorphisme de D' vers pr(pt) , ur(u(D))
est un idéal caractéristique (resp. semi-caractéristique) de p'(D') (prop. 20),
done un idéal caractéristique (resp. semi-caractéristique) de D" (prop. 17 (resp.
19)).

La proposition résulte aussi, pour les m. i. S., de la proposition 21,

I1 résulte de la proposition 22 que l'on obtient une catégorie en prenant, pour
objets, les demi-groupes, et, pour morphismes, les m. i. c. (resp. me i. S¢) 3 On

appellera cette catégorie catégorie des demi-groupes avec m. i. C. (respe me ie S.)e.

Ie théoreme l' s'étend de la maniére suivante aux me i. co

THEOREME 5. |

(a) Soient D et D' des demi-groupes de supports respectifs E et E' . A
tout me i. co p de D vers D' est canoniquement associé un homomorphisme T
de €AD') vers (D) , prolongeant 1'homomorphisme canonique de (p') wvers Q(D) ,
tel que, pour tous we D') et x €E

(6) (D)) = 1O ), %y (D) () = W Oy () (MG
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et que le diagramme

D
[k
T
Q(D) ~e——— Q(D')
soit commutatif ;
(b) si D est faiblement réductif, <t est le seul homomorphisme de Q(D') vers
(D) tel que ce diagramme soit commutatif ;
(¢) on définit un foncteur contravariant de la catégorie des demi-groupes avec
m. i. c. vers la catégorie des demi-groupes, en faisant correspondre & tout demi-
groupe D le demi-groupe QD) , et & tout m. i. c. de D wvers D' , 1'homomor-

phisme défini ci-dessus de Q(D') vers QD) .

Soient D, 1l'image de u , E; son support, ¢ 1'injection canonique de B,
dans E!' ., E, estun idéal caractéristique de D' ; donc, pour tout we QD') ,
lel existe ; et w‘El € Q(Dl) (prop. 10). L'application 7, qui, & tout
we QD') , fait correspondre (’1E1 est évidemment un homomorphisme de Q(D')

vers (D;) , qui prolonge l'homomorphisme canonique <t de o(p') vers D) ,
et est donc tel que le diagramme

D, > D
| |-
op,) ——— ab")

soit commutatif ; enfin, on a, pour tous we AD') et x, € El s
(g () Gr) = () Gr) (T () () = g () ()

La proposition 11 fournit alors, puisque W est un isomorphisme de D vers

D, , un isomorphisme Ky tel que le diagramme

i t
D > Dl ™ ) 1
b1 i 1 lnl ln'

T
QD) —— 2 (p) <—t—n0D")

soit commutatif. L'homomorphisme < = pal °© T, rend alors commtatif le diagramme

de 1'énoncé, et vérifie les formules (6) (qui d'ailleurs le déterminent compléte-
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ment) car, par exemple, pour tous x €E et wEe Q(D') , on a, d‘apres les formu-
les (4) :

AC NP CA NI CACAONICY

= 17 00, (7, (90) (D) = 1™ 0 () (1GD))

la seconde formule se démontre dualement. Enfin T prolonge 1'homomorphisme cano-

nique de II(D') vers Q(D) , puisque <, prolonge <T] , et que cet homomorphisme
est pal ° T} (voir démonstration du théoréme 1'). D'ou (a).

Si ¢ est ua autre homomorphisme de Q(D') vers Q(D) , tel que le diagramme
de 1l'énoncé soit commutatif, on a, pour tous xe¢ E et we Q')

T (W) o = 7 (W) o ! (n}’x(x)) =1 (““n;tt(x)) =T (n;cg(w) (H(X))) - npf'l (xg(w) (p(x)))

d'aprés les formles (3') ; de méme,

Jt,{.‘c'(w) =n'_ 3
: 1 (g () ()

comme T a aussi cette propriété, il résulte du lemme 1 que, si D est faible-
ment réductif, ' =T .

Enfin, pour démontrer le (c), il saffit de vérifier que, si p' est un autre
me i. ce de D' vers D" , et T' 1'homcimorphisme correspondant de Q(p") vers

Q(D*) , alors 1'homomorphisme correspondant & M!' o p est précisément T o T'
I1 suffit d'appliquer les form:les (6) qui donnent, pour tous x € E et weQ(D") :

x (202 (9)) () = 17 Gy (2 () () = W7 (™ 0 () (0 (WGI)

et de méme pour xq *
Remargues.

10 8i p est un isomorphisme, l'homomorphisme <t correspondant n'est autre que

. . -1 .
1'isomorphisme po fourni par la proposition 11l.

20 L'homomorphisme T s'étend de mfme canoniquement & A(D) x P(D) ; on obtient
ainsi, avec -“culement des modifications de détail & la démonstration précédente,
un foncteur "plus grand", qui, & tout demi-groupe D , fait correspondre A(D) x P(D),
etc.

Si maintenant on essaie 4'étendre le théoréme 1' aux ms i. s., on se heurte & la

difficulté suivante : 1'opération (fondamentale) de restriction n'est plus applica-
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ble qu'aux éléments de ((D') , lequel n'est pas en général muni d'une structure

canonique de demi-groupe.

On peut alors considérer seulement des demi-groupes faiblement réductifs, ou glo-
balement idempotents, pour lesquels 5(D) est un demi-groupe (prop. 7 et 8). Mais
la considération de demi-groupes partiels permet de donner un théoréme qui ne com-
porte aucune condition restrictive sur les demi-groupes considérés. Nous appelons
demi-groupe partiel tout couple P d'un ensemble E (le support du demi-groupe
partiel) et d'une loi de composition incompldte, que nous notons mltiplicative-
ment, telle que, pour tous a , b, c € E, si a(bc) et (ab)c sont définis, ils

sont égaux. Un homomorphisme de demi-groupes partiels de P vers P! est une ap-
plication f de E dans le support de P' , telle que, pour tous a , b € E, si
ab est défini, f(a) f£(b) est défini et égal & f(ab) . Les demi-groupes partiels,

et les homomorphismes de demi-groupes partiels, sont respectivement les objets et

les morphismes d'une catégorie, que nous appelons catégorie des demi-groupes par-

tiels.

Si D est un demi-groupe, EXD) est un sous-ensemble de (D) et est par suite
structurable canoniquement en demi-groupe partiel, le produit de deux éléments de
(D) étant défini (dans (D) ) si et seulement si leur produit (dans (D) ) ap-
partient & (D) , les deux produits étant alors égaux. Ce demi-groupe partiel est
noté (D) . (On notera que (D) ™Mm'a pas trop de trous" ; le produit d'un é1é-
ment queleonque et d'un élément de TI(D) est toujours défini (par les formules
(3')), et QD) est recouwvert par de véritables demi-groupes (les types d'exten—

sion).)
On a alors le
THEOREME 6. - Dans 1'énoncé du théordme 5, on peut remplacer au (a) les m. i. c.

par des m. i. s« et Q par a , et on obtient au (c) un foncteur contravariant de

la catégorie des demi-groupes avec m. i. s. vers celle des demi-groupes partiels.

La démonstration est laissée au lecteur, sous prétexte qu'elle ne différe decelle
du théoréme 5 que par des points de détail.

6. Transfert de propriétés des idéaux semi-caractéristiques.

Soit D un demi-groupe de support E . £(D) désigne 1l'ensemble des iddaux &
gauche de D et 3(D) 1l'ensemble des idéaux de D . On ne suppose pas pour 1l'ins-
tant que D ait un zéro, et on considére la partie vide comme un idéal. £¢D) est

alors muni d'une structure canonique de treillis complet, J(D) d'une structure
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canonique de demi-groupe réticulé quasi-entier complet et £(D) d'une structure

canonique de d(D)-algdbre (voir [4]).

IEME 2. Si D" est une extension idéale de D , de type & gauche T_ , il exis-
te un épimorphisme (de demi-groupes) cenonique © de 3(0%) vers S(Tg) , U-
distributif, et tel que

(Y aes3®d) (vXeclD)) B(q) X = X
( 6(0).X est l'ensemble des ¢(x) tels que ¢ € 6(0) et xeX ).

Soit T 1'homomorphisme canonique de n(*) vers QD) . x_o T o ¥ est un
épimorphisme de D* vers Tg ; si @ est un idéal de p* , 9%&) = xg(t(n*(a)))
est donc un idéal de T , et 1l'application © ainsi définie est un homomorphisme
U-distributif de (D) vers S(Tg) . O est surjective, car, si d' e a(Tg) ,
e‘l(a') e 3(DY) , et ' = e(e‘l(a')) . I1 résulte enfin des formules (5) que

(v & e3(d)) (vXe D)) 6(0) X = xg(t(n*(ﬂ))).x =X .

Dans la 3(D)-algébre £(D) , on définit (cf. [5]) un idéal & gauche X dual-
primal par
Vd,B8e3(D) (KcX et B cX = Wubci),
dual-tertiaire par

vV ae3d®)) (VyecgD) (XcX et YcX = &XuY¥YcX),

dual-premier par

v %e3() (KcX = d=¢g) ,

les notions d'idéal & gauche dual-premier, dualw=primaire et dual-secondaire coin-

¢ident alors trivialement.

THEOREME 7. - Soit X un idéal & gauche semi-caractéristique de D . Notons
X(D) 1'ensemble des parties de 3(D) , qui sont idéal d'un type & gauche d'exten-
sion de D . Alors X est dual-premier dans toute extension idéale de D si et

seulement si
vV Qe ¥(p)) (LXcX = a=4g),

dual~tertiaire dans toute extension idéale de D si et seulement si
v de k() (MYe £(D) (XcX, YcX et WYY = dXuYcX),
dual-primal dans toute extension idéale de D si et seulement si

Vd ,B8e%(D)) (dXcX, BJXcX, UuBe X(D) et UBWEL cLnB —=> XU B.XCX).
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Tout d'abord, X est un idéal & gauche de toute extension idéale de D (props
18),

D'aprés le lemme 2, X est dual-premier dans toute extension idéale de D si
et seulement si, pour tout type & gauche d'extension Tg , et tout idéal U de
T , X cX entratne @ =@ ; ceci équivaut & 1'implication de 1'énoncé par dé-
finition de ¥(D) .

Pour les deux autres conditions, la démonstration est plus compliquées. Tout d'a-
bord, si X vérifie la premiére, il est dual-tertiaire dans toute extension idéa-
le D¥ @ D ; car, solent Q' e 3% et Ye £(D*) , tels que WX cX et
YcX; ona, d'aprées le lemme 2,

(@) e ¥(D) , Ye (D) , U)X =AXcX et 6UA)T =AY CcY;
d'ol
WX UY = (B(A)X) UY €X

Supposons réciproquement que X soit dual-tertiaire dans toute extension idéale
de D, et soient & eX(D) , Y e (D) telsque TXcX, YcX et LIcY.
Puisque ¢ € %(D) , il existe un type & gauche Tg dont ¢ soit un idéal ; soit
D* une extension idéale de D de type & gauche Tg 3 soit T 1'homomorphisme
canonique de no* wvers @MD) ; v= xy o T O #* est un épimorphisme de D*

vers T _ o
g

@ u I'(D) est une partie stable de Tg , contenant I'(D) , donc v-l(d u I'(D))
est le support d'un eonssdemi-groupe D' de D* , et contient E , donc D' est

2

extension idéale de D , de type & gauche v(v"]'(a u (D)) =& ur(D) puisque v
est surjectif. ¢ est un idéal de & u I'(D) , donc (lemme 2) il existe un idéal
@ de D' tel que O(&') =d . Enfin Y € £(D') car

(@u @)Y =LY uT(D)Y cY &
X é4tant dual-tertiaire dans D', XX =&KX cX et Y cX entrainent
WX uY=3X uYcCcX:
ce qu'il falleit démontrer.

Enfin, supposons que X vérifie la derniére condition de 1'énoncé, et soit p*
une extension iddale de D 3 X est dual-primal dans D* car, si &' , 8' € 3(D¥)
sont tels que WX cX et B'X cX , on a, d'aprés le lemme 2, en posant A =6(') ,
g=06(@") : &, B8e%x(d , ®W=0UXcX, 8.X=6%cX, duB=0(" ue') €%x(D) ,

ag = e(w'@') ce(a') ne(g') =ans,

et enfin, de méme, 8L ¢ & a @ ; par suite X y &X = AX U BX cX .
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Supposons réciproquement, pour finir, que X soit dual-primal dans toute exten-
sion idéale de D , et soient @ , B € X(D) tels que dX cX, BX cX,
QyuBek(D) et IBuUBLCUANGB. Puisque & u 6 € (D) , le raisonnement fait
sur @ dans la réciproque précédente fournit un demi-groupe D' , extension idéa-
le de D de type & gauche @ u 6 u I'(D) = Tg . Montrons que & et @ sont des
idéaux de Tg s puisque & est idéal d'un type & gauche, qui contient (D), on a

rMa ca et ar(d) c a s
par suite
Q@ ue ur(d) ca et (@ueur)aca s
de méme pour B . Il existe alors (lemme 2) deux idéaux d&' , @' de D' tels que
o) =, 6(B') =@ « X détant dual-primal dans D' ,
A =dX cX et B'X = BX cX

entrainent

X UBX =%'X UuB'X cX ,

ce qui achéve la démonstration.

On notera que la démonstration de ce théoréme utilise seulement la notion de ty-
pe & gauche d'extension, et non les théorémes d'existence du §4. L'emploi de ces
théorémes va augmenter 1'intérét du résultat préecédent, en caractérisant les élé-

ments de ¥X(D) parmi les parties de A(D) .

B

PROPOSITION 23. -~ Une partie & de A(D) est idéal d'un type & gauche d'exten-
sion de D si et seulement si

(a) @ est stable j

(b) T(D) ca, ar(p) ca ;

(¢) tout élément de ¢ a une associde qui commute avec tous les éléments de ( .
Les conditions (a) , (b) , fc) sont nécessaires, puisqu'un idéal est une partie
stable, qu'un type & gauche contient I'(D) et est 1'image par "o d'un type d'ex-

tension qui vérifie la condition (b) de la proposition 12.
Réciproquement, si une partie & de A(D) vérifie (a) , (b) , (c) , soit
=l ,9)ead) s ged et (Vo' €®) yop' =9 oy}

T, est une partie stable de Q(D) ; en effet, si (¢ , ¢) , (p* , ¥') €T,
¢ o' ed d'aprés (a) et Y' o ¢ commute avec tout élément de @ , donc

(0, Welo' , ) T, .
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T=T u N(D) est donc une partie stable de Q(D) , contenant II(D) ; et, si

(o 5 0) 5 (' , V') €T, ¢ commte avec {' , car, ou bien l'une des deux est
interne, ou bien cela résulte de la définition de T, « T est donc un type d'ex-
tension (corollaire du théoréme 2) ; xg(T) est un type & gauche d'extension. Or,
d'apres (c), xg(Tl) =& 3 done x (T) =% uT(D) est un type & gauche d'exten~

sion, et @ est un idéal de & u T(D) d'aprés (a) et (b).

Les conditions du théoréme 7 peuvent-eiles &tre comparées aux conditions analo-
gues dans une algébre d'idéauk adéquate ? On peut penser d'abord & munir 1'ensem~
ble des idéaux & gauche semi-caractéristiques d'une structure de ¥(D)-algébre ;
mais il semble bien que cette opération soit impossible si D est quelconque. On

a une exception lorsque A(D) = I'(D) .

PROPOSITION 24, - On a A(D) = (D) si et seulement si D a un élément unité

4 gauche ; et en ce cas, A(D) = I'(D) .

I}

On a toujours (I , L) € (D) ( I étant 1'application identique de E ) ;
donc, si A(D) =T(D) , I, e€T(D) , et il existe e €E tel que Y, = I , done
qui est élément unité & gauche.

Réciproquement, si D a un élément unité & gauche e , on a A(D) =AN(D) =T(D) ;

car, si ¢ € A(D) , on a, pour tout x € E ¢
(P(X) = (P(GX) = tp(e)x = Y(p(e) (X) 9
dto ¢ € I'(D) »

COROLLAIRE 1 (du théoréme 7) (on peut aussi donner une démonstration directe). -
Si D a un élément unité & gauche, et si X est un idéal & gauche de D , X
est dual-premier (resp. dual-tertiaire, dual-primal) dans toute extension idéale
de D siet seulement si X est dual-premier (resp. dual-tertiaire, d-..!-primal)

dans D &

Tout d'abord, X est un idéal & gauche caractéristique (puisque A(D) =T(D) ).
Comme tout type & gauche d'extension de D est égal & T(D), on a %(D) =3(I'(D)) ;
et les conditions du théoréme 7 expriment alors que X est dual-premier (resp.
dual-tertiaire, dual-primal) dans la &(I'(D))-algébre £(D) (les conditions
WY c¥Y, dugex(d) , a8 uBX Cd nB, qui figurent dans les membres de gau-
che des implications étant alors trivialement vérifides) ; on sait bien que ces

conditions sont équivalentes aux conditions correspondantes dans la Q(D)-algébre
£(D) .

D'autre part, si D est globalement idempotent, ou faiblement réductif, il ré-
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sulte de la proposition 7, ou 8, que 3(D) = QD) et que 3(D) est un type d'ex=
tension (corollaire du théordme 2) ; par suite, A(D) est un type 3 gauche d'ex-
tension. L'ensemble des idéaux & gauche semi-caractéristiques de D est alors
structurable canoniquement en Q(K(D))-algébre, qu'on appellera algébre des idéaux
& gauche gemiwcaractéristigues ; on a 3(A(D)) c %(D) .

COROLIAIRE 2. - Si D est un demi-groupe faiblement réductif, ou globalement
idempotent, et si X est un idéal & gauche semi-caractéristique de D qui est
dual-premier (resp. dual-tertiaire, dual-primal) dans toute extension idéale de D,
alors X est dual-premier (resp. dual-tertiaire, dual-primal) dans l'algébre des

idéaux & gauche semi-caractéristiques.

En effet, les conditions &Y cY, du Be ¥(D) , Iy BLC An B, qui figu-
rent dans les membres de gauche des implications du théoréme 7, sont trivialement

vérifiées lorsque d , Be S(X(D)) et que Y est semi-caractéristique.

Dans toute la fin, on suppose maintenant que D a un zéro 2z . Alors l'ensemble
£*() = £(d) - {#} est muni d'une structure canonique de treillis complet, 4'élé-
ment minimum Z = {z} , 1'ensemble 3%(D) = 3(D) - {#} est muni d'une structure
canonique de demi-groupe réticulé quasi-entier complet, d'élément minimum Z , et
E*(D) est muni d'une structure canonique de 3*(D)-algebre (voir [4]). On ne con-
sidére plus maintenant que des idéaux & gauche non vides, et toutes les conditions

qu'on étudiera sont prises dans des algebres d'idéaux non vides.
PROPOSITION 25. - Z est un idéal caracteristique.

Si 9o AD) , o(2) =9(22) =¢(z)z =2 ; de mdme, si Ye P(D) , Y(z) =2 .

z est donc zéro de toute extension idéale de D .

PROPOSITION 264 = & = Y, = 6Z est un zéro de A(D) et de P(D) .
Si ¢e A(D) , on a, pour tout x € E :
Cle(x)) =3 =¢x) , 0(G(x)) =9(2) =2 =§(x) ,
donc & est un zéro de A(D) 3 et, de méme, de P(D) .
Dans la 37(D)-algdbre £¥(D) , on définit (cf. [5]) un idéal & gauche non vide
X dual-primald par
v 9, Beg"(D) (MMcX et &KX =% Xo®cX),

dual=tertiaire par

v aes’ @) (YYe'D) (K cX et YcX => X UY cX),
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dual-secondaire par

(v &e SFON(X cXx = (3ne Nu{0N(3 L ,eees2 € 3%(0)) (3 ko,kl,...,kneg)

k k k, k
0 1 . n
£ X=X, e, X=X, d gLa” g, ...ﬁnﬂ X=12)),

dual-primaire par
¥ aes* @) (Kcx = (Bkem ax=12),

dual-premier par

v aes* D) (XcX => X=2) .

THEOREME 8. - Soit X un idéal & gauche semi-caractéristique non vide de D .
Notons K*(D) = %(D) - {#} . Alors X est dual-premier dans toute extension idéale

de D si et seulement si
v de x(D) (LXcX = &X=2),
dual-primaire dans toute extension idéale de D si et seulement si
Veaex*D) (Kcx = (Bkel) 05X =2),
dual-secondaire dans toute extension idéale de D si et seulement si
v ge X)) (WXcX=>(E@neNu{oNE &,e..,8 € K (D)) (3 kgykyseeesk €N)
akoﬁlaklzzakz :

El U see U f'nc.a'u I-|(:D> y ﬁl.X :X,...,gn.X :X ’ ooof’na n.X = Z)) 9

dual-tertiaire dans toute extension idéale de D si et seulement si
¥ ae X0V Ye M) (LXcX, YcX et &Y¥cY => QXuYcX),
dual-primal dans toute extension idéale de D si et seulement si
v o,6e £D) (LXcX, BXcX, GuBeX(D) et UBUBLCAAG
=> X UBX cX) .

La démonstration ne sera pas donnée en détail car elle est analogue & celle du
théoréme 7 ; si on se donne une extension idéale de D , 1'homomorphisme © du
lemme 2 envoie un idéal non vide sur un idéal non vide, et 1'image réciproque par
6 d'un idéal non vide est un idéal non vide quelle que soit la maniére dont on la
choisit 3 dans les démonstrations du théoréme 7 on passe donc d'un idéal non vide
3 un idéal non vide, ce qui permet de les étendre au théoréme 8. la condition"dual-

primaire" se traite, d'autre part, comme la condition "dual-~premier". Enfin, pour
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la condition "dual-secondaire", les propriétés supplémentaires imposées aux £y
dans la condition de 1'énoncé, expriment qu'ils sont contenus dans & u I'(D) ; si
X est dual-secondaire dans toute extension idéale de D , on peut, puisque

@ u I'(D) est un type & gauche d'extension, choisir ainsi les ﬁi 3 réciproquement,
si X vérifie la condition de 1'énoncé, on peut, si D* est une extension idéale
de D et si Qe d*D¥) est tel que UX c X , trouver des parties Qi ge EF
telles que ﬁi X =X, etc. 5 or les idéaux éi engendrés dans p* par les Ei

= *
sont aussi tels que ﬁi X =X, etc., et X est dqual-secondaire dans D .

On a de méme les corollaires suivants.

COROLLAIRE 1. = Si D a un élément unité & gauche, et si X est un idéal & gau~
che non vide de D , X est dual-premier (resp. dual-primaire, dual-secondaire,
dugl-tertiaire, dual-primal) dans toute extension idéale de D si, et seulement
si, il est dual-premier (resp. dual-primaire, dual-secondaire, dual~tertiaire,

dual-primal) dans D .

COROLLAIRE 2. = Si D est un demi-groupe faiblement réductif, ou globalement
idempotent, tout idéal & gauche semi-caractéristique non vide de D qui est dual-
premier (resp. dual-primaire, dual-secondaire, dual-tertiaire, dual-primal) dans
toute extension idéale de D est aussi dual-premier (resp. dual-primaire, dual-
secondaire, dual-tertiaire, dual-primal) dans l'algdbre des idéaux & gauche semi~

caractéristiques non vides.

A(D) est alors un demi~-groupe avec zéro, et l'ensemble des idéaux & gauche semi-
caractéristiques non vides est structurable canoniquement en 5*(}kD))-algébre. La
démonstration est analogue & celle du corollaire 2 du théoréme 7 ; pour la condi-
tion "dual-secondaire', on a de plus besoin de remplacer les ﬁi par les idéaux

engendrés dans A(D) .
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