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Séminaire DUBREIL-PISOT ) 13-01
(Algébre et Théorie des nombres ‘o
18 année, 1964/65, n° 13 15 février 1965

SUITES PARTIELLEMENT RECURRENTES. ENSEMBIES PARTIELS D'ENTIERS

par Gérard RAUZY

1. Notations.

N,Z,Q,R,C désignent l'ensemble des entiers non négatifs, des entiers ra-

an

tionnels, des nombres rationnels, réels et complexes.

Soient A wun anneau commutatif, Uy, Uy , --o UuNe suite d'éléments de A ,
P(z) = 2y 25+ ...+ a, un polynfme & coefficients dans A ; on notera P((un))

1 antité + eoe + .
a quantit 3y Up, g ag u,

Soit (un)nEN une suite de nombres rationels ; u =~ sera dite linéairement ré-

currente s'il existe un polynfme R & coefficients dans un surcorps commtatif de

Q , non identiquement nul, et tel que

R((un)) =0, Vnel.

On montre alors aisément (déterminants de Hankel) que, si u, n'est pas identi-
quement nulle & partir d'un certain rang, il existe un polynSme unique

P.—_sz;s-x-b1 Y s

8

unitaire, & coefficients rationnels de degré s >1 , tel que P((un)) = 0 dés que
n assez grand, et divisant tout autre polyndme Q & coefficients dans un surcorps
commtatif de Q tel que Q((un)) = 0 & partir d'un certain rang (en particulier

b #£0 ). Le polyndme P sera dit associé & la suite u, -

2. Ensembles partiels d'entiers.

A

Nous nous intéressons & des énoncés du type "si telle propriété est vraie pour
l'ensemble N des entiers, alors on a telle autre propriété" et nous cherchons dans
cet énoncé & remplacer l'ensemble N par un sous-ensemble J de maniére & ce que
la proposition énoncée reste valable. Nous considérons plus particulidrement des
propositions concernant les suites récurrentes et, dans un premier exemple, nous

allons examiner quelle sorte d'ensembles J peuvent 8tre substitués & 1l'ensemble N .

2.1. - Soient u, une suite linéairement récurrente, non identiquement nulle

& partir d'un certain rang , P son polynSme associé :
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s
P(z) = 1 (z - 90) sa décomposition dans C .
o=1
Posons s - i
Q(z) = I (1 -20) , f(z) = % w7 -
o=1 o n=0

£(z) est une fraction rationnelle de la forme f(z) = R(z) et les polynémes R
et Q sont premiers entre eux (sinon la relation P((un ? = 0 ne serait pas la
relation de plus petit degré satisfaite par u, & partir d'un certain rang, et P

ne serait pas alors le polynSme associé de u ).

Le rayon de convergence de f est donc le module du pdle de plus petit module,
1

c'est-a-dire min T—-— . On en déduit la relation
U:l,eao,s o’l
(1) Tim ¥ lu I = max leol .
neN o=l,...,8

2.2. - Nous nous posons alors le probléme suivant : Que peut-on dire de 1'en-

semble C des sous-enserbles infinis J de N tels que 1'on ait encore :

(2) n Y | = mex oyl
ned O=l,c0.,8

pour toute suite u lindairement récurrente, non identiquement nulle & partir

d'un certain rang.

Remarque. - Le résultat (1) subsiste pour n'importe quelle valeur absolue sur Q

(& condition de remplacer C par un corps convenable). En prenant une valeur sbso-
lue non archimédienne, il entraine en particulier un résultat de FATOU : on voit
qu'un ensemble J pour lequel la généralisation de (2) est vraie pour toute valeur

gbsolue non archimédienne est tel que si une suite u linéairement récurrente

prend des valeurs entiéres sur J son polynfme associé est & coefficients entiers.

2.3. - Donnons maintenant une propriété essentielle de l'ensemble C :

Critére d'invariance. - Si J € C et si J(a, b) désigne 1l'ensemble des n e N

tels que an+beJ, (a et b entiers relatifs, a>1) salors J(a, b) € C.

Démonstgg;ion. - Soit en effet u = une suite linéairement récurrente non identi-

quement nulle & partir d'un certain rang, nous devons montrer que i(a , b) est

infini et que

1;; Iuhfl/n = max leol =
neJ (a,b) 0=l,...,8

ol le polynfme P associé & u = se décompose dans C selon la formle
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P(z) = ﬂ (z -6, -
o=1
Considérons alors la suite v, telle que

u, si n est de la forme av +b avec veEN ,

3) Vn = .
0 sinon.

Si Q désigne le polyntme Q(z) = P(z%) , on a évidemment, & partir d'un certain

rang, Q((v.)) =0 . Donc v_ est linéairement récurrente, soit
n n

R(z) = ?i (z - Ct)
T=1
son polyndme associé. R divise Q , donc les C"c sont des racines a-iZmes des
60 o Meis, Vo, d 1t tel que C (supposons que cela soit faux, par exem-
ple pour o =1 . Alors si P(z)-' ﬂ (z -0 ) Q* = P*( %), R divise Q*
done Q*((vn)) 0 & partir d'un certaln rang, donc P* «u )=0 &partir dun cer-
tain rang, P* divise P , donc contradiction puisque p* £ P ). On a donc

]egl)l/a _ pl/a .

max mtlz( nax
T=l,...,1t 0=l,.0.,5

En vertu de 1l'hypothése J € C,

1 1
IVI/n= mex ICt|=u/a
neJ ‘C:l,...,t
Mais, comme v, = =0 si n n'est pas de la forme a +b avec v € N et que

1/a £0, il en resulte que J contient une infinité d'éléments de la forme
av +b , c'est-ad-dire que J(a , b) est infini (car il existe toujours une suite

u du type de celle considérée, par exemple u =1, Vnel )

On peut écrire alors

Tin v ll/(av+b) _ 1/a
av+bed av+b ks ’

soit encore
Tim luvll/(a»+b) _ H1/a ’
veJ (a,b)
comme

1/(av+ b) N (1/a).(1/v) quand v - o,
on en déduit bien le résultat cherché.

Nous avons en mfme temps obtemu le critére suivant :
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Critére nécessaire. - Pour que J appartienne & C , il est nécessa@re que tout

ensemble i(a , b) soit infini, c'est-ad-dire que toute progression arithmétique

contienne une infinité d'éléments de J ou ce qui revient au méme contienne au

moins un élément de J .

Remarque A. - 3i, dans le méme ordre d'idée, nous cherchions & caractériser 1l'en-

s —

semble ® des ensembles J tels que si une suite recurrente est nulle sur J ,

s > <

elle est identiquement nulle, alors, le critére nécessaire que nous venons d'enon—

cer est cette fois nécessaire et suffisant pour 1'appartenance & ® : nécessaire

—————

puisque si {(a , b) n'a qu'un nombre fini d'éléments, la suite u vérifiant,
pour n assez grand, u, = 1 si n=zav+Db et u, = 0 sinon, est évidemment
récurrente nulle sur J et non identiquement mulle, suffisant en vertu d'un résul-
tat bien conmu de MAHIER [2].

Remarque B. - L'ensemble de tous les ensembles J satisfaisant am critere néces-
saire (ensemble ® de la remarque précédente) satisfait, lui aussi, au critére

d'invariance, car

[J(a, ©)](c, d) =J(ac , ad + D) .

2.4. - Nous voyons que les questions de densité semblent avoir peu de rapport
avec 1'appartenance a l'ensemble C et, notamment du fait qu'un ensemble est de
densité positive, on ne peut méme pas déduire qu'il satisfait au critére nécessaire
(sauf si cette densité est 1 ). Nous allons au contraire donner un critére suffi-

sant d'appartenance qui peut &tre satisfait par des ensembles de densité mulle.

Critére suffisant. - Si J est tel que V Ae N, 3 A entiers consécutifs ap-

partenant & J , alors J appartient a Cc.

T e ——————— 4 s o———

Démonstration. - Soit u, ~une suite linéairement récurrente, non identiquement

nulle & partir d'un certain rang, et soit

P(z) = Il (z - eo)

0—
son polyndme associé.

Supposons les racines de P rangées par module décroissant :

18,1 2 18,0 2 ... > |e]
et soit p= 161] . J satisfaisant au critére suffisant est nécessairement infini,
il suffit donc de momtrer que
lim Iu ‘I/nzp..

nGJ
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Posons

Q(z) = [T (z - 60) si s>1,
o>1

Q(z) =1 si s=1

et soit v, = Q((un)) , v, estune suite & termes complexes qui satisfait & par-
tir d'un certain rang soit par exemple n, & la relation de récurrence
n-ny

Vel = 61 Vo o d'ou, pour n Brno y V= 91 vnO .

V.. he peut &tre mul, sinon v, le serait, c'est-a-dire Q((un)) = 0 & partir

d'un certain rang, or Q divise P et Q #Z P, on aurait donc une contradiction.

Mais alors
v |V/m

0 -1 quand n - © .

Or

I

iVnI = 'Q((un))'.s C max

u .
N n+i
1:O,°.°,S—1

C étant égal & la somme des valeurs ebsolues des coefficients de Q , donc indé-

pendant de n . On a donc

lim { max lu .I}l/n >H,
=t n+i
l:o,uen’S'l
soit encore y
. 1/(n+i)
lim  max ‘un+il P RTRR
i=0,...,8=1
Mais, d'aprés (1) y
_— 1/(n+i) _
lim max Iun+i! =M,

1=0,...,8-1

il en résulte que
max iun+ill/(n+l)
i=0,...,8=1

> quand n - .,

Considérons maintenant 1'ensemble J ¢ pour une infinité de valeurs de n ,
n,n+1, ... ,n+s -1 appartiennent 2 J (sinon le nombre de telles valeurs
serait fini, soit N , et l'ensemble J ne contiendrait pas d'ensemble de plus de

Ns entiers consécutifs, ce qui est contraire 3 1l'hypothése sur J ).

I1 existe donc une suite n, infinie telle que n + iedJ, Vkel,
i = O 3 oo S = 1 9 alOI'S
— 1/(n, +1) 1/ (n, +1)

s 1 o
1im ‘u I /n > lim [ "k = 1lim max l ] x =

u_ . 1* I V)
neJ ° keN,i=0,...,s-1 "x** keN i=0,...,s-1 Tkt
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Comme évidemment d'aprés (1)

b

Tim o " <

ned
on a bien 1'égalité, ce qui achéve la démonstration.

Remarque. - Le critére suffisant n'est pas nécessaire : une démonstration analo-
gue montrerait, par exemple, que pour que J appartienne & C , il suffit que,
VA, Jaxp1l,telque YVbelN, J(a, b) contienne A entiers consécutifs,
ou bien encore, VA et VmeN , S a3zl premier avec m , et une infinité de

b eN tels que J(a, b) contienne A entiers consécutifs.

De toute maniére, dans tous ces critéres, ce qui permet de conclure, c'est 1l'e-
xistence dans J ou dans ses transformés J(a , b) , de tranches assez longues
d'entiers consécutifs : c'est & cette propriété que nous faisons appel pour carac-
tériser dans le paragraphe suivant une nouvelle classe d'ensembles partiels d'en-

tiers, les ensembles de fréquence donnée.

- Remarquons encore que l'ensemble des ensembles J satisfaisant au critere suf-
fisant, satisfait aussi au critére d'invariance ; cet ensemble posséde d'autres
propriétés : par exemple, si un polyndme & coefficients dans C prend des valeurs
entiéres quand la variable décrit J , il prend des valeurs entiéres quand la va-
rieble décrit Z , et de maniére générale, si une suite linéairement récurrente
prend des valeurs entiéres quand 1'indice décrit J , son polyndme associé est &
coefficients entiers (en vertu de la remarque faite au paragraphe 2.2, il suffit de

répéter la démonstration précédente avec une valeur absolue non archimédienne).

3. Fréguence d'un ensemble. Application & la répartition modulo 1.

Définition. - Soit J €N un ensemble partiel d'entiers. Soit @ 1'ensemble des

nombres réels > 1 tels que A ed <=> V X,

nedJ pour tout n entier vérifiant 1'inégalité x < n < Ax . Nous appellerons

>0, IxelN, x> Xq tel que

fréquence de J la borne supérieure (éventuellement infinie) des A e & .

Remarque. - L'ensemble des ensembles de fréquence supérieure & A (ou supérieure
ou égale) satisfait au critére d'invariance. D'autre part, si la densité supérieure
d'un ensemble de fréquence A est au moins égale 3 1 - 1/A , par contre sa densi-
té inférieure peut 8&tre nulle, et, en particulier, on voit aisément qu'un ensemble

et son complémentaire peuvent &tre tous deux de fréquence infinie.

THEOREME A. - Soit 6 un nombre algébrique réel > 1 . Pour qu'il existe un nom-

réel A #£0 s €t un ensemble J d'entiers, de fréquence infinie tels que
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Iin el =0 (Ixll = min |x - k[) ,
ned keg

il faut et il suffit que © appartienne & la classe T des entiers algébriques

réels supérieurs 3 1 dont tous les autres conjugués ont un module inférieur ou

égal 3 1.

THEOREME B. - Soit © un nombre algébrique réel > 1 . Pour qu'il existe un nom-

bre algébrique réel A £ O , et un ensemble J d'entiers, de fréquence supérieure

—

a 1 tels que

—

1]
o

lin |pe?|
neg

il faut et il suffit que © appartienne & la classe S des entiers algébriques

réels supérieurs &3 1 dont tous les autres conjugués ont un module strictement in-

férieur & 1 . En outre, A appartient nécessairement aun corps de © .

Démonstration. - Nous allons d'abord éteblir que la condition donnée am théoréme

A est nécessaire ; nous donnerons ensuite des indications sur la démonstration de

la réciproque, et du théoréme B.

3.1, - Nous supposons que © est racine du polyn8me P(z) = aq 2% + ...+ a,

4 coefficients entiers, primitif irréductible, et nous appelons 91 =0, ... , 0

les racines de P dans C . Nous pouvons supposer an positif.

Nous devons montrer que 1, et que l%JSl pour 6 =2 , cco 4 S .

8y =
Posons

S
€::1/.ZO lail , }\enzun+€n
1=

ol u est 1l'entier le plus voisin de A" .

Par hypothése, €, 20 quand neJ » ~, done, dés que n est assez grand,
neld, Ien] < e . Quitte & remplacer J par J(L , b) ce qui ne diminue pas la

fréquence, on peut supposer que

(4) ned = Ienl<e.

~

On peut de méme supposer que u, # 0 puisque Iunl = lxen - snl » oo quand n- o« .

s + 1 ,
— deux nombres reels. Nous noterons

3.2, - Soient A>1 et Xq >

A -
C1 , 02 , oo+ les constantes indépendantes du choix de A et de x

O °
Par hypothése sur l'ensemble J, 3melN tel que m> Xq et n ed pour tout
entier n de 1l'intervalle m<n < Am .
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Nous posons m' = [Am] - s, M=m' -m >0 en vertu du choix de x, .

Pour mgngm' +s,ona ned , donc, d'aprés (4), lanl < e , et par con-

séquent pour mgngLm'

'P((an”""éo o) mex el <1

i=0,...,8
Mais
P((u)) = P((Ae" - e )) = A0™ P(B) - P((e)) = - P((e))) ,
atou ]P((un))] <1.

on a donc :

e

P est & coefficients entiers, u ~ est entier, donc eussi P((un))

(5) pour mgngn' P((un)) =

3.3. - D'aprés (5), il existe alors un nombre algébrique »x € Q(8) , tel que,
S1 %y =%, eor % désignent les conjugués de x dans 1'isomorphisme de Q(6)
en Q(e ) R 9:(63) qui transforme 6 en 6; , --. , O, on ait :
s

' .
(6) pour mg ng n' , un—o}il % O

( x« dépend évidemment du choix de A , X, et m ).

Considérons alors le systéme de s équations & s inconmues

(7) v, ‘El X, 60 R v=0, .c.. , 8=-1.
C'est un systéme de Cramer ( P étant irréductible), il se résoud donc par les

formules
s=1
(8) x1 = Z YV v

ou les ' sont des nombres algébriques de g(e) (pour 1les x ,ona des formu-
les analogues en remplagant les Y, Pper leurs conjugués).

3.4. - Considérons en particulier le systéme

u :er x0 (y=0, oo , 5=1) pour ngngn' .
On déduit de (8) que
s-1

(9) xo" = Z Y

v Ynwy

Soit alors M 1'ensemble des valeurs sbsolues de Q(6) , et notons, pour v e ,
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N
a eQ(®) , lalv la valeur absolue de a , HaHV = ]alvv o N estle degré du
complété de Q() pour la valeur absolue v sur le complété de Q pour la méme

valeur absolue.

Si les valeurs absolues sont normalisées de maniére habituelle, on a alors la

formule du produit sur Q(6) :

N ol =1 si af0.
vell 7
Désignons par 8 1l'ensemble des valeurs absolues v telles que max lyvl _e

, .. 0=0,...,8~1
ou bien telles que v soit archimédienne. Cet ensemble est fini. ’ )8

Si v¢ 8, v est non archimédienne, donc luni L1, Vn et onen déduit

d'aprés (9)

(10) pour mg<ngm' ern“vs 1, dtoln erml\v max(1 , Ilellff) 1.
3.5. = Soit Vo la valeur absolue ordinaire lelv = Ie] =6, conme 6O est
réel, N, =1, et par conséquent 0
0
s-1
n i o.n n
llxe ”Vo = [x0"] = lvE:O v, u, | <c, 6.

Résolvons d'autre part, pour mgngm' , le systéme

n+y n+v n+v _ - 1.
(x, = N6 + 9, 6, teee +x B = - v=0, «.. , 8~1
On obtient, pour la valeur gbsolue ordinaire, compte tenu du fait que €4y est
borné,
(11) I, = Al lelln <¢, , Ixo eﬁl <C, pour G=2, ... , 8.

T contient des valeurs asbsolues archimédiennes dont l'une est Vg et les autres

sont les valeurs sbsolues ordinaires des conjugués des éléments de Q(6) .

Si v est une valeur absolue archimédienne différente de vy » on a done, d'a-
prés (11),

<C, 4'ou erm

(1) be®l <0, = Ihell, <c,

max(1 , [l <o, -

I,

Enfin, si v est non archimédienne, mais appartient & S, on a encore d'aprés (9

(13) ™, <o, , avor e, max(1 , floll <c, .

En utilisant (10), (12), (13) et le fait que § est fini et évidemment indépen-
dant de A et Xq » On obtient finalement
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M
0 Ibe™l, max(i, llell) < ¢ -
v
0
En sppliquant la formule du produit, et en tenant compte de la majoration
™, <o 0",

\ 1/M
(14) nomax(1, llell,) < (¢ 6™ M
v
0
Faisons tendre alors X, vers 1'infini, M +tend vers 1l'infini et n/M vers
1/(A - 1) , faisons tendre maintenant A vers 1'infini, on obtient & la limite
lagl Tl mex(1, l6_) = T max(1, [lell) <1,
o#l VA,
ce qui entraine bien que © est entier algébrique et que tous ses conjugués ont

un module inférieur ou égal & 1 .

3.6. - Pour démontrer la réciprogue, on voit en reprenant les calculs & l'en-
vers qu'il suffit de trouver un A £0 , des suites d'entiers oo, mi telles que
ml'{/mk >+ o quand k - , et une suite de nombres réels n, >0 tendant vers O
quand k - , telles que ¥ k , 3 un entier algébrique x € Q(6) de conjugués
Xy s e % vérifiant le systéme

(111) I%l - xlemk < My s lxo ejkl < Ny, Ppour G=2 , ¢«vo 4 8

On y parvient en construisant A comme somme d'une série d'entiers algébriques
satisfaisant 3 certaines inégalités déduites de (11'), l'existence de ces entiers
étant assurée grice au théoréme de Minkowski sur les solutions entieres d'un sys-
time d'indgalités sur des formes linéaires : la démonstration distingue le cas ou
6e S ducas o O est un nombre de Salem (conjugués sur le cercle unité), ce

dernier cas étant beaucoup plus compliqué. On peut démontrer alors le théoréme
suilvant :

THEOREME C. -5i ©eT, il existe un ensemble J de fréquence infinie tel que

1'ensemble des A # O pour lesquels
HAQnH -0 guand ne J »

a la puissance du continu.

3.7. - Pour montrer le théoréme B, on reprend les indgalités (11), et on mon-
tre qu'elles ne peuvent &tre satisfaites que par un nombre fini de x , en utili-

sant le théoréme de Roth sous la forme que donne LANG [1]. Pour une infinité de m ,
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les indgalités (11) doivent donc étre satisfaites pour le méme nombre x , donc
A= , et comme x; 6? doit tendre vers O quand m -» o (pour o £ 1), g
n'étant pas nul, on doit bien avoir IOOi <1 pour tout o £ 1 , ce qui est le

résultat annoncé.

D'ailleurs, le cas particulier ot 6 € Q se raméne aisément & un résultat démon-

tré par MAHLER [3] : 51 6 est rationnel, non entier, et supérieur & 1, si

A est algébrique non nul,

Ve>o0, IIne?| < o~

n'a qu'un nombre fini de solutions en n el . (Le cas ou © est entier fournit

un théoréme de transcendance : par exemple, si © = 10 , alors, si un nombre non ra-
tionnel A est tel que son développement décimal est formé de O sur un ensemble

de fréquence infinie, A est transcendant.)

3.8. - Les ensembles de fréquence infinie interviennent dans d'autres ques-
tions ol sont utilisées les suites récurrentes, par exemple dans 1'étude des fonc-
tions entidres : on a ainsi le théoréme suivant, généralisation d'un résultat clas-
sique de POLYA [4].

THEOREME D. - Soit f£(z) wune fonction entidre de type exponentiel, et supposons

que V 9e (0, 2n( , la quantité

ale) = Tin + Loglf(rel¢)|
ro T
soit bornée par un nombre fixe strictement inférieur & Log 2 . Alors, si sur un

ensemble J de fréquence infinie, f(z) prend des valeurs entiéres, f est un

polyndme.
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