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Séminaire DUBREIL-PISOT 1101
(Algébre et Théorie des nombres)
18¢ année, 1964/65, n° 11 ler février 1965

EXTENSIONS IDEAIES STRICTES ET PURES D'UN DEMI-GROUPE

par Pierre-Antoine GRILIET

On peut considérer que la théorie des extensions idéales des demi-groupes a pour
origine un probléme non résolu : Etant donnés un demi-groupe D et un demi-groupe
Q ayant un zéro, trouver toutes les extensions idéales de D par Q (c'est-d-
dire tous les demi-groupes D¥ tels que D soit un idéal de D* etque D*/D=Q),
et, en particulier, donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en
existe. Une solution de ce probléme permettrait, par exemple, de connaitre la
structure de tous les demi-groupes finis et de les construire effectivement, de

proche en proche, & partir des groupes.

La considération d'extensions idéales d'une nature particuliére (les extensions
idéales strictes et les extensions idéales pures) nous permet de donner une solum-
tion partielle de ce probléme. On peut en effet, sous réserve que D soit faible-
ment réductif, construire toutes les extensions idéales strictes, ou pures, de D
par Q , en utilisant certains homomorphismes ou homomorphismes partiels (et sans

utiliser de ramification).

Comme toute extension idéale de D par un demi-groupe O=-simple est stricte ou
pure, nous pouvons alors résoudre le probléme ci-dessus, lorsque D est faible-
ment réductif et Q O-simple. Ceci permet, par exemple, de construire effective-
ment (& partir des groupes), de proche en proche, tous les demi-groupes semimsime

ples finis (ces demi-groupes étant faiblement réductifs).

Comme, d'autre part, toute extension idéale de D est extension idéale pure
d'une extension idéale stricte de D , nous pouvons résoudre le probléme ci~dessus
dans un cas sensiblement plus général, lorsque D est faiblement réductif et que
tout idéal propre de Q est faiblement réductif (cette condition étant réalisée

par exemple quand - Q est O-simple, ou semi~-simple fini).

Nous renvoyons le lecteur & [1] pour les éléments de base de théorie des demi~
groupes nécessaires & la compréhension de ce qui suit (quotient de Rees, extensions
idéales, séries principales, demi-groupes semi-simples). D'autre part, cet exposé
fait suite & celui du 9 novembre 1964 [2], auquel nous empruntons des résultats et

notations, dont voici d'ailleurs l'essentiel.
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O. Rappel de notations et de résultats.

Nous jugeons commode de distinguer un demi-groupe de 1'ensemble qui en est le
support, lorsque la loi de composition n'est pas canonique. Soit donc D un demi~-

groupe de support E .

Si a€k, Ya et 6a sont les translastions internes & gauche et & droite de
D définies par a ; 7 = (Ya , éa) . T(®) (resp. A(D) , N(D) ) est 1l'ensemble
des Y, (resp. 6a R ﬂa') lorsque a € E . A(D) (resp. P(D) (l), QD) ) est
1'ensemble des translations & gauche (resp. translations & droite, couples de

translations liées) de D . On pose

xg(@ s V) =9, %d(@ s V) =V pour tout (¢ , ¥) € (D)

Q(D) est canoniquement structurable en demi-groupe, par la loi

@, Wolot , V') =(p o9,y oY) ;
(D) est un idéal de Q(D) , et n : a ~> T, est un épimorphisme canonique de

D vers II(D) .

Soient (¢ , ¥) € Q(D) et A€ B(E) ; si ¢ et Yy admettent des restrictions
¢|A et W‘A a A, on note

(9 ’¢)lA= (‘PlA ’ q)‘A) .

Si D" est une extension idéale de D , de support E* n: E existe pour tout
aekE" s T2 : ~> n*‘E est un homomorphisme canonlque de T(MD¥) vers QD) ,
et U= 7o m un homomorphisme canonique de D* wvers Q(p) , tel que le diagram-

me

D-——————-—>D*

e

(D) G——11(D¥)

\

ot ¢ est 1'injection canonique, soit commtatif (cf. [2], théoréme 1). On a, pour
*
tous a€E et xeE ([2], formules (5)) :

xg(v(a))(X) = xg(t(n:))(X) = ax , xg(v(a)) (x) = %d(f(fr:))(X) = Xa o

. 1
L'image commme T () de T et v est le type de l'extension idéale considé-

1 .
(*) Dans ce texte, les symboles P et T s'énoncent respectivement gt et
"tau" majuscule.
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rée ; c'est l'ensemble des n:lE lorsque a € E¥ . T se structure canoniquement
*
en demi-groupe, et t (resp. VU ) est alors un épimorphisme canonique de T(D")

(respe D¥ ) vers T .

Ie zéro d'un demi-groupe Q ayant un zéro, et de tout quotient de Rees, sera
toujours noté O . Quand on considérera une extension idéale de D par Q , on
fera toujours l'hypothése que les supports de D et Q sont disjoints, et que le
support de Q n'est pas réduit & {0} ;3 D et Q sont toujours notés multipli-

cativement, mais pour les extensions on pourra user de symboles divers (¥ ,0 ,..s).

1. Extensions idéales strictes et extensions idéales pures.

Soit D wun demi~groupe de support E .

DEFINITION L. = Une extension idéale D* ge D , de support o , est dite

stricte si et seulement si

(¥ a e 9 ":lE e (D) .

Ie type d'une telle extension est donc II(D) , et réciproquement.

Si D a un élément unité, toute extension idéale de D est stricte. On peut

démontrer la réciproque.

DEFINITION 2. - Une extension idéale D* de D , de support B , est dite pure

si et seulement si

(VaeckE® (":lE el(d) => ack) .

D est donc la seule extension stricte et pure de lui~méme.

2. Homomorphismes purs.

DEFINITION 3. - Soient Q et Q' deux demi-groupes ayant un zéro. Un homomor-
phisme f de Q vers Q' est dit pur si et seulement si ful(O) = {0} .

Cette notion est liée & celle d'extension idéale pure de la maniére suivante.
PROPOSITION 1. - Soient D* wune extension idéale de D , de support E , de ty~

pe T, et v 1'épimorphisme canonique de D* vers T ; 1l existe un épimorphis-

me et un seul v; de D*/D wvers T/I(D) tel que le diagramme

v
T e D*

Loy

T /T1(D) € D* /D
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soit commutatif (les fléches verticales étant les épimorphismes canoniques de pas—
sage au quotient).

Un homomorphisme v, ayant ces propriétés est nécessairement tel que, pour tout
acE*-E, u(a) =va) si ua) £00D) , v(a) =0 si ua) e (D) ; d'ox
1'unicité de v; . Réciproquement, ces formules définissent une application de
p*/D vers T/T(D) dont on vérifie immédiatement que c'est un homomorphisme, sur-

jectif parce que v est surjectif.

PROPOSTTION 2. — Une extension idéale D° de D est pure si et seulement si

1'homomorphisme canonique v, de la proposition 1 est pur.

Ceci résulte immédistement des formules ci-dessus définissant v .

Remarques sur les homomorphismes purs.

10 Soit Q wun demi-groupe ayant un zéro ; un homomorphisme f issude Q est
pur si et seulement si {0} est saturé pour 1'équivalence nucléaire de f . Il
existe une plus grande équivalence compatible de Q pour laquelle {0} soit sa-
turé ; il existe donc une "image homomorphe pure" de Q , minimm (image homomor-

phe de tout autre "image homomorphe pure" de Q .

20 Si cette équivalence est 1'égalité, tout épimorphisme pur issu de Q est un
isomorphisme. C'est le cas par exemple d'un demi-groupe de support F quelconque,
ayant un zéro, dont la loi est définie par xy =x si x=y, xy =0 si X £5

pour tous x , ¥y € E (conme on le vérifie immédiatement).

3° Si F est choisi de sorte que Card F > Card (D) , il n'existe aucune ex-
tension idéale pure de D par Q ; car si T était le type d'une telle extension,
la proposition 1 fournirait un épimorphisme de Q vers T/TI(D) , pur d'aprés la

proposition 2, donc bijectif, alors que
Card ((T = TI(D)) u {0}) < Card QD) <Card F .

Pour tout demi-groupe D , il existe donc un demi-groupe Q ayant un zéro, tel

qu'il n'existe aucune extension idéale pure de D par Q .

3. Deux théorémes sur les extensions idéales strictes ou pures.

[] 4
THEOREME L. - Soient D un demi-groupe de support E , &t D* une extension
idéale de D de support E' . L'ensemble des sous~demi~-groupes de p* qui sont
extension idéale stricte de D admet un élément maximum S ; et D* est exten-

sion idéale pure de S .
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Soit E' 1le support d'un tel sous~-demi-groupe ; si v est 1l'homomorphisme ca=-
nonique de D* wvers Q(D) , ona V(E' ¢(D) , donc E! g_v"l (1)) « Récipro-
quement, u'l(H(D)) est un idéal de D* , contenant E , et le sous-demi-groupe
S de DF qui a ce support est extension idéale stricte de D , et contient tout

autre sous-demi-groupe de p* ayant cette propriété.

De plus, D* est extension idéale de S 3 montrons que cette extension est pure;
soit F = U-l(H(D)) le support de S . Si a € E¥ est tel que n:lF e I(S) , on
a, puisque S est extension idéale stricte de D ,

*
(nalF)lE € H(D) )
donc

*

n
a|

*
E = (nalF)lE e(p) , et a el .
4
THEOREME 2. ~ Soit D un demi~-groupe. Toute extension idéale de D par un demi-
groupe Q O-simple, ou nul d'ordre 2 , est stricte ou pure.

Soient D™ wune telle extension et S la sous—extension stricte maximum. On a
D¥/D=Q; S étant un idéal de p* , S/D estun idéal de Q . Comme les seuls
idéaux de Q sont Q et {0}, ona, soit S/D =Q et alors p* =8 est exten—
sion idéale stricte de D , soit S/D = 0 et alors p* est extension idéale pure
de SeD.

4, Construction d'extensions idéales strictes.

Soient D wun demi-groupe de support E , @ wun demi-groupe ayant un zéro, de
support F disjoint de E , Q' le sous-demi-groupe partiel canonique de Q de
support F' = F - {0} . Un homomorphisme de demi-groupes partiels (au sens de [2])
de Q' vers D sera aussi appelé, suivant [1], homomorphisme partiel de Q' vers
D.

THEOREME 3. — Un homomorphisme partiel f de Q' vers D détermine une exten-

. s *
sion idéale D de D par Q , dont la loi * est définie par

{ ab si a, bek

' ab si a,bel' et ab#O0
(Va,beE uF) aﬁbzf»\" f(a) £(b) si a, beF' et ab=0

i af(b) si aeE, belF!

e

£(a)b si aeF', bek .
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Une telle extension idéale est stricte. Si D est faiblement réductif, toute ex-

tension idéale stricte de D par Q peut &tre construite de cette maniére.

Cette construction d'extensions idéales est exactement la méme que celle duthéo-
réme 4.19 de [1]. Le théoréme qui précéde peut A'ailleurs &tre considéré comme une
extension du théoréme 4.19, puisqu'un demi-groupe ayant un élément unité est fai-

blement réductif et que toutes ses extensions idéales sont strictes.

La premiére assertion du théoréme & établir est donc démontrée dans [1]. La se-
conde est évidente. Supposons alors que D soit faiblement réductif, et soit D*
une extension idéale stricte de D , de support E , telle que Df/D = Q ; alors
E¥-E = s et le demi-groupe pmrtiel Q' est identique au sous-demi-groupe

partiel canonique de p* ae support E¥-E .

Soit v 1'épimorphisme canonique de D* vers le type II(D) de 1l'extension.
Comme 7n est un isomorphisme de D vers II(D) , il existe un homomorphisme et un

seul p de D* wvers D tel que nepPp=V., (Si x€E, ona

To(x) = u(x) = T et p(x) = x 3

Ve . . 3 * Ve Id
p est donc un epimorphisme idempotent de D wvers D , et D wun rétracté de
*
D" ). la restriction p, de p a F' est donc un homomorphisme partiel de Q!

vers D .

La premiére assertion du théoréme fournit, & partir de P, » une extension idéa-
le de D par Q , dont on va montrer qu'elle coincide avec D* . Soient donc
a, beE uF' , et montrons que leur produit ab dans p* coincide avec le pro-
duit a#b défini par les formiles de 1'énoncé. C'est évident si a , b €E , ou
si a, beF' sont tels que ab# 0 dens Q , c'est-d-dire ab £¢E .Si a, beF!
sont tels que ab € E ,

ab = p(ab) = p(a) p(b) = p,(a) p,(b) = awb .

Si aeE, beF',

1

ab = xd(v(b))(a) xd(np(b))(a) = ap(b) = apl(b) = atb 3

dualement, si a € F' , b ek, ab = a#xb . Ceci achéve la démonstration.

5. Construction d'extensions idéales pures.

Les notations suivantes sont employées pour le théoréme 4 : D est un demi-
groupe de support E ; Q , Ql sont des demi-groupes ayant un zéro, de supports
F,F disjointsde Ejonpose F'=F - {0}, Fl =F - {0}.Enfin D* est
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une extension idéale de D par Q , de support E*X=EuF . @ s Q] sont les
demi-groupes partiels de supports F' , Fi .

THEOREME 4. - Tout homombrphisme pur f de Ql vers @ détermine, & partir
d'une extension idéale D* de D par Q , une extension idéale DI de D par
Q; » dont la loi = est définie, & partir de la loi o de p* , par les formules

/ ab si a,bek
i ab si a,beF et ab#O
(Va,beEuU Fi) axb = : f(a) o f(b) si a, be Fl et ab=0
f(a) 0 b si aeF] et bek
a 0 £(b) si a€E et beF!

*
Si D* est extension idéale pure de D , il en est de méme de D, .

Notons d'abord que, f étant pur, f(Fi) C F', de sorte que les formules dé-
finissant la loi * ne sont pas dénuées de sens ; il n'en serait pas de méme si

f n'était pas pur, de sorte que cette hypothése est indispensable.

f est un homomorphisme pur de Q vers Q, et sa restriétion a Fi est dono
un homomorphisme de demi-groupes partiels de Qi vers Q' , et aussi de Qi vers
D* puisque Q' est un sous-demi-groupe partiel de p* . Ie théoréme 4.19 de [1],
ou le théoréme 3, fournissent alors une extension idéale DZ dge D* par Q]

dont la loi * est définie par les formules

/{aohb si a, beE"

% ab si a,beF] et ab#0
(Va,beE*uF;_) a&b:{ f(a) o £(b) i a, be Fl et ab=0

' f(a) © b si a€Fl et bekE"

\\aof(b) si a€E et beF! .

Or Eu F] est une partie stable de D, 5 en effet, si a , be Eu Fi , a,b
sont dans l'un des cing cas de ces formules ; dans le premier cas, awb € E ; dans
le second, a¥b € F] ; dans le troisitme, f(a) £(b) = f(ab) = 0, donc
axb = £(a) o £(b) € E ; dans les deux derniers, axb e€ E , car D est un idéal de

*
D

tion de la loi « et sa loi est donc définie par les formules de 1'énoncé. Il est

« Le sous-demi-groupe DT de D; » de support E u Fi y & pour loi la restric-

clair sur ces formules que Dt est une extension idéale de D par Q
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Si maintenant D* est extension idéale pure de D , n:iE & 71(D) pour tout

a € F' ; par suite, pour tout a € Fi ,
* *

et DY est extension idéale pure dc D . Ceci achéve la démonstration.

1
Ce théoréme va permettre de construire toutes les extensions idéales pures de D
par un demi~-groupe ayant un zéro Q , lorsque D est un demi-groupe faiblement
réductif. Remarquons que, pour tout type d'extension T de D , il existe une ex-
tension idéale canonique de II(D) par T/TI(D) , & savoir T ; 1'isomorphisme ca-
nonique n de D vers II(D) permet d'en déduire, en remplagant chaque élément
de T(D) par 1'élément correspondant de E , une extension idéale canonigue de D
par T/M(D) , dont la loi © est telle que, pour tous a , be E u (T = TI(D)) ,

ab si a, b€k

a.b si a,beT~TI0D) et a.b ¢ (D)

N

a®b={ c€E tel que n,=ab sl a,bel-~ N(p) et a.b e I(D)
fﬁguw si aeT-T(D) et bek

: %, (b) (a) si a€E et beT-T(D) ;

c'est une extension idéale pure de D , de type T . Nous ne la définisscns que si

D est faiblement réductif. On a alors le théoreme suivant :

THEOREME 5. = Soient D wun demi-groupe faiblement réductif et Q un demi-grou-
pe ayant un zéro, dont les supports sont disjoints. Si T est un type d'extension
de D , tout épimorphisme pur © de Q vers T/I(D) détermine, & partir de l'ex-
tension idéale canonique de D par T/TI(D) , une extension idéale pure de D par
Q , dont le loi est définie par les formules du théoréme 4 (donc, en fin de compte,

par
( ab si a, bekE
E ab si a,beF , ab#0
axb ={< c€E tels que 6(a).0(b) = un si a,beF , ab=0
f! xg(e(a))(b) si a€F', bekE
i\ﬁwwn@) si a€E, beF,
ou * est la loi étudide, E 1le support de D , F celui de Q,et F'=F-{0});

et toute extension idéale pure de D par Q peut &tre construite de cette manié~

Treo.
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La premiére partie de 1'énoncé résulte immédiatement du théoréme 4, appliqué &
D, Q, T/(D) et & 1l'extension idéale canonique de D par T/(D) , qui est pu-
re. Pour démontrer la seconde, soit D* une extension idéale pure de D par @ ;
soient EX 1le support de p* , T 1le type de l'extension, et Vv 1'homomorphisme
canonique de D* vers T 3 on a D*/D = Q . La proposition 1 fournit alors un
épimorphisme canonique v, de Q vers T/TI(D) , qui est pur d'aprés la proposi-

tion 2.

Cet épimorphisme pur détermine, d'aprés la premiére partie de 1'énoncé, une ex-
tension idéale pure de D par Q , dont la loi % est définie par les formules
de 1'énoncé, et dont on va montrer qu'elle coiincide avec D* (que 1'on note ici
multiplicativement). Comme les deux extensions sont des extensions idéales de D
par Q , il suffit de montrer que a%xb =ab lorsque a € E et be E¥ - B , Oou
a€E -E et bekE ,ouenfin a , be E¥-E et ab=0.

Si beE -E u(b) = 7y & (D) uisque D* est extension idéale pure de
’ blE s Pulsq
D 3 alors Ul(b) =U(b) ; et, si aeE ,

a5 = % (0, (8)) (2) = #y(V(6)) (a) = ab -

Il en est de m8me, dualement, si ae€ E et be E¥ - E .

Si maintenant a , be E* =E, abe E équivaut & axb € E , puisque 1'on a
deux extensions idéales de D par Q ; en ce oas, awb est égal & 1l'unique élé-

ment c€E tel que 7 = Ul(a).vl(b) ; or,

Il

vl(a).ul(b) v(a).v(b) = v(ab) = .

b b
puisque ab € E ; par suite axb =c¢ = ab .

On connait ([2], corollaire qu théoréme 2) tous les types d'extension de D .
Ici, D est faiblement réductif et, d'aprés le résultat cité et la proposition 8
de [2], les types d'extension de D sont les parties stebles de (D) contenant
(D) . On peut alors améliorer 1l'emploi du théordme 5 & 1'aide de la proposition
suivante :

PROPOSITION 3. - Soient D wun demi-groupe faiblement réductif et Q wun demi-
groupe ayant un zéro ; il y a identité entre les épimorphismes purs de Q vers un
demi-groupe de la forme T/TI(D) , oi T est un type d'extension de D , et les
homomorphismes purs de Q vers Q(D)/I(D) .
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L'hypothése que D soit faiblement réductif figurant dans les théoremes 3 et 5,
il est utile, pour faire des extensions idéales successives, de connaitre des con-

ditions impliquant qu'une extension idéale est un demi-groupe faiblement réductif.

PROPOSITION 4. - Toute extension idéale d'un demi-groupe faiblement réductif par

un demi-groupe faiblement réductif est un demi-groupe faiblement réductif.

Soient D un demi-groupe de support E , Q un demi-groupe ayant un zéro, de
support F disjoint de E, F' =F - {0}, et D* une extension idéale de D
par Q . Supposons de plus que D et Q sont faiblement réductifs, et soient

a, beEuF" tels que n: = n: .

Si a ,*b € E ,ona T o= n:‘E = ﬂi =% s et a=b.S5i a,beF , 1'é-
galité 7n =7 entraine, si 7' est 1'épimorphisme canonique de Q vers I(Q),
n; = n% ,et a=b.Enfin, si a€E et beF' , onn'a jamais nz =T
en effet b #0 entraine # ny , et il existe ¢ € F' tel que be #0 ou
cb£0 (dans Q) ; par suite, bc ¢ E ou cb ¢ E (dans D*) ot comme me ,cacE

* *
T, # p

PROPOSITION 5. - Tout demi-groupe semi-simple fini, et tout idéal d'un tel demi-
groupe, est.faiblement réductif.(2).

Soit @ ¢ I1 C eee C In-l c In =D une série principale du demi-groupe semi-
simple fini D , I, étant simple ou réduit a 0, et, si i >0 , chaque facteur
Ii+l/Ii de la série étant O-simple. Un demi-groupe simple, ou O-simple, fini
est complétement simple, ou complétement O-simple ; on sait qu'un tel demi-groupe
est faiblement réductif (°). La proposition 4 permet alors de montrer, par récur-
rence sur 1 , que Ii est un demi-groupe faiblement réductif pour tout i >0 ;
il en est de mBme de I =D . Comme tout idéal d'un demi-groupe semi-simple fini

est semi-simple fini, il en est de mfme également pour tout idéal de D .

2 ' Vd ya . 14
§ ) Ce résultat a été obtemu indépendamment par G. LALIEMENT (communication ora-
le).

(32 Cette propriété ne se trouvant pas dans [1], nous en donnons ici une démons-
tration. Soit D un demi-groupe complétement O-simple, représenté comme demi-

groupe régulier de matrices sur un groupe avec zéro mp(G ; I, A3 P) . Soient
= (a)ik , B= (b)jp tels que 7y =g ; multipliant 3 droite et & gauche par

§ = (x)kv , on obtient i=j et A=p, puls apy x = bpy X ; si on choisit
x#0, et k tel que Phxc # 0 (le demi-groupe de matrices étant régulier), on

ohtient a=1b, d'oi @ =p . 51 maintenant D est complétement simple (sans zé-
r?), on peut lgl adjoindre un zéro et on est ramené au cas précédent (on peut aus-
si faire une démonstration directe analogue).
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PROPOSITION 6. - Une extension idéale d'un demi-groupe faiblement réductif par
un zéro-demi-groupe d'ordre 2 est un demi-groupe faiblement réductif si et seu-
lement si 1l'extension est pure.

Q étant un zéro-demi=groupe d'ordre 2 , gardons les notations de la proposi=-
tion 4. F' est alors réduit & un élément, soit u , de sorte que n: = n; en-
traine a = b chaque fois que a , b€ F' et chaque fois que a , bek (comme
ci-dessus). Si 1l'extension est pure, 1'égalité n: = n: est impossible pour a€E,
puisqu'alors nzlE ¢ (D) ; D* est alors un demi-groupe faiblement réductif. Si
1'extension n'est pas pure, elle est stricte (théoréme 2) ; soient f 1'homomor-
phisme partiel qui la détermine (théoréme 3) et v = f£(u) € E ; les formules du
théoréme 3 entrainent que n: = m: , et D* n'est pas un demi-groupe faiblement

réductif.

7. Probléme général d'existence et de construction.

I1 s'egit du probléme rappelé dans 1'introduction : Construire toutes les exten-
tions idéales d'un demi-groupe donmé D par un demi-groupe donné Q ayant un zé-
ro, et, en particulier, donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

en existe.

Les théorémes 2 , 3 , 5 résolvent ce probléme lorsque I est faiblement réduc-
tif et Q O-simple. Alors toute extension idéale de D par Q est stricte ou
pure, et est donc obtenue, soit & partir d'un homomorphisme partiel de Q' vers
D (théoréme 3, mémes notations), soit & partir d'un homomorphisme pur de Q vers
Q(D)/1(D) (théoréme 5, et proposition 3). L'existence d'une extension idéale de

D par Q équivaut & 1l'existence de 1l'une de ces applications.
I1 en est de méme si Q est nul d'ordre 2 .

Cette solution partielle du probléme permet de construire tous les demi-groupes

semi=-gimples finis. Montrons d'abord la proposition suivante :

PROPOSITION 7. - Tout extension idéale d'un demi-groupe semi-simple fini par un

demi-groupe semi-simple fini est un demi-groupe semi-simple fini.

Soient D , Q deux demi-groupes semi-simples finis, @ ayant un zéro, et D*
une extension idéale de D par Q . D* , étant un demi-groupe fini, contient une
série principale contenant D ,

¢CIlC...CIk=DCIk+lC...CIn=D*.

Alors,
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gciolcy Mec.ocI /DI /d=Q

est une série principale de Q ; et
Ii+l/Ii = (Ii+1/D)/(Ii/D) (i k)

_ ) N
est O-simple. D'autre part, si i gk, Ii est un idéal de D , donc de D ,

et le début de la série peut &tre plongé dans une série principale de D

¢CococIlCco. CIiC.'.CIi-P].C‘..CIL(:D;

alors, si on a, pour i<k , uh facteur nul Ii+l/Ii , tous les facteurs de la
série principale de D compris entre Ii et Ii+l sont nuls, ce qui est conw
traire & 1'hypothése. On procéde de méme si I, n'est ni simple ni réduit a O .
D¥* est donc semi-simple. (Il en résulte que, en fait, @ c I, Ceee €L =D est

une série principale de D , cf. [1], théoréme 2.41.)

Si maintenant D est un demi-groupe semi-simple fini et I wun idéal maximal de
D, D est extension idéale de I , qui est un demi-groupe semi-simple fini, par
D/I qui est un demi-groupe O-simple fini. Réciproquement, tout extension idéale
d'un demi-groupe semi-simple fini par un demi-groupe O-simple fini est un demi-
groupe semi-simple fini (proposition 7). On peut donc construire de proche en pro-
che tous les demi-groupes semi-simples finis par des extensions idéales successi-
ves par demi-groupes O-simples finis. Or on sait construire ces extensions qui,
d'aprés la proposition 5, entrent dans le cas particulier exposé au début de ce
paragraphe. On sait donc construire effectivement, de proche en proche, tous les
demi=-groupes semi-simples finis & partir des demi-groupes O-simples finis, c'est-

a-dire en fin de compte & partir des groupes finis.

L'intérét d'une telle construction peut &tre mesuré par un recensement. Sur les
4 demi-groupes d'ordre 2 , 3 sont simples ou O-simples, donc semi-simples (dont
2 idempotents). Sur les 18 demi-groupes d'ordre 3, 9 sont semi-simples (dont
6 idempotents, 4 simples ou semi-simples). Sur les 126 demi~-groupes 4'ordre
4, 41 sont semi-simples (dont 27 idempotents, 7 simples ou O-simples). En-
fin (la maison ne recule devant aucun sacrifice) sur les 1160 demi-groupes d'or—
dre 5, 205 sont semi-simples (dont 135 idempotents, 8 simples ou O=sime
ples). (Evidemment, tous les demi-groupes idempotents finis sont semi-simples, et

tous les demi-groupes semi-simples sont globalement idempotents.)

La construction précédente s'étend aux demi-groupes finis dont une suite de com-
position, au moins, est telle que, si 1l'un des facteurs est nul d'ordre 2 , il

est facteur d'une extension idéale pure (proposition 6). Il se trouve, curieuse-
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ment, que les demi-groupes d'ordre 2 , 3 , 4 ayant cette propriété sont semi-
simples, de sorte que cette extension est sans intérét pour les petites valeurs de
1'ordre.

8. Probléme général d'existence et de construction (suite).

Puisque 1l'on connait les extensions idéales strictes ou pures d'un demi-groupe
faiblement réductif, le théoréme 1 permet de résoudre ce probleme dans un cas sen—

siblement plus général que celui du paragraphe précédent.

Si D est un demi-groupe quelconque, et Q un demi-groupe ayant un zéro, soient
D* une extension idéale de D par Q , et S la sous-extension stricte maximum;
S est extension iddale stricte de D par S/D = I qui est un idéal de D*/D=Q,
et D* est extension idéale pure de S par D*/S = (D*MD)/(S/M) = Q/I . Récipro~
quement, si I est un idéal de Q , S wune extension idéale stricte de D par
I, et D* une extension idéale pure de S par Q/I telle que D soit un idéal
de D* et que D*/D =Q, alors D* est extension idéale de D par Q .

Si D est faiblement réductif, la structure de S est connue par le théoréme 3
& partir d'un homomorphisme partiel de I' vers D ;3 si I est faiblement réduc-
tif, S 1'est (proposition 4), et une extension idéale pure de S par Q/I est
déterminée par un homomorphisme pur de Q/I vers €(S)/N(S) (théoréme 5 et pro-
position 3). Comme on connait la structure de S , il est théoriquement possible
de construire cet homomorphisme avec des applications faisant intervenir unique-
mnt D, I, Q.

Cette construction est effectivement possible ; elle fait 1l'objet des lemmes
suivants, et le théoréme qui la résume donne toutes les extensions idéales de D
par Q lorsque D est faiblement réductif ainsi que tout idéal propre de Q@ (en
effet, si I=Q , il est inutile de supposer I faiblement réductif). Parmi les
demi~groupes Q vérifiant cette derniére condition, on peut citer les demi-grou~

pes semi-simples finis (proposition 5) et les demi-groupes O-simples.

On note E 1le support d¢ D, F celuide Q, G celuide I, F'=F- {0},
G' =G~ {0} . © désigne une application qui, & tout u e F - G , fait corres-
pondre deux applications &u » P, d¢ EUG' vers E UG' ; on note Eh::(zﬁ, pu).
Enfin n' , y' , &' sont les épimorphismes canoniques de S vers IIS) , I'(S) ,
A(S) respectivement.

IEMME 1. = Pour que © définisse un homomorphisme pur de Q/I vers Q(S)/I(S)
tel que 1l'extension idéale pure D* de S par Q/I déterminée par cet homomor-
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phisme admette D comme idéal, S comme sous-extension stricte meximum, et que
D*/D = Q , il faut et il suffit que

(L.1) (VueF-0G) O eS)

(L.2) (YueF =0) O, existe
(L3) (Mue
(L.4) (WuetF
(Lts5) Vu, v
(16) (Vu,v

(Le7) (Wu, v

o
1

Q)Y ae G') (uagg0 = }\u(a)zua; ua=0 = Ku(a)eE)

)V ae G!') (auf0 => pu(a)zau; au=0 => pu(a)eE)

m

F-G) (w¢iG => eu.ev=ew)

m

1 —— — ]
Fa@g) (wweg = 6,6, = nuv)

m

—_— R — ]
FeG) (=0 = (3cekE) Qu.QV = nc)

(L.8) (WuerF-0G) eu|E ¢ (D) .

Les conditions imposées & © par 1'énoncé sont que, pour tous uw , v €F -G,

6, € a(s) - (s) ,

6,28 = Oy st uv € G,

eu.ev € I(S) si uvea,

la condition (L.2) ([2], proposition 15) pour que D soit un idéal de p* ,

la condition (1.8) pour que S soit sous-extension stricte maximum (voir dé-
monstration du théoréme 1),

et enfin, % étant la loi de composition de D* (aéfinie par le théoréme 5),

a*b = ab pour tous a , be F' tels que ab #0,
axb € E si sb=20.

Par définition de = , cette dernidre condition équivaut & (1.3) , (1.4) , (1.6),
et (1.7) ; en effet, elle est remplie automatiquement si ab ¢ G ; si a, be F=G
et abe G', elle équivaut & (1.6) 3 si a ,beF -G et ab=0, & (1.7) ; si
a€F-G, beG' ,2(Ll.3) ;58i aeG', beF -G, a (1.4) ; enfin elle est

remplie automatiquement si a , b e G' .

ve

weo

Moyennant ces conditions, les autres conditions imposées & © sont équivalentes
a (101) ) (108) Y (105) et (102)0

La loi de composition de S est notée 0 ; elle est définie par le théoreme 3 3
partir 4'un homomorphisme partiel f de I' wvers D ( I' étant le sous-demi-

groupe-partiel de I de support G' ).

IEMME 2. - Pour que © vérifie les conditions (1.1) & (1.4), il faut et il suf=-

fit qu'existe, pour tout ue F -G,
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wu = ((pu ’ lPu) € Q(D)

tel que
2,1) WueFPF-G)WVaecG) (uaf0 = cpu(f(a)) = f(ua))
(2.2) WueF-G(aeG) (aufZ0 = \pu(f(a)) = f(au))

4 partir duquel eu est défini par

( Ku(x) = ¢u(x) si xe€k

AJ A (8) =0 (£(a)) siaeG, ua=0
f A, (a) = ua si aeG', ua#£0
[ p,(x) =¥, (x) si xekE

p d o (e) =v (s(a)) i aeG, m=0

Q pu(a) = au si ae€G', au#0.

~

Une application © définie de cette manidre vérifie évidemment (1.2) (avec
eulE =W ), (L.3) et (1.4). On démontrera plus tard (1.1) ; prouvons maintenant

que la condition ci-dessus est nécessaire.
D'aprés (1.2), il existe

auIE =w € Q(p) ([2], proposition 10) ;
pour tout xe€E ,
M) =0 (x) P (®) =¥ (x) .

Soit, d'autre part, a € G' tel que ua = 0 ; alors Ah(a) €E (L.3) ; et on
a, pour tout x€E ,

?\.u(a)x = ?xu(a) 0x = ?»u(a 0x) = ?\u(f(a)x) )x.u(f(a))x

xA (£(a)) 3

1

A (a) =x oA (a) =p (x) 0a=rp(x) £(a)

il en résulte, puisque D est faiblement réductif, Au(a) = Ku(f(a)) , d'ol les
formules définissant Ku a partir de 9, 3 et, dualement, les formles définise

sant Py & partir de wu .

Montrons enfin (2.1) et (2.2). Soit a € G' tel que ua # 0 ; on a alors, pour
tout x€E,
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1
1

f(ua)x = ua 0 x = ?xu(a) 0x 7\u(a 0 x) Lpu(f(a)x) = (pu(f(a))x

xf(ua) = x O ua

1
1
1]

X O Xu(a) pu(x) 0 a LIJu(X) f(a) = xcpu(f(a)) $

D étant faiblement réductif, la formule (2.1) en résulte. (2.2) se démontre dua~-

lement.

Montrons réciproquement que, si © est définie de cette fagon, elle vérifie
(L.1) 3 cela achdvera la démonstration. Tout 4'abord, Ku e A(S) :

si x,y€kE,
AE oY) =9 () =9 Ky =¢(x) oy ;
si xeE, aeG,

A (x0a) =9 (xf(a)) = 9,(x) £(a) =2 (x)

o
®

5
si, de plus, ua #0 ,

)\u(a 0 x) = (pu(f(a)x) = cpu(f(a))x = f(ua)x = ua 0 x = Xu(a) 0 X3

gi va =0, on a, coome ci-dessus,

"

Ku(a 0x) = cpu(f(a))x = Au(a)x = Xu(a) o

si a,beG , uab#0,

Ku(a 0 b) = Ku(ab) = u(ab) = (ua)b = Au(a)b = )»u(a) °ob;

si uab=0, ab#0, ua#0,
?\u(a 0 b) = xu(ab) = (pu(f(ab)) = cpu(f(a) £(v)) = cpu(f(a)) £(b)
= f(ua) f(b) =ua o b = Ku(a) 0b;

si ab#0, ua=0,

Adaob) = ... = cpu(f(a)) £(b) = A (a) £(b) =4 (a) 0 b
si ab=0, ua#0,

A, (a0 b) = ¢,(f(a) £(0)) = ¢ (£(a)) £(b) = f(ua) £(b) =ua 0o b=A (a) 0 b ;

enfin, si ab =ua =0,

xu(a 0 D) = cpu(f(a)) f(b) = xu(a) f(b) = ?»u(a) ob s
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par suite, Ku € A(S) . Dualement, P, € P(S) . Montrons enfin que eu e Q(8)

si x,y€E,

1]

x 0 A7) =xp,(y) =y, Ky =p,(x) 073

si xeE, aeG , uaf0,

1

X 0 )»u(a) =x o ua = xf(ua) = xtpu(f(a)) lPu(X) f(a) = Pu(x) °a

et si va=0,

x 0 A (2) = xp (£(a)) =y, (x) £(a) = p (x) 0 a;
dualement, a © )\.u(X) = pu(a) oxj;si a,beG etsi aub#O0,
a o ?»u(b) = a(ub) = (au)b = pu(a) 0b g

si aufZ0, uwb#0, aub=0,

1

a o ?\u(b) =a 0 ub = £(a) f(ub) = £(a) cpu(f(b)) = \pu(f(a)) £(b)

1

f(au) f(b) = au o b = pu(a) ob;

si au=0, ub#£0,

a o xu(b) = ee. = \pu(f(a)) £(b) = pu(a) £(b) = pu(a) 0b 3

dualement, si au#0, ub=0, ona ao )»u(b) = pu(a) 0 b ; enfin, si

au =ub =0,

a oA (b) =aog (£(b) =f(a) ¢ (£(b)) =y (f(a)) £(b) = p,(a) 0 b .

IEMME 3. - Pour que 6 , définie comme au lemme 2, vérifie les conditions (1.5),
(1.6) , (1.7), il faut et il suffit que

(3.1) Wu,veF-G) (wWga = wu.wv::wuv)

(3.2) (Vu,veF-0) (wed => 0. =m.)

(3.3) Wu,veF-G) (w=0 = W ew, € (o)) .

Ces conditions sont évidemment nécessaires, puisque w,= euIE setysi aeEuG',
-— |}

Tl:a = nalE .
Pour démontrer qu'elles sont suffisantes, on va vérifier que }‘u ) Av = Auv y OU

YI'J,V s Ou yé avec M. = W W, selon le cas, et sous l'hypothése correspondante

sur W .W 3 le résultat s'ensuivra par dualité.
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Tout d'abord, si x € E , Xu(KV(X)) = cpu(tpv(x)) ; si a€G' etsi uva £0,

Xu(lv(a)) zuva ; si uva=0 et va£0,
A () = A (va) = o (2(va) = o, (0, (2()))
ety si va=0,

A, (0 (2) = o (g, (£(=)))

comme dans le cas précédent.

Soient maintenant u , ve€ F - G 3 on suppose uv ¢ G et cpu o tpv = (Puv (ata-

prés 3.1). Alors, si x€ &,
AL G) = o (p, () =0 () = A () ;

3 !
si aeG', uva #0,

A(A (@) = uva = A _(a) 3

si uwva =0,

“o

A (A () = g (g (£2) = g (£(2)) = A ()

done A o A =A .
u v v
as 1 ° — 1] Y .
Si weG et ¢ o9 = Yo (uv) (d'aprés (3.2)), on a,
si xekE,

AR =9, (e (x) = fluv)x =uv 0 x 5
si aeG', uva #0,
)»u(xv(a)) =uva =uv O a j
si uwva =0,
Ku(Kv(a)) = (pu((pv(f(a))) = f(uv) f(a) = uv 0 a 3

donc 7\.u o }\V = Y':IV
Si, enfin, uv =0 et ¢, ° ¢ =Y, ,avec c€E (d'aprés (3.3)), on a,
si xe€eE,
Xu(xv(x)) = (pu(cpv(x)) =c¢cx=cO0X}

si ae G', uwa =0 et

A () = ¢ (g (£(a)) =c f(a) =c0oaj;
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done )\u ° Xv = Y, » ce qui achéve la démonstration.

On peut finalement énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 6. - Soient D un demi~-groupe faiblement réductif de support E , Q
un demi-groupe ayant un zéro, de support F disjoint de E , dont tout idéal pro-
pre est faiblement réductif. la donnée d'un idéal I de Q de support G , d'un
homomorphisme partiel f de I' vers D ( I' étant le sous-demi-groupe-partiel
de I de support G* =G ={0}),et, pourtout ueF=G, de. W, 7 Py ,q)u)e Q(p) -11(D)
tels que

]

(1) VueF-G(VaeG) (ua g0 = ¢u(f(a)) f(ua))
(2) MueF-G(VaeG) (auf0 = wu(f(a)) = f(au))
3 Vu,veF-G) (W¢gG = W W, =W )

(4) Wu,veF-G) (weg = W o0, = f(uv))
(5) Wu,veF-0) (w=0 => W ew, € n(p))

détermine une extension idéale de D par Q , dont la loi % est définie par

ff ab si a, bek

| az(v) si a€f, bed

i Y (a) si ack, beF-G

\ £(a)b si acG , bek
(Va,beE UF') aﬁ'b::‘(_? b si a,beF', ab#0

'

j f(a) f(b) si a,beG , ab=0
J
{ ¥, (£(2)) si aeG', beF~G, ab=0

\ 9, (£(b)) si aeF-G, beG , ab=0
\c si a,beF-G, ab=0, W oW, =7,

De plus, tout extension idéale de D par G peut &tre construite de cette manid-
re.

D'aprés ce qui précéde, il n’y a plus qu'd vérifier les formules définissant
axb . awxb est définie par les formﬁles du théoréme 5 & partir de 1'homomorphisme
pur déterminé par © , et de la loi 0 de S, elle-méme définie par les formules
du théoréme 3. Soient donc a , b€E UF' . Si a,bek, ou a s beF' , et

ab#0, ona awb = ab s pbuisque D* est extension idéale de D par Q ;
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si aeE, beG',

awb

)

a 0o b= af(b)

»o

si aeE, beF -G,

axb

1]

p(a) =y (a)

ve

si aeG ou aeF -G, et beE , dualement,

axb = £(a)b ou wa(b) ;

si a,beG , ab=0,

I

axb = a o b = £(a) f(b) ;

si aeG', beF-G, ab=0,

"

axb = p, (a) =y (£(a)) (cf. lemme 2) ;

si aefF-G, beG' , ab=0, dualenment,

asb = 9 (£(b)) 3

si a,beF-G, ab=0, atb est égal & l'unique c € E uG' tel que

'ea'eb =n! ; alors c € E (lemme 1, condition (1.7)), et c est tel que

par restriction & E .

REMARQUE 1. - I é&tant donné, f ne peut &tre choisi arbitrairement ;en effet,
si a,beG et ueF -G sont telsque au#0, ub#0, aub=0, ona
nécessairement

f(a) f(ub) = £(a) mu(f(b)) = wu(f(a)) £(b) = f(au) £(b) «

REMARQUE 2. - On vérifie aisément, encore que fastidieusement, que la construc-
tion du théoréme 6, appliquée & un demi-groupe D faiblement réductif et & un de-
mi-groupe Q ayant un zéro quelconque, fournit une extension idéale de D par Q
(Rien ne permet toutefois de penser que 1l'on obtient ainsi toutes les extensions
jdéales de D par Q ). Le procédé de construction peut, en ce cas, &tre allégé

en ne supposant pas W ¢ I1(D) .
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