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Séminaire DUBREIL-PISOT 2201
(Algdbre et Théorie des nombres)
17¢ ammée, 1963/64, n° 22

(G)-AIGEERES. RESIDUATION. EIEMENTS PRIMAUK

par Maurice CRESTEY

1, Définition d'une (B)=-algébre.

la théorie des (&)-algébres, qui permet d'unifier les raisonnements dans 1'étu~
de des idéaux d'un demi-groupe ou d'un anneau, ou des sous-modules d'un module, a
été développée par L. IESIEUR et R. CROISOT [1]. Le présent exposé ne contient
rien d'autre que les axiomes e’ les premiéres propriétés de la structure de (5)-
algdbre, présentés dans les chapitres III et IV de L. IESIEUR et R. CROISOT [2].

DEFINITION 1. — Une (%)-algébre est un couple (&, L) de deux treillis gqui

satisfont aux axiomes A , B, C suivants :

AXIOME A, - (%) est un demi-groupe réticulé guasi-entier complet.

(6) est donc & la fois un demi-groupe multiplicatif (la multiplication étant
notée par juxtaposition) et un treillis complet (1l'union est notée + , 1'inter-
section n , la relation d'ordre < , la relation d'ordre strict c ). Les élé-
ments de (G) sont notés par des majuscules de ronde, 1'élément universel étant
& et 1'élément nmul O .

La multiplication est doublement distributive (m8me pour une somme infinie) :

a2 B8,) = 2 0B, (2 B.)0= 2 B,
. i i? i i~ ?
ieIl iel jel iel

et, de plus, AB A N B «

AXIOME B, - (L) est un treillis complet.

Dans (L) , 1'union est notée + , l'intersection n , la relation d'ordre ¢
et la relation d'ordre strict € . Les éléments de (L) sont notés par des majus—
cules d'imprimerie, 1'élément universel étant U et 1'élément mul O .

AXIOME C. - les éléments de (G) sont opérateurs dans (L) .

Il existe donc une loi externe qui, au couple (& , X) (€ e (&) , X e (L)),

fait correspondre un élément de (L) noté UX , avec les propriétés suivantes :
(a(B)X :a((BX) ’ X ck,

(Z a.)X:Za.X a(ZX.):ZaX.
jer * jer 1’ jer ¥ qer 17
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(valables méme pour des sommes infinies),

X =0, G0 =0 .
I1 résulte immédiatement de ces propriétés que cette loi externe est doublement
isotone.

Exemplese. =
1°© (%) et (L) sont confondus avec le treillis des idéaux bilatéres d'un

anneau A .
20 () et (L) sont confondus avec le treillis des idéeux bilatéres d'un

demi-groupe D avec zéro.
30 (G) est le treillis des idéaux bilatéres, et (L) le treillis des

idéaux 2 gauche d'un amneau A .
40 (G) est le treillis des idéaux bilatéres, et (L) le treillis des

idéaux 3 gauche d'un demi-groupe D avec zéro.
50 (%) est le treillis des idéaux bilatéres d'un anneau A , et (L) 1le
treillis des sous-modules d'un A-module (3 gauche) M .

(Dans ces exemples, X représente le produit, au sens habituel, de 1'idéal U

par 1'idéal ou le sous-module X ).

DEFINITION 2. - On dit que (G, L) est une (&)-algébre noethérienne (resp.
artinienne) si le treillis (L) satisfait 3 la condition de chaine ascendante
(resp. descendante).

2. Résiduels & gauche et & droite.

PROPRIETE 1. - X et Y 4tant donnés dans (L) , la famille des &, e ()
tels que 4, Y ¢ X admet un élément maximum noté X “. Y , et que 1'on appelle
le résiduel & gauche de X par Y .

En effet, cette famille n'est pas vide (elle contient O ), et 1'élément ﬂ.=z(ﬁi
vérifie & la fois &, ¢ @ et O = (& )Y =X (&, ) ¢ X . i
i i

On établit de fagon analogue :

’,

PROPRIETE 2. -~ X € (L) et @€ (%) étant donnés, la famille des Yj e (L)
tels gue ﬂYj € X admet un élément maximum noté X .° 4, et que 1'on appelle le

résiduel & droite de X par d .

Nous utiliserons dans la suite les propriétés suivantes des résiduels, dont la

démonstration est immédiate
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(Rl) ¥ [XE.y]=x".Y,
X [X° (X.0@)] =x .0 A,

(R,) X ®W=@X. "9 ."8,

X0 (@48 =X .0 nE. 6.
(RB) XnY)*.z2=@F" .2)n( ".2) .
(RA) Xcx.'d, X' X=6, U'.X =6,
(R5) XcX' = X.'dgX' ., & et X, YCX' " aY.
(Ry) AcB=>X.," 02X ."8

(1a réciproque est exacte lorsque d et @ sont des résiduels & gauche de X ).
(R7) YCZ == X" ".Y2X .72

(1a réciproque est exacte lorsque Y et Z sont des résiduels & droite de X ).

Nous aurons besoin d'un axiome supplémentaire :

AXIOME D. - Pour tout X € (L) , l'ensemble des résiduels & gauche de X et
1'ensemble des résiduels 3 droite de X vérifient la condition de chafne ascen—
dante.

Cet axiome est vérifié notamment dans les cas suivants :

1° les treillis (%) et (L) satisfont & la condition de chaine ascendante.

20 Ies treillis (8) et (L) satisfont & la condition de chaine descendante.

3° Ie treillis (L) satisfait aux conditions de chafne ascendante et de
chafne descendante.

40 Ie treillis (G) satisfait aux conditions de chaine ascendante et de
chaine descendante.

I1 suffit, pour le voir, d'établir que l'une des conditions de chafine sur les
résiduels d'un cbté entrafne 1l'autre condition de chafne sur les résiduels de
1l'autre cdté. Supposons par exemple satisfaite la condition de chatne descendante
sur les X.*d, et considérons une chalne ascendante

X .Yl EX .Yz g... SX .Yn E... [

) oX .° (X °,

D'aprés la propriété R, des résiduels, X .° (X °. )2 Yn+l) o Les
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éléments X .° (X °. Yn) forment done une chaine descendante ; ils sont tous
égaux & partir d'un certain rang, et, d'aprés la propriété R,, il en est de méme
des X *. Y .

n

DEFINITION 3. - le résiduel & gauche ® =X *, Y est dit propre si Y £X .
L'élément @ € (%) est dit premier si BCC P => BC P ou CcC@.

PROPRIETE 3. - Tout élément X de (L) , autre gque U , admet au moins un ré-
siduel & gauche propre premier.

A

D'aprés 1l'axiome D, 1l'ensemble des résiduels & gauche propres de X (non vide
puisque X #U ) admet au moins un élément maximal P =X *, Y .

Supposons BCc P, C¢ P, d'oh BX c Y cX et & £X ; ona alors
BcX s CfY , résiduel & gauche propre de X . G c¢Y entratne X *. Y cX *. X
(propriété R,7) ; P=X "', Y étant maximal, cette inclusion est en fait une éga-
lité, et BCX °. CT =@ ,

PROPRIETE 4. - Pour que ¢ soit un résiduel & gauche propre de X , il faut et
il suffit gque

d=X" . X." 9, avec X cX .'d,
La condition est évidemment suffisante.

Pour montrer qu'elle est nécessaire, considérons A =X . Y (Y £X). On a

alors YcX .° &, d'aprés la définition des résiduels,
T=X". x." 9, d'aprés la propriété (Rl) :

d'autre part; 1l'hypothése X =X .° & étant exclue, ona X cX ., d.

THEOREME 1. - Pour tout X € (L) , autre que U, il existe un nombre fini d'é-
léments premiers P € (?) (i=1,2, ¢ , n), tels que

F1 %

e . UCX, £,2X°.T,

@i étant un résiduel & gauche propre maximal de X .° (Pl 632 ves B, L.
o

D'aprés la propriété 3, X admet au moins un résiduel & gauche propre maximal
(premier) f, =X .Y, (Yl ¢ X). Posons X, =X."f .
D'aprés la propriété 4, X c X, et P =X". ¥, 52X .U,

Si X, #U , il admet un résiduel propre maximal £,

@2:X1 'YZEX..YZQX..U’
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d'ou, en posant X, =X, S Py =X P P, XcX cX, . Envertude la condi-
tion de chaine ascendante sur les résiduels & droite, on arrivera au bout d'un
nombre fini d'opérations &
anU:X o P, Py oene 6°n,
d'ou
® @,uﬁthX,

X°. Uct, ,
—-11

@j étant par construction un résiduel & gauche propre maximal de X .'@l Prees @j_lo

THEOREME 2. - Pour que X c X .° O, il faut et il suffit que & soit contenu
dans un résiduel & gauche propre premier de X .

La condition est nécessaire, car si X cX . &, X . (X .* d) est un rési-

duel & gauche propre de X . L'égalité Z =X .° & entraine UZ cX , d'ol

AcX e Z2=X". X.° @,

ce qui montre que & est contenu dans un résiduel & gauche propre, lui-méme con-
tenu dans un résiduel & gauche propre maximal, qui est premier.
La condition est suffisante, car si ® =X °. Y est propre et premier, et si

dcfP,ona X.'d2X .°"P>Y, ce qui exclut 1'hypothése X =X .* d «

7 \
THEOREME 3, - Un élément X # U ne posséde gqu'un nombre fini de résiduels 3

gauche propre premiers.

Considérons les , obtenus dans la démonstration dqu théoréme 1, et soit

=X ", Y,, propre et maximal (donc premier).

@:X..Y DX..UD@ 000630
= =1 n

0

® étant premier, 1l'un au moins des @i est contenu dans ® . Supposons @j é ®
pourj=l,2’ooo’i-la

Posons :
ZZYO.@, m-':YﬁoZ;
les relations =Y *., Z et ®Z €Y entrainent @ c M . Par ailleurs,

X..@lmz(X.‘@l) ..J]L:Y.. (Y.IZ)

=Z=(X.'F). P=X.F P2X. P,
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ce qui entraine @, Mc @ (réciproque de (Ré)).
(®, ¢® , @ premier) => Mcf,

et par suite

m=e,

donec ® est résiduel & gauche de X .° @1 .
I1 est propre, sinon on aurait (propriété 4) :
(X o. oal) ..6"=X .° @l,

~

d'ou
X P, F) .. FP=X." L
c'est=f-dire # C @ .
En répétant le raisonnement, on verrait de méme que @ est résiduel & gauche
propre de X .* ® ... &3-1 = Xi—l .

®s étant résiduel & gauche propre maximal de X, , , 1'hypothese P, ¢ @ en-

traine €, =@ , ce qui démontre le théoréme.

3. Axiome de modularité.

Dans le cas oo (L) est un treillis d'idéaux d'un anneau, ou de sous-=modules
d'un module, (L) est un treillis modulaire. Dans le cas ou (L) est un treillis
d'iddaux d'un demi-groupe avec zéro, (L) est un treillis distributif. Ceci nous

conduit & envisager, pour une (G)-algébre, des axiomes supplémentaires s

Axiome de modularité. - Le treillis (L) est modulaire.

Axiome de n~continuité faible. - Le treillis (L) est faiblement n~continu
(c'est-d~dire que pour toute chaine (Yi)iGI , On a

X n (EYi) =§ (X ny,) s

by

cette propriété est vérifiée dans le cas des exemples L & 5 ci-dessus).

/
DEFINITION 4. - Une (%)-algébre est dite modulaire (resp. distributive), si

elle vérifie 1'axiome de modularité(resp. de distributivité) et l'axiome de N~

continuité faible.

On sait que si le treillis (L) est modulaire et s'il existe une chafne maxi-

male de longueur n :
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0cX, cX2c... anzU,

toute chaine maximale est de longueur n . On dit alors que (& , L) est une
(C)=-algébre de longueur finie. Elle est alors évidemment noethérienne et artinien-

ne.
Si, de plus, le treillis (L) est distributif, on démontre que (L) n'a qu'un

nombre fini d'éléments.

4. Définition et propriétés carsctéristiqués des éléments primaux.

Soit (6 , L) une (&)-algébre satisfaisant & 1l'axiome D. Pour tout X e (L) ,
1'ensemble des résiduels & gauche de X et 1l'ensemble des résiduels & droite de

X vérifient les conditions de chaine ascendante et de chaine descendante.

DEFINITION 5. ~ Un élément X e (L) est dit primal si les conditions X cX SCd

XcX . &, entrainent X c X . @) nx .o dz) .

L'élément universel U sera considéré comme primal.

Une conséquence immédiate de cette définition est :

PROPRIETE 5. - Tout élément n~irréductible de (L) est primal.

’
PROPRIETE 6. - Pour ou'un élément X € (L) , autre que U , soit primal, il faut
et il suffit gu'il admette un seul résiduel 3 gauche propre maximal @ .

La _condition est suffisante : si @ est le seul résiduel 2 gauche propre maxi-
mlde X, XcC ai (i =1, 2) entratne ai c @ (théoréme 2), et par suite
% + 0, ¢ @, d'ou, toujours d'aprés le théoréme 2,

X .’ ('&l‘{-aZ):{X:J Jn & Gz)DX.

La condition est nécessaire : si @l et @2 sont deux résiduels & gauche pro-
pres maximaux de X ; X est strictement contemu dans les X .° @i (i=1,2),
mais @ + @2 n'est plus contenu dans un résiduel & gauche propre maximal de X

et
X=X.,* (631+632)::(X .’ @l)ﬂ(X .’ @2) .

I
DEFINITION 6. = X € (L) , (X #U) étant primal et ® &tant son unigue rési-

duel & gauche propre maximal, on dit que X est C-primal, ou que @ est le ré-

siduel maximum de X , ou encore gque ® est 1'é1dment premier associé a X .
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PROPRIéTE 7. - Dans le cas ou (L) est un treillis d'idéaux (& gauche ou bila-
tdres) d'un anneau A ou de sous-modules d'un A-module, pour que X soit pri-

mal, il faut et i1 suffit que les conditions X ¢ X . (a) , X cX.® (a) en-
btrafnent X c X .° (al + az) ; 8 &t a, étant deux éléments de A , et (ai)

1'idéal bilatére engendré par a; o

La condition est suffisante : supposons X cX .° (ai) (i=1,2). I1 est
clair que (al + 8’2) c (al) + (a2) , d'ol

X .* (al + a2) > (X .° (al)) nX.* (a?)) .

Si X est primal, il est strictement contenu dans le second membre, donc dans le

premier.

Lo condition est nécessaire : supposons que les conditions X cX ,° (al) ’

XcX.,* (az) entratnent X cX .° (al + az) , et que X ne soit pas primal.

D'aprés le théoréme 3, X admet un nombre fini de résiduels & gauche propres
maximaux @, , F, , ..., O (n>2). ILes P, étant premiers, @, @3 ver B £ e

et il existe un a; tel que

. f ,..P CP NP ... N '
a; €05 0y n =iy n s a 6 .

De méme, pour tout i (1 < i <n), il existe un a; tel que

63 . °
a; € & pour j £1i, ai;é@i..

L'élément a] =a, + By + see + 8 vérifie alors
al € @, a]'_yé@j pour j #1Ll .
On aboutit alors & une contradiction, puisque
(al) g_@j (G #1) entraine XcXx.' (al) ,
(ai) c® entraine XcXx.’ (ai) ’
d'oh X cX .® (a; + af) , mais a

1 *+ a] n'appartient & aucun des @i o

5. Théorémes de décomposition.

/
DEFINITION 7. = Une décomposition X = X, n¥;, neee n Xn est dite réduite si
(1) aucun X, nlest superflu ;
(?) X; ne peut pas &tre remplacé par un de ses résiduels 3 droite le conte-
nant,_strictement. '
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Un é1ément primal admet évidemment une décomposition X =X, réduite.
PROPRIETE 8. — Tout élément X non primal admet une décomposition réduite
X =X, nX] , dans laquelle X, , X{ sont deux résiduels & droite de X , X

étant primal.
X n'étant pas primal, il existe & , O, tels que

XcXx .04, Xcx.' &, X:(X.'al)ﬂ(X.'ﬂz).

Considérons la famille & des résiduels & droite Y de X tels que
*a
XCYEXO 2‘

En vertu de l'axiome D, cette famille (éviderment non vide) admet un élément mi-

nimal Y, , et
XnX.* Gl) <Yy, n X .° Gl) c(X.r al\ n(x.’ 62) ,

d'ou
X:Ylﬂ(X.'al).
Considérons la famille 8 des résiduels & droite T de X tels que
X.'ﬂ.lC_T, X:TﬂYl.
Cette famille non vide (elle contient X .° Gl) admet un élément maximel X, et
XcX.® % cx, .
Xl est primal, sinon il existerait &, , @2 tels que

X CX . (Bl ) Xl CXl . @2 s Xl = (Xl © Bl) n (Xl . 032) »

XC.(Xl . (Bl)nYlg_Yl .

X, «* B et Y, étant des résiduels & droite de X , leur intersection en est
un et par suite appartient & $ . Y, étant minimal dens § , on a
X, . ®)nY =X ou Y .
Ce ne peut étre X , puisque X; est minimal dans $ ; on a donc (X, <B8,) Y=Y,
et, de mtme, (X; .° &) n Y, =Y, . En prenant 1'intersection, on obtient
X, nY =Y , c'est-d~dire X =Y, , ce qui contredit la définition de Y, .

Considérons enfin la famille # des résiduels 3 droite T de X tels que
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Cette famille non vide (Yl € ¥) admet un élément maximal X . la décomposition

X =X, nX] a bien les propriétés de 1'énoncé.

PROPRIETE 9. - Tout_élément X non primal posséde une décomposition réduite en
un nombre fini d'éléments primaux gqui sont des résiduels & droite de X .

Dans la décomposition précédente, X =X, nX] , il peut se faire que X} soit

primal. La propriété est alors établie.

Si X{ n'est pas primal, il admet une décomposition réduite X; =X, nX; ,
dans laquelle X, est primal, X, et X étant des résiduels & droite de X ,
donc de X . Alors X =X, nX, nX} , avec X CcXj cXj , la décomposition étant
réduite.

Si Xé
chaine, on arrivera au bout d'un nombre fini d'opérations a

n'est pas primal, on répéte le procédé. En vertu de la condition de
?

(l) X=Xl ﬂX ﬂ...f‘an,

2
décomposition réduite de X en intersection de résiduels & droite de X , tous
primau.}(o

On peut, en fait, se ramener & un cas plus remarquable :

14 \
THEOREME 4. - Tout X € (L) , autre que U , admet une décomposition réduite
comme intersection d'un nombre fini 4'éléments Xi Pi-grimaux qui sont des rési-

duels & droite de X _tels que les éléments premiers associés ¢, .soient deux 3
deux incomparables.

Il suffit d'établir que si, dans la décomposition (1) précédente, X, est @~
primal, X, , € -primal, avec ®, ¢ @ , 1'élément Y, =X, nX, est @ -primal

et la décomposition X =Y, nX, n ..o n X réduite.

3
En effet, O ¢ @ entraine TS a=(X 0% n (X2 S =X nX, =Y, ,
et Y, ne peut avoir d'autre résiduel & gauche propre premier que ®, « De plus,
si on avan..t X=(y . .(B) Ni;neeeni , Y cY) " B, on aurait 6 c @ ,
et par suite X = (Xl . B) n (X‘,2 " B) N eee N X » ce qui contredit 1'hypothése

(1) est réduite.

PROPRIETE 10. - Tout rdsiduel & gauche propre premier de X = Xl n X2 est un

résiduel & gauche propre preuier de Xl ou de X2 .

Soit P =X *. ¥ =(X; *.Y)n (X, *. Y) , premier, avec Y ¢ X 3 soient

4 =% *e¥, & =X, *. ¥, Alors A oycd ndy =f cd, (i=:t,2), ce
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qui montre que @ =Q, ou 0.2 , pulsqu'il est premier.

51, par exemple, ® =Q, , la propriété est établie dans le cas o ¥ ;éXl .
Pour Yc_:_Xl , on a, pour tout ® e (&) , 6Y EX , donc € =& , et par suite

al :(12 =P =&,

Mais alors X, . ¥ = , avec Y 5Z_fX2 , puisque Y £X .

PROPRIETE 11. - Si la décomposition X = X, NX, 0 ... X est réduite, tout

résiduel & gauche propre premier, maximal dans l'ensemble des résiduels a gauche
propres premiers des Xi » est un résiduel & gauche propre maximal de X .

Soit @, wun tel résiduel, de X, par exemple. Alors X, cX, ." @ .

Supposons X .° ® =X . On a alors

n
n"’nxngn (Xi. 631) =X 631=X,

X:Xln...ﬂX E(X
n i=1

1. 631) an

donc X = (X‘]. .’ 631) NX, N eee N X, , ce qui contredit 1'hypothése.

On a donc X cX .* @ et par suite ®, € P, ot P estun résiduel & gauche

propre premier de X .
D'aprés la propriété 10, @ est contenu dans un (Pi s résiduel & gauche propre
premier maximal d'un X, « P cPc (Pi entraine ® =@ , puisque ®, est maxi-

mal.

On déduit immédiatement de ce qui précéde le théoréme suivant s

/ [}
THEOREME 5 (théoréme d'unicité des décompositions réduites). - Soient

X=X, n.e.n Xn =X/ n .. n X1:1‘ deux décompositions réduites de X e (L) ,

X #U , en éléments X; C®,-primaux o les . sont deux & deux incomparables,
et en éléments X5. @é-grimaux ou les 635. sont deux & deux incomparables, Alors,

n =n', et 1'ensemble des tPi coincide avec l'ensemble des 62’5. et _avec l'ensem-

ble des résig_uels & gauche propres maximaux de X .

6. Radical primal.

D'aprés les résultats précédents, si X est P-primal, @ est le plus grand
des 4 telsque X cX ."d ;3 si X n'est pas primal, il admet un nombre fini de
résidusls & gauche propres maximaux ey (i=1,2, ¢, n).
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THROREME 6, = X &tant donné, l'ensemble des d € () tels que
KD nE. 6 =X => X " B=X

posséde un élément maximum R gui est :
- &,s X=0,
- 1'intersection des résiduels & gauche propres maximaux de X , si X £U .

18 X=U, tout & € (&) a la propriété voulue, et R =6 .

20 8i X #U , supposons que (X " @} n (X .° ) =X entraine X ." 8 =X,
et soit @ un résiduel a gauche propre maximal de X . L'hypothése & £ @ entrai-

ne alors que & + ® n'est contenu dans aucun des (Pi .

XC.(G-“'@):(XQ.G-)PI(X..@):X ﬁXo.@:’X’

n
ce qui contredit le théoréme 2. Donc & c P , et A cR= N 6"1 .
i=l

3° Supposons inversement X #U ,

5 ) X. R nE. 6 =X,

ce qui s'éerit aussi X .° (R + B) =X . D'aprés le théoréme 2, R + @ n'est con-

tenu dans aucun des @i , donc B n'est contenu dans aucun des @i et ¥.° 6=X.,

DEFINITION 8. - L'élément R , défini ci-dessus, est le radical primal de X .
On_le note 014(}() .

PROPRIETE 12, - Pour que X € (L) soit primal, il faut et il suffit gue
(@cX, YEX) = & cRr(X) .

La condition est nécessaire : si X est C-primal, 6{4()() =F .
QY cX = YcX ."q,
Puisque Y ¢ X , on ne peut avoir X =X .° @ , donc & C @ .
La _condition est suffisante s supposons X ¢ ¥ =X ., d, X cX .* B8 . Alors
IYcX, Y¢X, d'os &cR(X).Onnepeut avoir (X . ) n (X ." 8) =X,

sinon X =X .* B d'aprés la définition de 6{4()() e Onadonec XcX."xnX ."8)
et X est primal.
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