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Séminaire DUBREIIL~PISOT | 21~01
(A1gtbre et Théorie des nombres) .
17e année, 1963/64, n° 21 28 mai 1964

DEMI-GROUPES
DONT IE TREILLIS DES CONGRUENCES EST UN TREILLIS COMPIEMENTE

par Jacques GRAPPY

En théorie des groupes de nombreux travaux ont eu pour objet 1'étude des groupes
admettant un certain type de treillis de sous-groupes, ou de sous-groupes distingués.
On pourra & ce sujet se reporter au livre de M. SUZUKI [6]. Dans sa thése [1],

M. EGO a caractérisé les demi-groupes dont le treillis des sous-demi-groupes véri-
fie des conditions de modularité affaiblie. Dans cet exposé, nous étudions les

demi-groupes dont le treillis des congruences est un treillis complémenté (*). Dans
toute la suite, si D est un demi-groupe, nous noterons G(D) le treillis de ses

congruences ; € désignera 1'égalité, et u la congruence universelle de D .

1, Exemgles.

Signalons quelques exemples de demi-groupes dont le treillis des congruences est

complémenté.

EXEMPIE 1. - Si D est un groupe, C(D) est isomorphe au treillis des sous-
groupes distingués de D , donc est modulaire. Plus généralement, soit A wune al-
geébre abstraite, telle que le treillis de ses congruences, C(4) , soit modulaire.
HASHIMOTO [4] a montré que C(A) est complémenté si et seulement si A est pro-
duit sous-direct d'algébres simples et si deux éléments quelconques de A n'ont
qu'un nombre fini de projections distinctes. Dans le cas d'un groupe D on retrouve

que D est somme directe de groupes simples.

EXEMPIE 2. - Si D est un O-demi-groupe, ou un demi-groupe O & droite (ou a
gauche), C(D) est complémenté. En effet, C(D) coincide alors avec le treillis
des relations d'équivalence de D . Nous allons voir que ces demi-groupes sont ca-

ractérisés par cette propriété.

PROPOSITION L. - Soit D wun demi-groupe dans lequel toute éguivalence est régu-

liére., Alors D est de 1'un des types suivants :

(*) Une partie des résultats présentés ici a été publide dans une note aux
Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris [3].
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(a) D a deux éléments,
(b) D est un zéro-demi-groupe,
(¢) D est un zéro-demi-groupe & gauche (ou & droite).

Remarquons que si D a deux éléments, c'est soit un groupe, soit un demi-groupe
avec zéro, soit un demi-groupe de type (b) ou (c). Supposons que D ait plus de
deux éléments. Soient a& D, b eD . Notons Rb 1'équivalence définie dans

b
D par
X=y (Ra b) <> (x=y ou {x,y}= {a , b})
b

Pour tout x €D , on a donc =xa = xb (Ra b) . Distinguons 3 cas :
’

1© Quels que soient x,a, b, ona xa=xb.

Soit ce€D, z=ca, V aeD.Pour tout y : zy =c(ay) =z . 2z est donc
2

un zéro & gauche. Pour tout y , y#z, ona yz=2" =2z (R z) , c'est-a-dire

YZ =2 OU YyZ =109 .

Si pour tout y yz=12, 2z estun zéro, et D est un zéro-demi-groupe, car

Ue.V=u.z=23%.Sinon il existe y #2z, yz=1y . Alors, pour tout u eD ,

uy =uz est égald u ou z .Si uy = z 7 = y2 =y (R ) dimplique u =z .
’ U,y pliqg

On a done, pour tout u, uz=u, et pour tout v, w=uz=u. D est donc un

deni-groupe-zéro & gauche.
2° Il existe x ,a,b, a#b, xa=b, xb=a.

Si x ¢ {a, b}, les relations

2 _ 2 _
X =xa=> (Rxa) et x° =xb=a (RXb)

sont incompatibles. On a donc, par exemple, x =a , d'ol a2 =b, ab=a.

Si ug¢ {a, b}, au= 2% = b (Rua) et au =ab=a (Rub) sont incompatibles.

D serait donc réduit & {a , b}, ce qui est exclu.
3 Ilexiste x,a,b, a#b, xa=a, xb=b .

Si x¢ {a, b}, les relations = =zxa (RXa) et x° = xb (Rxb)’ impliquent
2
X = X . On peut donc supposer a2 =a, ab=D>b . Montrons que D est alors un
zéro-demi-groupe 3 droite.

. . 2
Si u¢f{a, b}, auza (Rua) , au

i

ab (Rub) impliquent au = u . Donc, pour

tout uedD, au=u.

Soient X,y . x££y, x£a, y#a; yx=ax=x (Rya) entraine yx = x .
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2
Soit x £{a, b} . 2 =z ax =X (Rxa) I =bx =x (Rxb) entrainent x* = x;
de plus b2 =zab="5 (Rab) et b2 =bx = x (Rkb) entratnent b° = b ; donc, pour
tout x €D , x2.—_x.

I1 reste & démontrer que xa=a, V x €D,

Si x ¢ {a, b}, les relations xa = x°

xa = a . Alors ba = b° (Rab) et ba = bx

1

x (Rax) et xa=xb=b (Rab) donnent

i
1

b (Rax) montrent que ba = a .

2. Demi-groupes C-simples.

Définition. - Nous dirons qu'un demi-groupe D est C-simple s'il ne posséde pas

de congruences propres.
Alors C(D) est évidemment complémenté.

Tout idéal de D étant classe d'une congruence, si D est C-simple, il en ré-

sulte que D est simple ou O-gsimple.

PROPOSITION 2.1. - Soit D wun demi-groupe O-simple. Alors C(D) est complémen—

té si et seulement si D est C-simple.

En effet soient 6 e C(D) , eb 6' un complément de © . La classe de O modulo
© est un idéal bilatére de D . Si elle est égale & D , alors © = u congruence
universelle ; sinon elle est réduite & O , et la classe de 0O modulo ©O' est

égale & D, d'od 6' =u, et 6 =¢ .

GLUSKIN [2] a démontré :

PROPOSITION 2.2. - Soit D un demi-groupe avec zéro, ayant plus de deux éléments.
Alors C(D) est complémenté si et seulement si :
1° D est O-simple,

2° Quels que soient x , y dans D , il existe u et v tels que

uxv = 0 et uyv #0 , ou bien uxv #0 et wuyv =0 .
La relation x6y <==> {uxv =0 <=> uyv = o} est une congruence de D . la

classe de O est réduited O, si D est O-simple, car, pour tout x eD ,

x#0, il existe u et v tels que wxv = x .
Si D est C-simple, 6 est alors 1'égalité, d'oh la condition 2°.

Réciproquement, si ¢ e ¢(D) , ¢ #u , alors la classe de O est {0}, et on a
p<O,et 6=¢, d'aprés la condition 2°.
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GLUSKIN a également caractérisé les demi-groupes avec 0 completement O-simples

qui sont C-simples. Nous retrouverons ce résultat au chapitre suivant.

Pour les demi-groupes sans zéro, la e-simplicité ne s'exprime pas simplement. Si-

gnalons la propriété suivante :

PROPOSITION 2.3. - Soit D un demi-groupe simple sans zéro. Alors le centre Z

de D est classe d'une congruence.

I1 suffit de vérifier que si Zx rencontre Z , alors ZxC 2 .

Soit ceZxnZ2, c=dx, d€Z.S0it b quelconque dans Z , montrons que

bx € Z « Puisque D est simple, il existe yb = dy . Pour tout u dans D,
(bx)u = (dy)xu = y(dx)u = yu(dx) = d(yu)x = v.dyx = u.(bx) .

COROLLAIRE. - Si D est un demi-groupe C-simple sans zéro, alors
ou bien D est abélien et est alors un groupe cyclique d'ordre premier,

ou bien le centre de D est réduit & un é1ément gui est élément neutre de D ,

ou bien le centre de D est vide.

En effet si Z = {e}, e est idempotent, car & ez , et pour tout x , il

existe y, ey =x, d'ol ex = e2 Yy =X .

3, Demi-groupes complétement simples, ou O-simples.

Soit D un demi-groupe complétement O-simple, représenté comme demi-groupe de
matrices sur un groupe G et {0} , D :JEO(G , I,A,P) avec les notations ha-
bituelles. G. B. PRESTON [5] a montré que toute conmgruence 6 #u de D est défi-

nie par les données suivantes :

1o Une équivalence @ de I x A , vérifiant :
(a) ® est le produit d'une égquivalence de I et d'une équivalence de A ,
(®) si (1,A) =(j,w)®), alors p)\izpuj’:o’ou PM#O)et ij;AO;
2° Un sous-groupe distingué N de H11 (en supposant que L €I n A et que Hll

est un groupe), qui est le noyau de la restriction de 6 & Hj; 3

o - - Ve 2
3° Une famille d'éléments {ei £,1 e, €H;; , f, €H, , tels que

1

SNERES ej(e) si A,N=0G, e .

M

Les classes différent 0 : 3
: ifférentes de {0} sont alors {(i,g)ec e, Na fk} , U a el
et o G est une classe d¢ I x A modulo @ .
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On notera :
6:[@,N,ei,f>\].
Si & est 1'égalité de I x A , pour tout sous-groupe distingué N de H o, il
existe une et une seule congruence © définie par @ =& , et N, les éléments
¢ 0 %

Pour que D soit C-simple, il faut que [& , N] soit 1'égalité, donc que G

étant arbitraires. On notera 6 =[& , N] .

(isomorphe 2 H ) se réduise & son élément neutre. ILl faut de plus que I x A ne

possede pas d'équivalence P vérifiant (a) et (b), différente de & et de 1'équi-
valence universelle U , sinon 6 =[f , H, , e ij , ot les e, et f, sont

quelconques, serait une congruence propre. Ces conditions sont évidemment suffi-

santes.

| \
THEOREME 3.1 (GLUSKIN). - Pour que 7°(G , I, A , P) soit C-simple, il faub eb
il suffit gue

1© G se réduise & son élément neutre,
2° Pour tout couple (i, j) eIx I : {\, pxiyéO} N, Pyj £ 07 ;
Pour tout couple (A , pu)e A xA: {i, Prs £ 0} £{1i, ppi £ 0} .

La deuxiéme condition exprime en effet que C est la seule équivalence de I x A
vérifiant (a) et (b).

Considérons maintenant un demi-groupe complétement simple (sans zéro),
D = W(GIAP) + On a Ps #0, Vv A, v i . Toute congruence de D est définie
de méme par les données @ , N , e fk . Mais ici toute équivalence ® de I x A
vérifiant (a) vérifie éviderment (b). Pour que D soit C-simple, il faut que
6 =[f, Hipsoey s fx] (les e; » Ty étant pris arbitrairement) soit égale & ¢
ou u, quelle que soit @ . Cela implique que I et A se réduisent & un élément,

donc D~ G . On obtient ainsi

THﬁOREME 3.2. = S0it D un demi-groupe complétement simple. D est C~simple

si et seulement si D est un groupe simple.

Nous allons maintenant caractériser les demi~-groupes complétement simples tels
que C(D) soit complémenté.

Supposons que C(D) soit complémenté, D = M(G s I, A, P) . Nous allons mon-
trer qu'alors C(G) est complémenté. Soit N » sous—groupe distingué de Hi o
6 =[&, N] posséde un complément 6' = {@ , M , e; » £} - Puisque 6 v ©' =u,

il en résulte @ = U , équivalence universelle de I x A . Si 1'on montre que les
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restrictions 6, et 6 de © et 6' & H, sont compléments dans c(H;,)
11 11
on aura démontré que G(Hll) est complémenté. On a évidemment

3] A B! = &
Hy, o Ty Hp

Soient x et y € H;, . Puisque Ov o' =u, il existe ay =%, &) yeeey 8y =7

tels que

|

[

]
—
D
~

.

855 = ags,y (8) 5 gy =

De x =a,(0) résulte a el . a =a, (6') implique qu'il existe ie I,
AeH, aeH, telsque a ee Maf , a,ce, Maf, .51 1'on pose

u=e. (L,1,e) e;l R v = f;l(l.l.e)fl ( e é&lément neutre de G ),
on a :
ue, =€ , £ v= fl .
Posons
aj =ua, v, 1=2,3; aj € H, et & =a (6')

puisque a) ee; Ma f, , d'on a) eH; . © étant réguliers, a) = aé (6) , d*od
. .
8y € H, . Puisque aj € Hy, (a
t — 1 1
alors a3 € e Mb f; et ag = aj ') .

=a, (6)) , il existe b e H, , ag€ey Mb L) g

On a finalement
x=a (6), a =a) (6") , ay = a; (e) , ay =8, (8" .

En répétant 1l'opération, on voit que l'on peut supposer que tous les a; € H o

clest-d~dire x = y(GH v 0y ) « I1 en résulte

11 11

o] v 8! =1u

H

Hq 11

11
et C(G) est complémenté.

Considérons 6 = [& , Hll] . Soit ©' =[U, {e;;}, €; » ij , un complément de

6 » ©); désignant 1'élément neutre de H;; . Si

-1

. -1
e, =(1,1, a; ) f.o=(, A, by )

i AT
on doit avoir d'aprés les conditions vérifiées par les e » fx :

f}\ei:Cte, V ()\.,i) .
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On peut supposer que cette constante est 1'élément neutre de Hy, - En explicitant

le produit, on obtient :
p;\.i = bxﬁai L]

Réciproquement, supposons que C(D) est complémenté, et qu'il existe des élé-
ments a;, , by dens G tels que p,, = by a, . Montrons que C(D) est complémen-
té. Soit 6:[@,N,ei,f>\] .

Si P = @I x @A ’ @I équivalence de I , @A équivalence de A ; soient

®1 , P) des équivalences de I et A compléments de P et ®, « Alors

P! = £1 x £, est une équivalence complément de ® . Soit N' un complément de N,

et posons
-1

A ).

. -1
ei:(l,l,ai), f'}\:(l,;\,b
On a
£l e! =1 v (A, 1) .
I1 existe donc une congruence

o' =[e', W' , el , £i] .

Puisque ® n @' = & , chaque Hix est saturé pour © A 6' . De plus, la restric-

tionde © A 0' & Hj, est 1'égalité, d'od
e/\e':E.

On a v & = u e S0it x €H.., « On a
eHll eHn Hyy ir

(i,?\)z(l,l) (GDV(P')O

Si (1, AN =(i , N (P) par exemple, il existe u et v : ul,, v = HjH et
alors x = uxv (6) . Il existe donc y € H, telque x=y (6ver).,

On obtient finalement
eVe':u.

Montrons enfin que si Pai = Pye2y s WG, I, A, P) est isomorphe au produit
direct de G et d'une bande rectangulaire (I x A) (ensemble I x A muni de la
loi de composition (i , A)u(j , p) = ({1, u ).

En effet, l'application :
i,3, e em(G,I,/\,P)«f-)(aigbx,(:‘L,A))&’:Gx(B(Ix/\)

est un isomorphisme. On obtient finalement :
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THEOREME 3.3. - Soit D wun demi-groupe complétement simple. C(D) est complé-

menté si et seulement si D est produit direct d'un groupe G tel que C(G) soit

complémenté, et d'une bande rectangulaire.

4, Etude générale.

Définition. - On dit qu'un sous-demi-groupe S de D est un rétracté de D ,

s'il existe un endomorphisme idempotent f de D tel que £f(D) =S .

I étant un idéal bilatere de D, soit ©; la congruence :

X=y (61) <= x=3y ob {x,ylcI.

PROPOSITION 4.l. - Soit D un demi-groupe tel que C(D) soit complémenté. Alors
tout idéal bilatére non vide I de D est un rétracté de D et C(I) est com-
plémenté.

(a) Soit 6' wun complément de 6. . Notons x la classe de x €D - I modu~

- _ I
lo ©', x coupe I, sinon x serait saturé pour GI et ©' , donc pour

5, v O =u. x NI est formé d'un seul élément, noté f(x) . Si x € I , on pose

f(x) = x . Pour tout couple u, v, f(u).f(v) €I g u.v , donc
fluv) = £(u).£(v) .

I est donc rétracté de D . Remarquons que ©' est la congruence d'application

de D sur I . On a aussi les relations :
fluv) = £f(u)ev = u.f(v) puisque f(u).v €I A wv .
(b) Soit ¢ € C(I) . Définissons 6 € C(D) par
xzy (6) <= x=y,on {x,ylcI et x=7 (p) .

Vérifions la régularité de © , & gauche par exemple. Si x#Zy , x =y () ,
alors {x, y} €I, et pour tout z ,

zx = £(z).x = £(z).y = zy (0) .
Soient alors ©' un complément de © dans C(D) , et p' la restriction de
' &4 I . On a évidemment 6 A O' = €1 Soient x , y €I . Il existe par exemple
8) T Xy 8 5 eee , 8y =F, 8, = 81 (8) , i1 = 8y (8') et 2 £ 8541

Soit 0<j<2n. aj est congru modulo © , soit & a'].+l , soit a aj 1 » ce

ui implique a, €1 isqu' 3
q plig j puisqu'on a supposé a5 # 851 s 8 £ 8541
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On a donc
x=y (pve'), d'ot pVp'=up.

PROPOSITION 4.2. - C(D) est complémenté si et seulement si D2 egt un rétrac-
té de D et G(Dz) est complémenté.

p . . 2
Supposons D rétracté de D , et C(Dz) complémenté. Soit f : D -»D7 .

Soient © € C(D) , ¢ sa restriction D2 , ¢' un complément de ¢ dans

2
C(Dz) . Notons {Ci}ieK les classes modulo © qui ne coupent pas D” , a; €C,

un représentant de Ci .
A=Y o).
Définissons ©' :
x=zy(0) <> {x=y, o {xy}c PP UL et £(x) = £(y) (9")}

B' est manifestement une équivalence. Vérifions la régularité 3 gauche par exem—
£(y) (') 5 =zx et

i

ple : si x#y, x=y (0) , alors {xy}c D° U A , f(x)
zy sont dans D2 , et

£(zx) = z.£(x) = z.£(y) = £(zy) (¢') .
Si x=zy (6A0),et x#y, onne peut avoir {x, yJc I, car o Ap' =€,

I1 existe donc i € K tel que, par exemple, x = ay - Puisque x=y () , on a
aussi y € Ci s donc x =y d'aprés la définition de 6' , ce qui contredit 1'hy-
potheése.

Pour montrer que 6 v 8' = u , il suffit de montrer que, pour tout x €D - D2 ,
il existe y € D°  tel gue x =y (0 v 6'), puisque g v o' = u o » Or la classe de
D

x modulo 6 coupe I, ou bien contient un élément a, €A et 8y = f(ai) (e1) .

5. Demi=-groupes unitaires.

THEOREME 5.l. - Soit D un demi-groupe tel que C(D) soit complémenté. et soit

{xx}aeE 1'ensemble des idéaux bilatéres non vides de D .

l© Si D est un idéal principal, alors tout Ia est principal, et E ordonnd
par o &€ B <> Iﬁ_g I, &st un ensemble bien ordonné.

2° 5i D est unitaire, on a de plus ord(E) < ord(y) ( N ensemble des entiers
>0).
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10 3i D est principal, chaque Ia étant rétracté de D est principal. Pour
tout a , l'ensemble des éléments de I, qui engendrent chacun un idéal stricte-

ment conteru dans I, forme un idéal IZ , et IB cI, Iﬁ # I, entraine

Iﬁ_g IZ . Soient a et PBeE ; si I et IB étaient strictement contenus dans

Ia U] I‘3 s on aurait

Ia_C_ (Ia U IB)* ’ Iﬁ.@. (Ia U Ip)*

d'ou Ia ul g_(Ia U] IB)* ce qui est absurde. On a donc par exemple Ia_g Ip ;

E est donc totalement ordonné, et tout élément a € E , posséde un suivant a :

I, = Iz , 31 o n'est pas'le plus grand élément de E . E est alors bien ordon-
né, car ¢'est un A-demi~treillis complet. Nous noterons o le plus petit élément

de E:IzDo
(o]

2° 81 D est unitaire, soit e  son élément neutre. f étant un endomorphisme

idempotent de D sur I, , f&(eo) = e, est élément neutre de I , et £ est
définie par

T (%) = Xee, = e % «

Les e, ne sont autres que les idempotents centraux de D , et on a

a < <=> € _.e_ = e, .
P o = °p
Soit C(E) 1le treillis des congruences de E , c'est-i-dire des équivalences

convexes de E . A toute congruence 6 € C(D) , on peut associer Re e C(E) :

@ =p (R) <= e = e (e)

(2) Nous allons montrer que l'application 6 ~- Ry est un homomorphisme de
c(D) sur C(E) .

Pour tout a € E , notons D, 1'ensemble des éléments engendrant chacun 1'idéal

I, s D=1, - Ia+ si a n'est pas le dernier élément de D . Si x €D, on
notera h(x) 1'élément de E tel que x € Dh(x) .
Solent © et ¢ appartenant & C{D). Il est immédiat que Ren@ =Ry A R¢ ,

ey = ep (6 v ) éguivaut a :

ny o —_ —
il existe X, s eee 5, X dans D, X, =€ s X =€

qui équivaut a

il existe Yo » *e* 5 Y, dans E, Y, =

1
Q
.
<
B
1
™
-
~<
i
<
e
+
—
—~
el
@
o]
<
o
S
~—

en vertu du lemme suivant
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IEME 1. - Soient x et y dans D, 6ec(D) , x=y (6) . Alors
h(x) = h(y) (R) .
Supposons a = h(x) € B =h(y) . I1 existe u et v tels que wxv = e, *

Soit z=uyv, z el et e z (68) . Il en résulte :

@
1
0]
L]
®
1]
[N]
o
1

1 A e
z (9) d'oh e = eg (®) .
On a finalement
Soit R € C(E) . Définissons 6 :
x0y <=> {h(x) =h(y) R) et 3 a €k, a=h(x (R, e, X = ¢, v} .

© est réflexive et symétrique. Montrons que © est transitive. Soient x , y , z ,

x0y, y02z .0na

h(x) = h(z) (R) ,

et si a=h(x) (R) , p=h(y) (R) vérifient

eax=eay, eﬁy:eﬁz,
soit y = sup(aa, B) . On a
Y = h(x) (R) , et eyX=e y=e 5,
dtot x= 2z (6) .
Montrons que 6 est réguliére & droite par exemple.

h(x) (R)

Si h(xz) et h(yz) sont congrus modulo R & h(x) , On aura Xz

Hl

Soient x ,y, 2, x=y () et eq X = €, ¥ avec o

1

vz (0) ’

car e, Xz = ey Y2 .

Sinon, on a par exemple h(xz) # h(x) (R) , d'ou h(xz) > a .
dlors xz = ey xz = €y Y% « Or, pour tout u €D ,
h(u.ea) = sup(h(u) , a) .
On a done h(yz) >a , et

€y Y% = YZ = XZ .

6 est donc une congruence de D , et Ry =R . C(E) étant image homomorphe de

C(D) est donc complémentd.



(b) Nous allons voir que cela entraine : ord(E) < ord(l) .

IEMME 2. - Soit (E) un ensemble bien ordonné, C(E) le treillis des congruen-

cesde E . C(E) est complémenté si et seulement si ord(E) < ord(N) .

S

Supposons ord(E) > ord(N) . E contient alors un segment isomorphe & N , que

1'on identifiera & N , et un élément p plus petit majorant de N. E=Nuy (p-C o

Soit R 1'équivalence convexe de E définie par :
a=p R < ({a, plg@w->0C ou 3 nel tel quu {a, plc{2n,2n+ 1) .

Soit R' une congruence de E vérifiant Rv R' = U (congruence universelle).
(b > ( étant saturé pour R ne 1l'est pas pour R' ; il existe donc qel,
q = p (R') . Alors soit n vérifiant q<2n.0na 2n=2n+1 (RAR') . R ne

posséde donc pas de complément dans C(E) .

I

Supposons ord(E) < ord(N) . E est alors un segment de N (soit N , soit
(0, k) N ). Toute congruence R € CG(E) admet un complément (unique) R' :

P<q, p=q®R') <> V m,ne{®m,q), m=n(R) => m=n) .

Afin de décrire la structure de D , nous allons donner un mode de construction

de demi-groupes.

Définitions. - On appelle demi-groupe partiel un ensemble FE , muni d'une loi de
composition non nécessairement partout définie, tel que si 1'un des produits
X.(yez) , (xoy).z est défini, l'autre 1l'est aussi et lui est égal. Un homomorphisme
de E dans E' sera une application f de E dans E' telle que si x.y est
défini dans E alors f(x).f(y) est défini dans E' et égal & f(x.y) .

Soit E un v-demi-treillis, {Da s £ un systéme inductif de demi-groupes
partiels. ( fﬁa homomorphisme de Da damso%gﬁ y @< B ). On suppose que pour tout

a , et tout couple x , y d'éléments de D, » il existe un plus petit élément

B>a dans E , tel que fpa(X)'fpa(y) soit défini dans Df’ . Cela permet de dé-
finir le produit =x.y dans D =g Dy 3

Xey = fﬁa(x).fpa(y) si x et yeD, .
Si xer s Y €D, , posant a =p vv, on définit
Xy = fap.(x) Fa(7) -

On vérifie aisément que la loi ainsi définie est associative.

On dira que le demi-groupe ainsi obtenu est la réunion du systeme inductif

D . — 3 o o .
{ q fﬁa}aEE On notera @ = l%m(Da) , et £ 1'application D - ® . Pour tout
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z €D , on notera h(x) 1'élément de E vérifiant x € Dh(x) .

Le théoréme 5.1 se traduit alors par :

PROPOSITION 5.l = Soit D un demi-groupe unitaire tel que G(D) soit complé~

menté. Alors D est la réunion d'un systéme inductif {Dn , fpn} de demi-
E
groupes partiels unitaires simples, et E est un segment de }\I .ne

f_ est définie par f_ (x) = e_.x = x.ep 5, X €D p>n . Pour tout n ,

pn pn P n’
Dn est unitaire et simple, car In/In+l = Dn u {o} est o-simple. ® = lim(Dn)

n'est autre que D/p ou p est définie par :
x=zy (p) <= 3 nek, e X = e .Y
A toute congruence 6 e G(D) , on peut associer la relation © définie sur ®
par :
¥0Y «==> 3 xeX, I ye¥, x=73 (0) .

© est évidemment réflexive et symétrique. Vérifions la transitivité. Soient
XY, YO7Z. Il existe donc

x eX, v, €Y, y2EY’ z €7, x =y, (e , yzzz(e).
Puisque y, =7, (p) , il existe

nek, e v, =e

—_ !
n v =7

n

Posant x! =e X, z' =e, %, o0na
x'eX, y'eY, z2'e€Z et x*=y' =2z (),

d'ou X ®Z%Z . © est réguliére, puisque p et © le sont. Notons F 1'applica-

tion de C(D) dans C(®) ainsi définie. Nous allons voir que F est un homomor-

phisme surjectife F est évidemment croissante. On a donc
F(6 A ¢) £ F(B) A F(y) o

Soient X =Y, F(B) A F(p) . Il existe Xp 5 X, dans X, y ,y, dans ¥

avec

7, (9) .

I

X =T ) , %

I1 existe n et p tels que e, ¥ = e X, =X, e y, =e

P y2:y .Soit

. P
q = sup(n , p) . Llors

equX, e, ¥ €Y et eqxzeqy(elxcp) , d'ot X =Y (F(O A 9)) ,

1

soit finalement
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F(® A 9) = F(B) & Flp) .
F étant croissante F(B) vV (F(¢)) S F(® V) . 8i X =Y (F(O v o)) , il existe

a, € X, 81 5 see 5 8 1 5 B € Y , avec a; = 85,1 (6 ou @) .

Si A, = f(ai) , on a

A, = A, (F(®) ou F(p)) ,

i i+l
=Y(F(®) v F(9)) et F(Ov ) = F(O) v F(y) .
Montrons enfin que F est surjective. Soit ©® € C(0) , © son image réeiproque :

£(y) () .

=y (8) <= f(x)

On a F(6) = © ., On obtient finalement :

PROPOSITION 5.2. ~ Les hypothéses &tant celles de la proposition 5.1 C(®) est
complémentd.

Nous allons donner une condition supplémentaire pour que C(D) soit complémenté,

portant sur les homomorphismes fp n
s

La congruence p définie plus haut admet un complément p' . Soit ¢ 1la con-
gruence définie par :
x=y (¢ <> hluxv) = h(uyv) , V u,v.
Si x =y (p') , alors uxv = uyv (p') et d'aprés le lemme 1 :
h(uxv) = h(uyv) (Rp') .
Or R_ étant la congruence universelle, Rp' est 1'égalité, puisque c'est un com-
plément de Rp - Onadonc p'<¢,d'od pvg=u.

Soient x££y, x=y (p) , n le plus petit entier tel que Cpel X =€ 1 T o
Considérons la congruence VR

a=b (y) <= {uav e I, <> ubve In+l}

( ¢ est la plus grande congruence admettant L

€ 1 (y')  puisque e £ € il (¢) + On a donc

pour classe). Ona ¢ LY .
Soit Y' wun complément de Yo e

il

n

i

e, X =e v (y") ,
donc
epxte v (W)
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puisque e x # e, ¥ » Il en résulte

e xFe v (g) et x#y (o) .

¢ est donc un complément de p . Nous allons voir que cette propriété entraine

les conditions suivantes :

(A) Pour tout n€E, V x,7y€ D, si fn+1,n(x) = fn+l,n(Y) , il existe

u et v dans Dn tel gue 1'un et 1'un seulement des produits uxv , uyv soit

défini dans Dn .

(B) Pour tout couple x , y d'éléments de D , il existe n tel gue

h(uen xv) = h(uen yv) pour tout u et tout v .

(A) a été vue en cours de démonstration ( x #y (y) ).
Soient x , y tels que X #ZY (Sinon (B) est trivialement vérifiée par n ,

e, Xx=e. 7 ). Puisque x=7v (p v ¢) , il existe

n
8) T X, B eee ;8 =Y, 85 =8 (p ou ¢) .
Si a; =a;,, (p) , il existe n, ,
e a. = ¢ .
n, 1 n, i+l

Soit n le plus grand de ces n; . On a alors
e X =e ¥ (¢)
ce qui démontre (B).

Nous avons donc démontré que les conditions du théoréme suivant sont nécessaires.

THﬁORﬁME 5.2¢ = Soit D wun demi-groupe unitaire.

C(D) est complémenté si et seulement si :

1° D est la réunion d'un systéme inductif {D de demi-groupes

n’ Ip,n}neE
partiels unitaires simples, et E est un segment de N ;

20 (@) est complémenté ( 0 = lip(Dn) )s

3° les conditions (&) et (B) sont vérifides.

Pour montrer que ces conditions sont suffisantes nous allons nous placer dans un
cas plus général. D ne sera pas supposé unitaire, mais on supposera que tout

X €D est contenu dans un idéal unitaire, ce qui équivaut 2 1'existence our tout
’ q q s P
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x € D, d'un idempotent e central, tel que ex = xe = x . Nous allons démontrer

le théoréme suivant :

THEOREME 5.3. = Soit D un demi-groupe tel gue, pour tout x € D , il existe un

idempotent e appartenant au centre de D , tel que ex = xe = X .

C(D) est complémenté si et seulement si :

o » - ' 8\ ° o --
1 D est la réunion d'un systeme inductif {Da R fﬁa}aeE de demi=groupes

partiels simples unitaires, ot E est un V-demi-treillis tel que la section finis-

sante de chaque élément de E soit un segment de W ;
20 C(@) est complémenté (@ = lim Da) s

3° Les conditions (A) et (B) sont vérifides.

(a) Montrons que ces conditions sont nécessaires. lotons {Qxher 1'ensemble
des %-classes de Green de D (deux éléments sont dans la mé&me classe s'ils engen=-
drent le méme idéal principal), et pour tout a , Ia 1'idéal engendré par un élé-

ment de Da o Soient x €D, , e didempotent central, vérifiant ex = xe = x .

L'idéal I engendré par e étant unitaire, I, est donc unitaire, puisque

I,CI et C(I) est complémenté. Son élément neutre ey est un idempotent cen-
tral de I , et aussi de D . Donc chaque Da est un demi-groupe partiel unitaire
et simple. On peut appliquer & I, les conditions du théoréme 5.2. Les homomorphis-

mes fﬁa étant définies comme précédemment par :
xGDafv-)fﬁa(x) :eBXGDﬁ s

D est la réunion du systeme inductif {D f, } « De plus, d'apres le théoréme

pa

o 3
5.2, pour tout a , l'ensemble des B, B > a , est un segment de N o De méme

C(@) est complémenté , car

0 =_%%g?(np) .

Les conditions (A) et (B) sont vérifiées, car elles le sont dans chaque Ia .

- (b) Montrons que les conditions sont suffisantes.

1© Nous allons voir d'abord que les conditions imposées & E entrainent que
C(E) est complémenté. Soit R e G(E) . Définissons R' par :

asﬁ(ﬁ') — (v y,ée[a,aVB]'u[ﬁ,avB], 6

i

Yy (B} = d=y) .

R' est évidemment réflexive et symétrique. Vérifions la transitivité. Soient
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a=p(R), p=y (BR') ,
et considérons n et M dans
@ ,avyluly ,avyl, n=u (R .
Sinefla,avy], pely,avy]l, alors
nvp=avys=n (R .

On peut donc supposer que n et p sont dans [a , av y] . Distinguons trois
cas, puisque n , B , @V B sont comparables.
-S5i n et p sont inférieursd a v B, a=p (R') entraine n =pn ,
-81 Bva<psgn,onaalors Bv y=av y.Eneffet, ona déja avy> p vy
puisque avy>p>av 3B Bvy et avp sont comparables, et on ne peut
avoir Bv ygav P, caralors avp=avy quicontredit avy>avp.On

a donc

Pvy>avp,

Bvy=avy.

I1 en résulte que rn et p sont dans [B , B vyl et n=pn.
-8 ngavpgp,ma n=avpB (R et avp=p (R) ,d'ot n=p=avp.
R' est donc une équivalence. Montrons qu'elle est v-compatible. Soient
a=p (R), YeE.

Si avpB<avy, onavuprécédemment qu'alors a vy = vy .

Si avB=avy,oma BLBpVvygLavy , et deux éléments distincts de
[Bvy,avyl]l ne peuvent 8tre congrus modulo R .

Si avp>avy,alors Bvy=av B, eton conclut comme précédemment.

On a donc finalement

avy=pvy@[R').

On a évidemment R A R' = &, et si a < B, il existe une chaine maximale
G.O:Cl<al<...<0,n:ﬁ

et, pour tout i , @, =0, (R) ou ay # @y (R) , c'est-a-dire @ =, (R").

On a donc
a=pB (RvR' .

C(E) est donc complémenté.
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2° Notons I, :ﬁ%aDﬁ « I, estun idéal de D, et D, étant simple est 1l'en-

semble des éléments engendrant I, . Soit 6 e C(D) ; si Xy €Dy s

XﬁeDﬁ’ Xy = Xg (6) , alors °y = g (0) .

Pour cela, il suffit de montrer que ey = ©y (6) ot av pB=y.Eneffet,

solent v et v dans Da tels que ux v=e, . z:uxﬁv est élément de IY,

a
et z = e, (8) , dton

il

z=e_zz=e_e_ =
Y y o
R, définie dans E par a= B (R) <= % = g (8) , est une congruence de E.

Soit © la congruence de ® associde & O

eY (0) , et e, = eY (8) .

¥X=Y(©) <= @ xe€X, 3 yeY, x=y () .
Soient R' , ®' des coppléments de R et © respectivement dans C(E) et C@) .
Définissons 6' par

x=y (0') <=> f(x) = £(y) (6") et h(uxv) = h(uyv) (R") , V v, v .

]

©' est une congruence de D . Wérifions que 6' est un complément de © . Soient

x=y (6 A06') . Onadonc f(x) =f(y) , et h(x) = h(y) = a .

On peut supposer que si o’ est le suivant de a,

Si x#y, la condition (A) implique qi'il existe u et v avec h(uxv) = a ,
h(uyv) > a par exemple, ce qui est impossible car x = v (6 A 6') entraine
h(vxv) = h(uyv) (R AR' = &) . On a donc

9/\9':8.
Soient x et y dans D.Si X=f(x), Y=1r(y), ona
X=Y v o) .

I1 existe donc

i

AO = X ’ Al 9 oo o An = Y danS @ ’ Ai Ai+1 (@ ou @') 3 Ai % Ai+l .

1l

Si Ai (@) , il existe a; € k.

10 Py (B3) , a;=b, (0) .

i+l

! = ! ! Y P . .
Si A, =4, (6') , d'aprés la condition (B), il existe a; €A, by eEd

tels que h(uai v) = h(ubi-;-l v) , V u, v, et donc

— 1
a; = b, 4 (07) .

Pour tout 1 , soit v; € E tel que e,. 8 =e Db (en posant by = X, 8, = y)
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et soit v = sup(vi) « Les éléments

! - — !
= = . _eb_
b'e e, X e, 8y » av 8 5 eee e, ¥ , P =Y
2 e s y
v ent e a.=¢e a. ® ou 6! On a donc
érifien v 84 D 2441 ( ) .

x'zy' ®ver) .

De plus
— 1] > s —_ 1
h(x) =v (RV R') implique ®h(x) = ©, 6 ver
d'ol
— A = — 1 1
X = Xeep 0y = Xe =X (ever),
et de méme

y=y 6ver) yd'oh x=y (Bvoer').
©' est donc un complément de © dans c(D) .
Remarques.

1© Si D est un demi-groupe quelconque, F 1'ensemble des idempotents centraux

de D , alors
S = egFD.e

vérifie les hypothéses du théoréme 5.3. Si C(D) est complémenté, S aura la

structure indiquée dans le théoréme.

2° 81 D a un zéro, sous les hypothéses du théoréme 5.3, alors § = {0} .

6. Demi-groupes abéliens.

Soit D wun demi-groupe abélien tel que G(D) soit complémenté.

La structure de S = gF D.%x ( F, ensemble des idempotents) est donnée par le
e
o

théoréme 5.3. Les cnsembles Qx sont ici des groupes, car
Ia|I+ =D u{o0}
a
est un demi-groupe abélien simple, unitaire, donc un groupe avec zéro. La condition
() implique que les fn,p sont injectives. La condition (B) est ici trivialement
vérifide. © = lim D, est un groupe semi-simple, ce qui est équivalent & ce que
chacun des D, soit semi-simple.

Soit a €D -S, et soit I 1'idéal principal engendré par a . Utilisant le

théoréme 5.1, scit I, 1'idéal maximal contemu dans I » 8; un générateur.
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IlIl est un demi-groupe abélien avec O, n'admettant pas d'idéal propre. C'est donc
un demi-groupe trivial & deux éléments, sinon I\Il serait un groupe avec zéro et
a appartiendrait 3 S . Onadonc I~-1I, ={a}, et 2 e I, « 81 a; &S, 1'i-
déal maximal I, de I, est I, =1 - {a;} . Puisque a eI, a =a.d, deD
Cn peut supposer que d € I, car si f est un homomorphisme de D sur I :

a.d = f(a.d) = a.f(d) .

On a donc

—2 t
al-—-aod

qui montre que a, e'Da2 y d'ou a; = a2 puisque a; est le seul générateur de
L. Soit alors ¢ wun homomorphisme de I sur I, . On a

p(a) = a; = a2 , d'ol (p(az) = 8.2 =(P(a) = a

N 2
qui contredit l'hypothése a, # S . Donc pour tout a €D, a" €S .

Soient a et b dans D=S, I et J les idéaux principaux engendrés par
a et b; ab€eInJ .81 I=J, a et b engendrent le méme idéal principal,
d'ot a=b, et a.b= a2 € S . Si par exemple
InJcI, InJ#£I,
alors InJdcT ¢ S, d'ou a.b €S . Finalement : D2 =S .

En utilisant la proposition 4.2, on obtient finalement ¢

! \
THEOREME 6.l. = Soit D un demi-groupe abélien.

(D) est complémenté si et seulement si s

Lo D2 est rétracté de D ;

20 D2 est la réunion d'un systéme inductif {qx s fbahxeﬁ de groupes abéliens

semi-simples ¢ E est un v-demi-treillis tel que la section finissante de tout
élément est un segment de N ; les fba sont_injectifs.
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