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Séminaire DUBREIL-PISOT 17-01
(Algébre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n° 17 20 avril L964

SUR 1A STRUCTURE DES GROUPES COMPOSES

par Helmut WIELANDT

1. Introduction.

Un groupe G , différent du groupe unité {1}, est dit composé s'il posséde un
sous=-groupe normal propre Gy £{l} Go G, > {L} s dans le cas contraire on dit

que G est simple.

Dans un groupe composé G , il existe des suites normales finies

1.1 G‘:GODGlD...DGn_lehD...DGNz{l};

ce sont des suites de sous-groupes, strictement décroissantes, dans lesquelles cha~
que terme est un sous-groupe normal propre du précédent. Une suite normale 1.1,
telle qu'il n'existe aucune suite normale distincte de 1.l et plus fine que l.1, est

appelée une suite de composition de G 3 dans ce cas, les groupes—quotients

n
102 G :Gn—l/Gn (n:l 9 ocee N) ’

sont simples et, d'aprés le théoréme de Jordan-Hélder, ils sont parfaitement déter-

minés par G , & 1'ordre des termes et & des isomorphismes prés ; on les appelle les

facteurs de composition de G .

Si l'ordre |G| d'un groupe G #1 est fini, condition que nous supposerons

toujours vérifiée, sauf au paragraphe 3, ce groupe posséde une suite de composition.

n
HOIDER avait déja établi le plan d'études suivant : Déterminer d'abord les groupes
simples, puis construire les groupes composés, 3 l'aide de leurs facteurs de compo-

sition.

Sur 1'état actuel de la premidre partie de ce programme, je ne dirai qu'un mot.
I1 y a deux types essentiellement différents de groupes simples. Les groupes G du
premier type sont triviaux, en tant qu'ils ne possédent pas de sous-groupes, autres
que G et {L}; ce sont les groupes d'ordre premier. Quant aux groupes simples non
triviaux, on sait, d'aprés BURNSIDE, que leur ordre contient, au moins, trois fac=
teurs premiers différents, et, d'aprés un théoréme récent de FEIT et THOMPSON, que
leur ordre est pair. L'étude compldte des groupes simples non triviaux n'est pas
encore terminée, mais on travaille actuellement, de fagon intensive, & ce probléme
fondamental de la théorie des groupes finis. A vrai dire, sa solution ne permettra
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pas encore de regarder comme achevée la théorie des groupes finis. Car on se trou-
vera alors, dans 1'étude des groupes composés, exactement au point ou 1l'on était a
1l'origine de la théorie des groupes résolubles (dont les facteurs de composition
sont tous triviaux), puisque la structure des groupes simples triviaux était connue
d'avance ; et cependant, la théorie des groupes résolubles s'est développée en un
domaine trés ramifié qui continue & progresser d'une fagon rapide. Aprés la déter-
mination de tous les groupes simples finis, la théorie des groupes composés consti-
tuera donc encore un large cercle de problémes. Elle devra en particulier obtenir,
connaissant la structure dec facteurs de composition e s des conclusions sur la

structure du groupe G lui-méme.

Le mot "structure" exige des éclaircissements. Nous traiterons seulement de la
"structure de la famille des sous-groupes" d'un groupe. Le probléme fondamental est
le suivant : Déterminer tous les sous-groupes d'un groupe donné et les relations
d'inclusion entre eux. Ce probléme,d vrai dire, est si vaste que 1l'on doit se bor-
ner & des sous-groupes importants. Jusqu'a présent, en théorie des groupes finis,
deux sortes de sous=-groupes importants se sont révélées ; les uns sont les sous-
groupes qui figupent dans une suite de composition du groupe donné ; les autres
sont les sous-groupes dont 1l'ordre se fistingue par des propriétés extrémales de

nature arithmétique.

Nous parlerons, tout d'abord, de la structure normale des groupes, et ensuite de

leur structure arithmétique.

2. Structure normale d'un groupe fini.

Nous dirons qu'un sous-groupe d'un groupe G est sous-normal s'il figure av moins

dans une suite normale de G .
Un sous-groupe normal est, en particulier, sous-normal.

Nous noterons §§ 1l'ensemble des sous-groupes sous-normaux de G . L'ensemble

SG  est un sous-treillis du treillis des sous-groupes de G 3 c'est-a-dire que, si

1'on désigne par H nK 1'intersection de deux sous-groupes H et K de G, et

par H u K le sous-groupe de G qu'ils engendrent, on a [8]
2.1 Si T et Ve SG , alors TnV gt TyuVe SG .

Par structure normale du groupe G , on entend la structure du treillis SG . Cette

structure est d'autant plus claire que G a moins de facteurs de composition tri-

viaux. S'il n'y en a pas, alors SG  est distributif s

2.2 Si G n'a pas de facteurs de composition triviaux, on a :
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TA(@uV)=(TnU) u(EnV) pour T, U et V eSG.

Ie treillis SG est modulaire si et seulement si, quels que soient les sous-

groupes sous-normaux T et U de G, ona
TU:UT-
Or, constatation surprenante, la permutabilité de deux sous-groupes sous-normaux
est trés fréquente ; c'est méme presque la régle, [9] :

2.3 Soient T , U €SG . Ou bien TU = UT , ou bien il existe un nombre premier

p et des sous-groupes normaux T1 de T et Ul de U tels que les indices

[T:le et [UzUl] sont tous les deux égaux & p .

Des énoncés plus fins, dans cette direction, ont été trouvés par HAINZL [2].

Le théoréme 2.3 laissait prévoir que le treillis §9 est, dans tous les cas,
"presque modulaire". TAMASCHKE a réussi & exprimer cette notion en termes de treil-
lis ([7], Satz 2.4). Il donne, de cette maniére, des conditions nécessaires pour
que, étant donné un treillis abstrait, il existe un treillis sous-normal SG qui
lui soit isomorphe ; on ne connait pas encore de conditions, & la fois nécessaires

et suffisantes, pour qu'il en soit ainsi.

3. Sous-groupes sous-normaux des groupes infinis.

On démontre facilement que 1l'intersection d'une famille de sous=groupes sous-—
normaux d'un groupe infini G est encore un sous-groupe sous-normal, dés qu'il
existe un nombre N tel que tous les membres de la famille apparaissent dans des
suites normales de G de longueur < N . En particulier, 1l'intersection T n U de
deux sous-groupes T et U sous-normaux est toujours sous-normale. Si 1'ensemble
ordonné SG vérifie la condition maximale, le groupe engendré par une famille ar-
bitraire de sous-groupessous-normaux de G est encore sous-normal [gl. Mais, si
SG ne vérifie pas la condition maximale, le groupe T u U , engendré per deux sous-
groupes sous-normaux T et U , n'est pas nécessairement sous-normal, ainsi que 1l'a
montré ZASSENHAUS en 1958 ([11], Appendix D, Exercise 22). Ces derniers temps,
ROSEBIADE et ROBINSON ont étudié des conditions sous lesquelles la sous-normalité
de T et de U entraine celle de T u U . Je mentionne, ici, un théorcme de
ROSEBLADE [6]

3.1 lLes sous—groupes sous-normaux T d'un groupe G pour lesquels 1'ensemble

ordonné §I vérifie la condition minimale, forment un sous-treillis du treillis

des sous-=-groupes.

Pour que SG soit un treillis, il suffit donc aussi que SG vérifie la condition
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minimale.
On ne connalt pas encore de conditions de chalfne plus faibles que la condition

maximale et que la condition minimale et qui entraine encore que SG est un sous~

treillis du treillis de tous les sous-groupes.
Un autre résultat remarquable est df & BAER [1] :

3.2 Dans tout groupe G , les éléments qui engendrent un sous-groupe cycligue

sous-normal forment un sous-groupe caractéristique.

A un autre point de vue, les sous-groupes sous-normaux des groupes infinis ge
compprtent de fagon étonnamment "normale". Par exemple, le résultat connu qui s'é-
nonce 3 "Si deux sous-groupes normeux ont pour intersection le sous-groupe unité,

" tout élément de l'un commute avec tout élément de l'autre", s'étend, de la maniére

suivante, aux sous=-groupes sous=-normaux :

3.3 Soient T et U €SG .81 TnU-= {1} , ou bien chague élément de T com~

mute avec chaque élément de U , ou bien il existe un nombre premier p et des

groupes

T, 9T, €ST et U 9U, €SU

0 0

tels que
D= (TOng) = (UO:Ul) .

Ce théoréeme pourrait avoir quelque utilité pour généraliser aux groupes infinis
les théorémes 2.2 et 2.3.

Signalons enfin une question intéressante, de nature générale : Existe-t-il, dans
tout groupe G # {1} , deux sous-groupes sous-normaux G, et Gy tels que G <G,
et que GO/Gl soit simple ?

Revenons maintenant & 1'étude des groupes finis.

4. Structure arithmétigue.

La structure arithmétique d'un groupe G est décrite par des théorémes sur les
propriétés des sous-groupes de G , relatives 4 des nombres premiers donnés. lLe
théoréme classique de ce type est d0 & SYLOW (1871) .

4.1 Soit p® ls plus grande puissance de p qui divise |G| ; alors, G pos-

séde des sous—groupes Gp tels que



1705
(1) IGpI =p* ;

(ii),§; H est un sous-groupe de G dont 1l'ordre est une puissance de P,

il existe un élément g €G tel que H C g—l Gb g .

P. HALL a montré, en 1937, que ce théoréme, moyennant des hypothdses convenables,
peut s'étendre & la considération simultenée de plusieurs nombres premiers. Soit
P un ensemble de nombres premiers. Pour chaque nombre naturel m , on désigne par

m_ le plus grand diviseur de m dont tous les facteurs premiers appartiennent &

P . Alors, le théoréme de Hall [3], s'énonce de la manidre suivante :

4.2 51 G est un groupe résoluble, G posséde au moins un SouS-groupe GP

possédant les deux propridtés suivantes
(i) IGPI :'GIP;

(ii) Si H est un sous-groupe de G tel gue tous les facteurs premiers de
|H| appartiennent & P y 11 existe un élément g € G tel que HC g"l G? g .

Les tentatives pour étendre ce résultat & des groupes non résolubles ont donné

lieu & une vaste théorie, que nous résumons bridvement au paragraphe suivant.

5+ Groupes de Hall.

Soient P un ensemble de nombres premiers et G un groupe fini. On appelle
P-groupe de Hall de G un sous-groupe de G , d'ordre |G|P . On désigne par HPG

1l'ensemble des P-groupes de Hall de G .
D'aprés 4.2, si G est résoluble, 1l'ensemble HPG n'est pas vide.

Pour un groupe G non résoluble, le théoréme 4.2 n'est pas valable ; 1'ensemble
HPG peut 8tre vide (ce qui a lieu, par exemple, lorsque G est le groupe alterné
de degré 5 et lorsque P ={3,5} ) ; si HPG n'est pas vide, la condition 4.2(ii)
peut ne pas &tre vérifiée (c'est le cas, pour le groupe alterné de degré 5 , lors-
que P ={2,3} ).

Mais, & un autre point de vue, les groupes de Hall sont trés agréables : ils se

comportent bien vis-a-vis de la structure normale de G .
On a, de fagon précise, le théoréme suivant [10] :

50.1. (1) Si A €HPG et si T €5G , alors AN T €HPT ;

(ii) Si & est un &lément fixe de HPG et si T gdéerit SG , alors
ANTESA et l'application T AN T de SG dans SA est un homomorphisme de

treillis 3 c'est-d~-dire que
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1o An (T N Tz) =(anT) n(A nxTz)
e A n(Ty UTZ) = (& ﬂTl) U (A ﬂ:TZ)

quels que soient T, et T2 € SG ; bien entendu, seule la relation 2° n'est pas
triviale, et utilise le fait que A appartient a HPG (rappelons aussi que T, uT2

est le sous-groupe de G engendré par T, et T, ).

Relativement au probléme de 1l'existence des groupes de Hall dans }es groupes com-
posés, on connait d'apres CUNTHIN et, surtout, d'aprés P. HALL [5], une série de

théorémes du type suivant :

"Si chaque facteur de composition G® contient un P-groupe de Hall qui posséde
une certaine propriété E , alors G contient un P-groupe de Hall qui possede une

autre propriété E ",

Malheureusement, dans ces théorémes, la propriété E' est toujours plus faible
que la propriété E . Et cette théorie parait laisser encore plus & désirer lors-
qu'on se propose de sortir du domaine des groupes résolubles et de faire une étude

tout & fait générale.

HALL avait démontré, en 1937, qu'il existe, pour chaque groupe non résoluble G ,
au moins un ensemble de nombres premiers P tels que HPG est vide [4]). Par rap-
port & un tel ensemble P , les théorémes précédemment énoncés ne permettent de con-
naitre aucune propriété de G . Pour créer une théorie réellement générale, on doit
donc remplacer les groupes de Hall par une autre classe @e sous-groupes doués de
propriétés arithmétiques, classe qui ne soit jamais vide. C'est ce qu'on peut faire

d'une fagon qui s'applique aussi aux groupes infinis.

6. P-sous-groupes maximaux.

La grande importance des théorémes de Sylow, 4.l,et de Hall, 4e2,provient du fait
que, sous certaines hypotheses, ils procurent une vue générale sur l'ensemble PG

des P-sous—groupes de G , un P-sous-groupe étant un sous=-groupe dont 1'ordre

n'est divisible que par des nombres premiers appartenant & P . Obtenir une telle
vue générale pour un groupe G guelconque est un but essentiel de la théorie de la
structure arithmétique.

Naturellement, on doit, ici aussi, se restreindre encore & 1'étude des P-sous-
groupes importants. Quels sont ceux-ci résulte du théoréme de lagrange d'apres le-
quel 1'ordre d'un sous-groupe divise 1l'ordre du groupe. Par suite, tout sous-groupe
d'un P-sous-groupe de G est lui-méme un P-sous-groupe de G . Si 1'on connait
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1l'ensemble MPG des P-sous=groupes maximaux de G , on en déduit tous les P-sous-
groupes de G .

Le probléme se simplifie encore par la remarque suivante : Si A e MPG et si
g €G , alors g"l Ag e MPG . On en déduit que MPG est la réunion d'une ou plu-

sieurs classes de sous-groupes conjugués de G
MPG = M) + M, + cou + M ou ¢ = cP(G) >Ll.

Lorsque le nombre de classes c¢ est égal & 1, il suffit de connaftre uvn seul

P-sous-groupe maximal A de G pour obtenir tous les P-sous-groupes H de G

comme sous-groupes d'un groupe conjugué de A .
le théoréme de Sylow entraine

6.1 Ona cp(G) =1 pour tous les groupes G , si et seulement si [P| =1 .

Les théorémes de Hall ([3], [4]) s'énoncent de la manidre suivante :

6.2 On a cP(G) = 1 pour tous les ensembles de nombres premiers P , si et seu-

lement si G est résoluble.

Ce dernier théoréme indique une relation générale entre les nombres cP(Gn) de
classes des facteurs de composition G" de G et le nombre cP(G) de classes de
G , pour un méme ensemble P ; en effet, d'aprés le résultat de HALL, on a, si G
est résoluble, cP(Gn) = 1 .pour chaque facteur de composition " et pour tous les
P . Mais, jusqu'ad présent, on sait seulement que les P=sous-groupes maximaux se
comportent, vis-&-vis de la structure normale beaucoup moins bien que ne le font
les groupes de Hall. Déja le résultat 5.1 (i) ne s'étend pas ; l'intersection d'un
P-sous-groupe maximal de G avec un sous-groupe normzl W de G n'est pas néces-
sairement un P-sous-groupe maximal de N (L'exemple le plus simple est celui du
groupe PGL(2,7) d'ordre 2.168, avec P ={2,3} ). C'est probablement & cause de
cet obstacle que, jusqu'ad maintenant, rien n'a été publié pour constituer une théo-
rie des P-sous-groupes maximaux. Aprés de longues recherches, je suis arrivé & en

établir une. Elle repose sur les iddes suivantes.

7. Projection.

Soient A un sous-groupe quelconque et {Gh} une suite normale de G ; A dé-
finit, univoquement, dans chaque facteur G~ wun sous-groupe (que nous appellerons
projection de A dans " et que nous noterons A 7V G ) de la maniére suivante :
(& n G%—l)Gh

G
n

7'1 A-‘G‘n: (n:l’2,ooo,N)o
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Ce sous=groupe de 6" est formé des classes résiduelles de Gn-l modu.lo Gn qui

contiennent au moins un élément de 4 .

En posant |A 7 ¢ =[(n Gn_l):(A n. Gn)] , ona
n
7.2 M|=wAﬂG].

Cette formle montre que les projections A 7 " se prétent & 1'étude arithméti-

que du sous-groupe 4 . On constate facilement que :

7.3 (i) le_sous-groupe A appartient & EE , si et seulement si AN GP appar-

tient a f&n , quel que soit n ;

(ii) Le sous-groupe A appartient 3 HPG si et seulement si A7 6" appar-
tient a ?;(En quel que soit n j
(iii) Si AT G appartient a &P“an , quel que soit n , alors le sous-
groupe A appartient & MPG .
Ia réciproque de 7.3 (iii) n'est pas vraie en général, comme le prouve l'exemple
du groupe PGL(R,7) .
Un probléme se présente : Jusqu'a quel point un sous-groupe L de G est-il dé-

terminé par ses projections dans les facteurs G" d'une suite normale 1.1 donnée
de G ? Si, pour deux sous-groupes A et B de G, ona

AGP =BG quel que soit n ,
alors on a, d'aprés 7.2, |A| = |B| . Mais, contrairement & ce qu'on pourrait croire,
les sous-groupes A et B ne sont pas toujours isomorphes, comme le montrent des
contre-exemples. Cependant, il existe un cas important dans lequel on a méme ume

propriété plus fortee Définissons 1l'ensemble IPG de sous-groupes de G de la ma-

niére suivante :

74 AeIpG 2{AePG; AQBEDPG entrainent A =B} .

P anma

Alors, 2 1'aide du théoréme de Feit et Thompson, on prouve le résultat suivant :

7.5 Si A P =BGle .,I,‘.Pﬁn pour tous les n , il existe un élément s de

AU E tel que A:s-lﬁs.

Pour étudier & quelle condition deux P-sous-groupes maximeux A et B de G
sont conjugués, ce théoréme, & vrai dire, ne suffit pas car 1l'hypothese

A G e yﬁn ne sera pas satisfaite, en général.

En outre, la classe LPG joue aussi un réle important dans 1'étude de l'existence
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d'un sous-groupe & ayant des projections données

7.6 Soit {G } une suite normale de G dans laquelle chague terme est un sous-
groupe caracterlstlgue du précédent. Pour chaque n , soit A un élément de pg”

Si chague P=groupe d'automorphismes de G~n laisse la classe des sous=groupes con=

iugués de An dans n globalement fixe, alors G contient un sous-groupe A

tel que AT G" = A" guel gue soit n .

8. Propriétés de conjugaison des P-sous-groupes maximaux.

Une remarque trés récente dans cette question centrale de la théorie arithmétique
est que la conjecture de Schreier permet d'avancer dans 1'étude des groupes compo-
sés. Cette conjectmre s'énonce de la maniére suivante : "Soient F un groupe fini
simple, Aut F le groupe des automorphismes de F et Imm F le groupe des auto-
morphismes intérieurs de F ; alors, le groupe quotient Aut F/Inmm F est résoluble".
Elle est vraie pour les groupes simples triviaux et bien vérifiée empiriquement pour
les groupes simples non triviaux. Si on la suppose vérifiée par tous les groupes
simples F qui sont facteurs de composition de sous-groupes de G, on peut énoncer

le théoreme suivant :
8,1 Si AeMPG et si N9G,ona ANNEILN.

Puisque ! n'appartient & IPN que si 1'ordre de N ne posséde pas de facteurs
premiers appartenant & P , il résulte de 8.1 que 1'ona A nN £ 1 dés que
\N1P £L et 1 £ A e MPG . En appliquant un raisonnement par induction, on d émon-

tre ainsi que @

8,2 Soient A et B deux P-sous-groupes maximaux de G gui ont mémes projec-

tions dans chague facteur non trivial d'une suite de composition de G . Alors, A

et B sont conjugués dans le sous-groupe de G gqu'ils engendrent.

Ie théoréme fondamental de Hall d'aprés lequel deux P-sous-groupes maximaux d'un
groupe résoluble sont conjugués, est un cas particulier de 8.2, car dans un groupe

résoluble, il n'y a pas de facteur de composition non trivial.

Si 1'on remplace, dans les théorémes 8.1 et 8.2, 1l'ensemble MPG des P-sous-
groupes maximaux de G , par l'ensemble des P-sous-groupes résolubles maximaux,

ces théorémes sont valables sans recours & la conjecture de Schreier.
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