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Séminaire DUBREIL-PISOT )
(Algébre et Théorie des nombres . < 106k
17e année, 1963/64, n° 15 23 mars 196

DEMI-GROUPES HAMILTONIENS
par Pilerre LEFEBVRE

Il y a relativement peu de travaux sur les homomorphismes de demi-groupes, en
dehors du cas ou 1'image homomorphe est un groupe . C'est pourquoi mon attention &
été attirée par certains résultats contenus dans un mémoire récent de D.W.MILLER :
Hamiltonien semigroups, Portugaliae Mathematica,Vol el,Fasc‘3)1962.

Ces résultats m'ont paru intéressants pour deux raisons assez contradictolres :
1°) un point de vue qui permet de généraliser pour les demi-groupes une notion
connue paur les groupes en se libérant de la servitude de 1'existence d'inverses,
évidemment non assurée dans les demi-groupes, 2°) un résultat singulier qui montre
que la notion de groupe est une notion prépondérante qui réapparalt & 1'improviste

d'une maniére inattendue.

I‘DéFINITIONS.— 1°) Groupe hamilionien. Un groupe G est dit hamiltonien si G n'est

pas szbélien et si tout sous-groupe de G est distingué.

La structure d'un groupe hamiltonien est connue : un tel groupe
est produit direct d'un groupe de quaternions, d'un groupe abélien périodique dont
tous les éléments sont d'ordre impair et d'um groupe abélien d'exposant 2 (exposant:
ppem des ordres des éléments).

2°) Généralisation aux demi-groupes de la notion de groupe hamiltonier

a) Comme on n'a pas d'inverses pour les éléments, on ne peut pas généraliser

la notion élémentaire de sous-froupe distingué. Cependant, on observe gu'un groupe

G est hamiltonien si et seulement si tout sous-groupe est le noyau d'un homomorphi a-
me de G. '

b) On observe encore deux faits : parmi les sous-groupes d'un groupe, 1'un
d'eux est trivialement noyau d'un homomorpnisme : {e} . Par ailleurs, la notion de
noyau apparait dans la mesure ol 1'image homomorphe d'un groupe étant un groupe, pos-
séde un €é1ément neutre, 1e noyeu étant alors 1'image réciproque de cet élément.

¢) Pour rester dans "l'esprit" de la thécrie des groupes, om imposera donc &

un demi-groupe hamilionien d'étre tel que tous ses seus~demi-groupes non trivisux

(¢'est-a-dire excepté les idempotents) sont noysgux d'un homomorphisme, la notion de
noyau restant maintenant 4 préciser. '

d) L'image nomomorphe d'un demi-groupe ést un demi-groupe, et cette image n'a
pas a priori un élément neutre. Elle peut méme avoir un autre &lément remarquable :
un zéro.
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On peut donc définir deux sortes de noyaux : si 1'image homomorphe contient un zé-
ro : O , nous appellarons O-noyau 1'image réciproque de O ; si elle contient un
81ément neutre : 1 , le l-noyau sera 1'image réciproque de cet élément.

I1 y a donc a priori deux sortes de demi-groupes hamiltoniens : ceux dent tous les
sous—demi~grou§es non triviaux sont des O-ncyaux et ceux dont tous les scus~demi-
groupes non triviaux sont des l-noyaux.

Mais nous allons écarter ces derniers, en raison du thécréme suivant :

1T .THEOREME FONDAMENTAL.- Soit D un demi-groupe dans lequel tout sous-demi-groupe

non trivial est le l-noyau d'un homomorphisme de D sur un demi-groupe i élément

neutre 16D . D est alors :
soit (1) un demi-groupe d'ordre 2 .

soit (2) un groupe abélien.

soit (3) un groupe hamiltonien.

Démonstration: Tout l-noyau S de D est unitaire. Car s5¢€38 , sx€3 entraine

s.x=1=1.%x=x c'est-a-dire x¢S .

Soit E 1'ensemble des idempotents de D . Si E # @ , solent
e,f€E . Si Card(eD) = 1 , e est un zéro & gauche pour D (car eD contient eas e).
Si Card(eD)» 1 , eD est un l-noyau; done esi unitaire. Pulsque e,ef £eD , alors

feeD, Done f = ex et efzegx:exxf

Finalement, on obtient, pour tout e E : ocu bien Y xeD ex = @& (la)
ou bien y f¢E ef = f (lb)

En raisonnant de méme sur De, on a ou bien VY x&¢ i xe = e {Qa)
ou bien Y fec¢E fe = f {Qb}

Supposons d'abord Card E 2, et solent e,f¢E , eff .

Considérons le sous-demi-groupe S engendré par e et f : S = (e,f). D'aprés

(1&)’et (lb), Card S = 2.

Si ef =e, e ne vérifie pas (lb) ,donec eD = e . Si x¢D, e =ex entrai-
ne xe€S . Par sulte D =8 et Card D = 2,

On arrive & la méme conclusion si ef = f en raisonnant avec (2b) et Df.

Si Card E { 2 , considérons pour un élément quelconque xeD 1'ensemble

Tz{xa,xj,.... g.Si Card T = 1 , xeeE at x.x2=x;,2x=-x2.

Si Card T> 1, x2¢, T et x°.xé&T , T sous-demi-groupe non trivial de D , en-
tratnent x€T . Il existe ne N* tel que x = x° . D'aprés un théordme bien connu
sur les demi-groupes cycliques finis, le sous-demi»grdupe (x) engendré par x est
un groupe. '
Dans les deux cas, E n'est pas vide et b contient un idempotent unique (car on
a supposé Card E < 2).
De plus, pour tout’. x €D , ou bien X = Xe = ex = e (3a)

ou bien T = (x) est un groupe (3b)



On introduit alors l'ensemble B =-{b ; bED - {e§ , b2

Si b,b'éB , beb' =be =e ¢ {be}] donec b'c {b,e} avec b' £ e
et par suite b' =b , donc Card B¢ 1 .
St CardD 2 etsi BAg, 1l existe d dans D - (BU{e} ).

d ne vérifie pas (}a) , donec (4) est un groupe avec e pour élément neutre.

= be = eb = e

eb = e £ (d) enteatne b€ (d) d'oll b = be = e ce qui est contradictoire.

Donc, ou bien Card D 2 ou bien B =g .

Dans ce dernier cas, 11 résulte de (3b) que tout élément de D engandre un grou-
pe cyclique, donec que D est réunion de groupes. On sait que D est alors réunien
de groupes disjoints. Mais pulsque Card E = 1, D est un groupe.

Tout sous-groupe de D est distingué par hypothése et D est un groupe abélien ou

un groupe hamlltonien.

III. THEOREME DE STRUCTURE DES DEMI-GROUPES HAMILTONTENS .

1°) Rappelons qu'un demi-groupe hamiltonien D est maintenant un demi-groupe
dans lequel tout sous-demi-groupe non trivial est le C-noyau d'un homomorphisme de
D sur un demi-groupe avec zéro.

2°) Une conséquence immédiate de cette définition est le
LEMME i.- Un demi-groupe D est hamiltonien si et seulement si tout sous-demi-grou-

pe non trivial de D est un idéal de D .

La structure d'un tel demi-groupe n'est pas simple, comme le montre le théoréme sui-

vant :
3°) THéOR%ME DE STRUCTURE.- Un demi-groupe est hamiltonlen si et seulement
s'i1 est, soit (1) un demi-groupe d'ordre 2 .
soit  (2) un demi-groupe de Kronecker avec des "répliques” de O.
soit (3) 1le produit orthogonal d'un demi-groupe de Kronecker et d'un

demi-groupe nilpotent diagonal d'ordre 3.

soit {4} un groupe G d'ordre premier avec des "répliques” des é1é-

nents de G - {e} , o1 e est 1'élément neutre de G .

soit {(5) un demi-groupe D construit de las maniére suivante :

30it p un nombre premier impair, -G le groupe d'ordre p , e son élément neutre,
Iy et T des ensembles non vides disjoints entre eux deux & deux et disjoints

2,p 3,0
ie G. Onpose D = GL)TQ Ut . On’ effectue une partition de T

2P 3,p ‘ 3,p
:nsembles non vides K, , ol \ déerit un ensemble d'indices L . Soit Ao x(A)
ine application de L dans. Tg,p
*alsant aux axiomes : (Al) NacG a=a

&Y SCUS~

et a-s a une application de D dans G satis-

——

———

(A,) Va,beD = = a.
(AB} YaeD - G afe .

o'f



le produit ab dans D étant défini par les axiomes :

(Bl) a ou be Tg,pUG ab = a.b

(B,) ack, \eL ¥ = x(X)

(By) abek,, hel ab = x{A) ou ab=a.b
(B,) sk, , BeX, Apel MAw ab = a.b

CAS PARTICULIER.-Un demi-groupe D dans lequel tout sous-demi-groupe est un O-
noyau, ¢'est-a-dire un idéal de D , est wn sous-demi-groupe nilpotent dlagonal

d'ordre n , n¢ 3.
4°) Définitions relatives au théorétme dée structure. -
a)demi-groupe de Kronecker.- Si L est un ensemble contenant le
symbole O, on définit une multiplication sur L  en posant, pour ec,g €L

og = si o ={9 et ck{i =0 81 ¢ ;4(3 . L est alcors un demi-groupe appelé de-

mi-groupe de Kronecker.
. {
b)Demi-groupes avec "répliques". Soit D un demli-groupe , ia*}kéL
un sous-ensemble de D , K un ensemble disjoint de D : X =£ L0

On étend la multiplicationde D & D =DUXK en posant weh
(1) ¥ k€K, VdeD kd = ad dk = da,
(@) Vkek, Vik'e Ko Kk' = aya

D" est alors un demi-groupe. Pour chaque A¢L, les éiéments de K, sont appelés
"répliques” de a, et D est git "demi-groupe D avec des répliques des éléments

a, , héL .

A

¢) Produit orthogonal.- Soient D. et D. des demi-groupes tels

1 %% P2
que D)V D, ={0} . On définit sur D =DUD, une miltiplication s par

aeD, bé&bD asb = ab si 4 =} et asb =0 si 14#£

i J
D(u)k est un demi-groupe dit produit orthogonal de Dl et 32 .
d) Demi-groupe nilpotent diagonal.~ On dit qu'un demi-groupe D
est nilpotent s'il exliste un entier n tel qua Card Dn =1 . L'ordre de nilpo-
tence est le plus petit entier n tel que cette relation solt vraie.

Un demi-groupe D nilpotent d'ordre n » avee O , est dit diagonal si :
a,beD - D2 a,2= *o2 entraine . ab a2 cu ab =0
3
9.2% b° entrafine &b = 0

5°) Remarque.-Les deux théorémes précédents montrent clairement qu'en théo-

i

it

rie des demi-groupes, ou bien on est ramené trivialement & une structure de.groupe,
ou bien les théordmes de structure sont trés compliqués.
6°) Démonstration du théoréme de structure.-Nous donnons maintenant la succes-

sion des lemmes dont la synthése aboutit au théoréme de structure précédent.
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IV.- 1) Demi-groupes homiltoniens idempetents.

LEVEE l.= Tout demi-groupe hamilionien idempotent est soit un demi-groupe de Kronecker

soit un demi~groupe mempotent d'ordre 2. Réciproquement tuut demi-groupe de ce type est

un demi-groupe hamiltonien idempotent.

Soit D un demi-groupe haniltonien idempotent. D'aprée un théoréme de Mo LEAN {9
il existe un demi-treillis L' et une parti.tézon de D en sous-demi-groupes indexés
par ., (1) D= 2{?; ’ tels gue {(2) Sy 8; ¢ 8¢y v r’f;g{“
Supposons d'abord que Card Sy = 1 quel que soit ¥ . D'aprés (2), D est isomorphe
3 [ , denc D est commutatif. Par suite deux éléments quelcongues de D engendrent
un sous-demi-groupe dont l'ordre est zu plus 3 .
Supposons que {a,b) soit d'ordre 3 pour un couple d'éiéments a et b., Posons ab =2 .
(a,z) et (b,z) sont des sous—-demi-groupes non triviaux et par conséguent des idéaux de
D.Si ceD, cz et zc appartiennent & {‘_a,zgﬁ {b,z} = =z  donc

(3) oz = 7 = 2 pour tout cé€D
Scient ¢ et d des éléments distincts de D . Posons cd = w . On peut supposer w;é d
D'aprés (3) , ona d # z . Le sous-demi-groupe (d,w) est d'crdre 2 donc z = dz €(d,w)
d'oh l'on déduit z = w . Autrement dit : {4) Ve,deD, c £ d cd =
Supposons ensuite que (x,y) est d'ordre 2 pour tous les couples X, ye D , X # T .
Soient a,b,c€D, a £ b . Par hypothese, sabé (a,b) , par exemple &b = a , Par consé-
quent, si ¢ #b, a=oabe{b,c) donc a=c , Finalement, Cara D2 (5)

Nous supnosons maintemamt que Card S, >1 pour un x de ', 5i on a aussi
Card S,, > 1 pour p de U, alors §, , SB sont des idéaux de D et §, %C S ﬁS[}.
ce qui entraine « =B . Par suite, Card Sy =1 pour tout Y#d.

D'aprés un théoréme de KIMURA [8] s Sy est le produit direct d'un antisemigroupe & droi-
te. 4 ét d'un antlsem.grdupe 3 gaucthe B . Soient acA et be¢B . Définissons @

= {(x,b) ; xeA) BY = {(a,y} ; yéB}
A est isomorphe & A' et B est isomorphe & B' , Si Card B> 1, B! est un idéal
de S, donc A' = A'.(a,b) € A'B' C B' , c'est-a~dire A'C A'AB' = {a,b) . Par consé~
quent Card A = Card A' =1 et S est isomorphe & B . De méme, si Card AD 1, Sg
est isomorphe &4 A . Done S, est solt un antisemigroupe & droite, scit un antisemigrou-
pe & gauche,

Cependant, puisque AX = A , pour tour xed et yB =3B pour tout yeB , ni 4 ni
B ne contiennent un idéal propre. Par conséquent, si x et y sont-des éléments dis-
tincts de & , alors (x,y) = 8« donc Card Sy = 2 (6)

Supposons que §; soit un antisemigroupe & droite : § =4 et scit teD-A.

. 2 .
Si A= tal, a2§ ’ a_it €At C A donc ait = ait = ai.ait = pour i=1, 2.

8y



Autrement dit at = a pour fcut aé€A .,

31 on avait ta, = ay alors (t,al) serait d'ordre 2 , et a, = ajz appartiendrait

1
5 (t, a, ), ce qui est contradictoire.

Donc on a ta, = a, et ta. = a, . On en déduit :

1 2 & 1

a, = tﬁl = t2 a, = t.ﬁal = taz =3, ce qu% st en
On arrive & la wfme conclusion en supposant que S, est un antisemigroupe b gauche.
Ceci prouve ls premi&re pariie du théoréme. Ls seconde est une consénuence immédiate des
définitions,

29-) Demi-szrouve hamiltoniens non idempotents sans SuuS—groupes non Lrivisux.

BT . . v M % . .
LEBEL 2.~ S0it D un demi-groupe hamilionien :. (a) non idempotent , (b} ne contenznt

r s e ~ - Y " .
zucun éldment d'ordre supdrieur & 2 , {¢) ne contenani sucun soug=-groupe non trivial.

D _est slors un demi-groupe de Kronecker avec des ripligues de 1'é4lément zéro.

Rermarquons d'abord que t ut sous—demi-grouns cycligue dun demi ~groupe hemiltonien est
i s o 2 \ ;4 -

fini, Scit en effet a€D, & ,é a” . Posons 4 = (a) s 2= (a") . 81 Cord B=1, slors
4 z R o e s o s C e s e LD 2

a =a donc cord AL 3. 81 Card B >1, B estunidédal de D et a” =a.27%¢ B.

donc a” = & pour un entier vositif n , et par suite ou bien Card A3  ou bien

ootenis de D et R=D~FE . D'aprés ls remarque précée

N \ . . N . - . Y v s
dente et 1'hypothese (c-;;‘_, E et R ne sont pss vides, Soit x¢ R ; d'aprés {b) ou bien
@
3 3 2 3 [oL2 .
X" =X oubien X =x L, IF x7 =2 alor LXyx7) est un groupe dfordre 2 ; ce gui

est en contradiction avec {¢). Done, x° = x° .
Posons, pour tout xeR , xz = e, (8) . Supposons e, #e pourun e¢E et un
XQR, . Dans ce cas, ce = eei = eex.eze {z,ex} e = e, . De méne, e =e,
Finzlement, on a (9) ee = e e=e pour tout e¢ B et tout x€R.
En particulier, si x,y€ R zlors e =g = e . Il existe donc un élément 2z de

e
X VX ¥
E tel que (20) x° =132 pour tout x€ H .
En outre, si x¢R , zz::xex:ey::exx:zx d'ol (11}\“3:(—.3 X2z = Z¥ = 2
i x et y sont des {léments distincts de D tels qufon ait  x £z et yéz

1%}

alors xye {x,z}a {y,z} =z . En tenant compte de (9) et de (11), on obtient enfin
(12) =z pour tout x £y de D
D'apres (10) et {12) s B est un demi-grouve de Kronecker et les éléments de R sont

3 ™

des répliques du zéro , 2z , de E .

LEMME J.-Soit D un demi-groupe hemiltonien tel gue {a) D contienne un élémemt d'ore

dre supérieur 3 2 . (b) D ne contienne aucun sous s—groupe non trivial,
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D est alors le produit orthogeonal d’'un demi-groupe de Kronecker et d'un demi-groupe

nilpotent diagonal d'index 3. Réciproquement, un tel produit orthogonal est hamiltonien
et vérifie (a) et (b). '

Soit a un élément de D d'ordre supérieur & 2 et m 1fordre de (32). Si m=1
34 = a2 donc 33 = a2 sinon {32, a3 S» serait un sous-groupe non trivial de D,
Mais 1l'ordre de a est alors au plus d'ord:c.'e 2, ce qui est contradictoire, Par consé-
quent, ona m» 1, donc as aa 6 {az) c'est-a-dire a3 = 32:1 pour un entier po-
sitif n , oft 1'on peut supposer n minimum. Si n =1, alors a3 = 32 , ce qui est
en contradiction avec 1'hypothése faike pour l'ordre de a . Si n > 2, (a) contient
un sous-groupe non trivial de D . Par conséquent, n = 2 &t a3 = a4 / autrement dit
a a pour ordre 3. D peut donc 8tre décomposé en classes

D= nlu I}EUD3 oi x€D, siet seulement si x a pour ordre i .

Si a.eI)3 , on vient de montrer gue ot = £ a° donc % D, et a3€: D
Par suite, quel que scit 1, Di n'est pas vide. En outre, on a :
(13) a2€ D vour tout a€ D
2 ¢ 3 3 3 5 2
Soit x,y€ D, et x"=e , y =1, Dtapres (b) , x" #x donc x = x

Par suite, ex = xe =e et {x,e} est un demi-groupe nilpotent d'index 2 .
Donc ye e{e,IB « 31 ye=3x zlors e=3X =yex=ye= X, ce qui est contradic-
toire. I1 en résulte que ye = & et de méme ey = & ., Par suite ¢
(14) ¥ X,y €D, x2y = yxz = x°
Bn outre, ef¢ {x,e} et ef #x car sinon X = ef = 321‘ = ex = e , Par suite ef = e ,
De méme, ef = £ , Il existe donc un élément z de Dl tel que
(15) ¢ x€D2 xz =z
La relation (14) devient alors ¥ ye¢ D, & = yz =
Si xéj et de¢D -~ iz& » Szé& 'x,z}: Donc sz = z puisque si sz = x alors
:inzsz=~sz2 X2 =2 . Dembme 2zs=2 et par suite ¢ 2D = Dz = 3
Si e et f sont des dlédments distincts de D { } alors efe {e,z } {f z}
si bien que ef =3z , lsﬁmalement, on voit que D}. est un demi-groupe de Kronecker avec
zéro.
si s€D,UD; ot c€D - z esc.{_e,z} . 5i es=e, dapres (13),(13) ot
,(15), e = 684 = ez = z ce qui est contredictoire. Cn a donc pour finie es = se = z
ety puisque z est un zéro de D,
(16) b, (D, U =(Up ;)0 =tz
Si ZGD2 et a€ D3
X=2X8 =Xz =2 donc pépessairement xa = 2 ., De la ménme maniére, on a ax = 2

t en défintti 1 D.D. = =
’e en défintiive (17) 21}3 D,3 b, {z';

s nécessairement xae{x,z} « Si xa = x , alors
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Si x et y sont des éiéments distincts de 2)2 alors xy € {x,z}n {y‘,z} s donc,
\ . AY -
d'aprés (15): (18) DD, {z}
En outre, si a et b sont des €léments distincts de D alors
2 2 . .
abe {a,a ,z}n {’n,b ,z} donc, d'aprés (13) : (19) 331'}3 C D, \J {z}

Il résulte des relations (16) & (19) que T = {z}U D, UD, estun demi-groupe nil-

potent d'index 3. De plus T est diagonal.

Soient a et b des éléments de T - T‘Q. 3i sb=a glors &= ab3 = a8z = 2z c¢e qui
est contradictoire. Donc ab # a et de mBme ab £ b . Mais abé(a) = {a,ag,zl (ch
2

a

z si a€D, }, donc ab = a° ou ab=z . De mdme abé (b) donc ab = b° ou
ab = z ., Par conséquent si 32 # b‘z ona ab= 2z ., Puisque Dlﬂ'l‘ = {zj » et z é-

1}

tant un zéro pour I)1 et T, il résuite de (16) que D est le produit orthogonal

de Dl et de T .

Réciproquement, scit D 1le produit orthogonal d'un demi-groupe de Kronecker E et d‘'un
demi-groupe nilpotent diagonal T d'index 3, tels que KNT = {O}. Soit A un scus-
demi-groupe non-triviali de D, et a et b des éléments distincts de A, x un élé-
ment de D . Si a, par exemple, appartient & T , alors 0 = asé A,et 8i a et
b appartiennent & X , alors 0 = abe¢i . Donc A contient O ,

Si a,x¢K alors ax=a si a=x tandis que ax =0 si afx .5 a€K, xeT
ousi a€T , x¢€K , ax€KD ou DK=0 donc ax=0 , 5L &,x€T, paisque T est
diagonal, ax est égal & az oud O . Par conséquent, ax¢A pour tout a¢h et
tout x €D, c'est-d~dire que ADCA . Deméme, DAC A et A est un idéal de D.
D est donc un demi-groupe hamiltonien.

Puisque T a pour index de nilpotence 3 il existe un élément d de T tel que
a2 £0 et &

groupe non trivial G ona 0 =0.6€ G ce qui est contradictoire : un groupe ne con-

=0, donc 4@ & pour ordre 3 dans D . En odtre si D contient un sous-

tient pas de zéro. Par conséquent D wvérifie les conditions (a) et (v).

32) Demi~groupes hemiltoniems contemant un sous=—groupe non trivisl.

LEMME 4.~ Soit D un demi-groupe hamiltonien contenant un sous-groupe non trivisl G .

D contient un seul idempotent.

Soit e 1'élément neutre de G et f = fdé D.Si fe=x, xX€G et fx= ffe =
= fe = x, d'ol fezfxx“luxx‘lae « DemBme ef = e d'ch ef = fe=8,
Par conséquent, si e #Ff {a,f} est un idéal de D , donc pour geG - {e} »

g = gee e,f} » ce qui est contradictoire. Done, e =f .

LEMME 5.~ Un demi-groupe hamiltonien contient au prlus un sous-groupe non trivial.



iD=l
D'apres le lemme précédent, deux sous-groupes non riviaux G et 4 de D

contiennent le méme idempotent e . Par conséquent H=He CHGC G=CGeCGHCH

donc G=H.

LEMME 64— Soit D un demi-groupe bamiltonien tel que :

. . . k3
(a) tout &lément de D a pour index 1 ou 2.

{(b) D contient un sous-grcupe non trivial & .

¢ _est alors dlordre premier et § -~ G est formé de répliques d'éléments de G - i&j

oi e est 1'élément neutre de G.

Tout d'abord, remasrquons que tout sous~demi-groupe cyclique d'un demi-groupe hamil-

tonien est fini. Soit en effet a€D, a # a2 . Posons = {a) , B= (az) . Si
Ccrd B=1, a4 = 32 donc Card A 3 .81 CsrdB>»1, B estun idéal de D
et 33 = a;azé B . Donc a3 = aZn pour un entier positif n, et Card AL 2n .

D'aprés cette remarque, on voit que & contient un sous-groupe fini H , qui peut
8tre supposé d'ordre premier et, dfaprés le lemme 5, ona G = H ..’

Si x€D-G ,ona xfe donc d'aprés le lemme 4, x £ .5 x=x .
{x,xgﬁ est un sous—groupe non irivial de D, donc {x,zz} =G , en contradicticn
avec x€G . Il résulte alors de {(a) que G r{zz, 23,..., xpﬂ} , ou 22 - 5P
et ©=g. Donc z°= (P)%° = {xp’lrl}g et pour 2 £igpil , ot = Pl =
= s yed~6, me(n(y) =¢ dioh xv = ex.ye = Txyy’ = xp*j'a‘rp‘”l .

#

- Les éléments de D= G sont donc des répliques d'dléments de & = {_e}.

LEMME 7.~ Soit p un nombre premier impair, G le groupe d'ordre p , ayant e

pour élémemnt neutre, T et T des ensembles non vides tels que G-,," T et
2op 35p 2,p —
T soient deux & deux digjoints, Posons D= CGUT, T, . On définit une par-
3P 2,0 "3p
tition arbitraire de T3 P en sous-enserhles non vides K, , ol A\ décrit un en-
’ A e A et A S A NG A
semble d'indices L . Soit Ao x()x) une application de L dans TZ > * et a» Y
]

-

une application de D dans G qui vérifie les conditions suivantes :
(A1) VaeG, a=a ; (4.2) Ya,béD, ab=ab ; (4.3 VaeD~G,afe

A

la multiplication dans D é&tend définie de maniére 3 vérifier les coriditions H

(B.1) &b = a.b si a ou b appartient & TZ pUG ; (B.2) 8 = M) s
4

a€k, , el ; (B.3) sb=3x(A) ou ab=2ab si 2,b&K, , NEL 5

(B.4) eb=ab i acK, beEg , hpel , hép . |

Alors D est un demi-groupe hamiltonien conterant un sous-groupe non trivial et un

élément d'index supdrieur A 2 .

Réciproquement tout demi-groupe bamiltonien contenant un sous-groupe non trivial et

un élément d'index supérieur 3 2 a la structure précédemment définie,

¥ Voir la définition de 1'index d'un &lément dans la démonstration du lemme 7,
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Soient a,b,c€D . Si l'un de ces éléments appartient & GUTE’ » O0 a , dlaprés
les conditions (4.1), {4.2) et (B.1) ¢ a.bc = zb.c = 8.B.8 . Si a,b,céi’3 , dfaprds
(B.3) et (B.4) , ab et bec eppartiennsmt 3 GU ‘2’2 et, d'aprés (B.1) et (A.Z), on a
b = 80:C =(8.b)+C = @e(b.c)= @.bC = a.be
Ainsi, D est un demi-groupe contenant un sous~-groupe non-trivial G ,
Soit A un sous-demi-groupe non trivial éuelconque de D et a,b deux éléments dis-
tincts de A ; on peut supposer sans diminﬁer la généralité du raisonnement que a # & .

Si a€G , et puisque G est d'ordre premier (a) =G . Si a€T on a d'aprés (B.l),

2
&a
(az) (“2) = G ., Finalement, si aeaT3

!

conséquent (a ) = G . En définitive, on a toujours GC A .

2,p
2 . D'aprées (4.3) T f e donc (3) = G . Puisque G est d'ordre impair, on 2

il résulte de (B.2) que 2% T, D Par

i

5 pUG alors
ax = a.‘ZeGgA Supposons alors que x€Kj, aél(r . D'aprés (B.3) et (B.4) , ax est
égal a a.x ou é x()x) . Mais a.xeGC 4 et x(;\) = 8 GA . Par congéquent, axé€4
pour tout a€h , x€D et ADCA . Deméme, ona DAC A et A estun idéal de D .
Donc D est hamiltonien.

Enfin, si a€T , d'aprés (B.2) , a?'g T, 0
4

Soit a€Ai » X€D et considérons ax . Si a ou x appartient & T

3,p « L'index de .a est donc plus grand
, ,
que 2 .

Réciproquement, soit D un demi-groupe hamiltonien contenant un sous-groupe mon tri-
vial (unique) G , dont 1'élément neutre est e , et un &lément d'index supérieur & 2 .
G est alors d'ordre premier p . On désigne l'index et la période de chaque Slément a
par r(a) et m(a) . Rappelons que si (a) est fini, il existe deux entiers, 1'index
r et la période m , tels que At T aT , et (a) ={a,a2, vsey am-rr»ij s l'ensem-

r m+r=-1} .
ble {a pessyd étant un groupe cyclique dfordre n ,
A cause de 1l'unicité de G , on a (20) m(a) =1 ou p  quel-gue scit a¢D.
Il est clair que r{a) =1 8i et seulement si aeG . Soit a¢b~-G ., S8i a2 = a4
n ez L2 4 3 2 2 .3 2n .
ona rla)=2.8 a"#a alors a =a.a"€(a®) et a’=a"" pour un certain en~
tier positif n ; ainsi r(a){ 3. On a donc :
(21) Y aeD r(a)¢ 3

Définissons maintenant Tij ={a ; a€Dd, r(a)=1i, m(a) z‘j}

Alors G =T,V ‘I‘lp et, d'aprés (20) et (21) ,
(22) D-G=17,UT, UT UT

2p 31 3p
Si ae€ TB]. alors (a) z{a,a ,e} « Par conséquent ad e et (a ) {a . e}
2 ’
On a donc (23) ¥ ae‘B}l , a€T,

De méme, si beT3 ., (b) ={u, bz, c} ol 6‘453 et (b3) = G . Puisque m(b) = p
et r(b) = 3, (b) 3{b,b2 . ﬂ»‘?} P G5{b3 » b4 grecs bp‘g.zj 4

gove



i5=-11

o . b 2.5 z
ol b}f*3 = b?’ eS8l p=2 et hé& T}p s alors ’:;5 = b” donc b%‘a = b‘:'bf’ = bgh" =

- ]}5 - b3 dten h4 = e , Par consdguent (az; :{%}29 a} at '&2@? le » O a done

. 2.
{24) 7€ T pour tout heT

2% 32

5i pr2 et bér3p alors (bj ={b,b2w.ﬁhp*"2§ Lon B L, Ainsi, puise
que b3,bp€{b3,b4,..., -;{}EH.Z}::: ¢ , b’ =e . Mais D # 4 entrafne b Ao =e drou
b4€ G .« Par suite (,h4) = (¢ dh bde T clest-d-dire

2p
2

(5) ¥ over, ,p>2z , BT

3p
Soit a¢D . Alors age, ea€l donc ae = e.ne = ea.e = ea . clesi-A-dire
(26) Yaebd se = ea
Ainsi, si ae'ra , la) = ka,e} est un idéal de D . Par conséquent, si ge @ - { }

7z

il en résulte que g = ge€{a) , ce qui est contradictoire. Donc Ty = ¢ , et, dlaprds
H o0y .
(23) (21) 2, VUr, =4

(22) implique alors D=3 = *z*zpu frjp

Si p= 2, dtaprés (27) et (24) , T31U %" = § , ce qui contredit 1'hypothdse : D
o

contient un élément d'index supérieur & 2. Done on a P2 .

En outre, d'aprés (25) et (27), TEp et %‘D ne sont pas vides, Si a€ D - G et zi
ax =a pour un x €D , puisque vx3é.(‘; » a = 28 ¢ G ce qui est contradicteire.
On a dore (8) ¥Vaep-g » atabloa
Par suite, si ae T,, et teD-a, at e{a) = E-La, G} donc  at€@ . Drapres {(26)

X

il en résulte que at = atee = ae.te et , de mdme, ta = te,ae . Si l'application

a»a de D dans G est définie par a = ae = ea pour tout aé&bd (29)

T P -
on a (30) ’Vz&c?zp » LCD -G at = a.,t , ta= 1.2
Définissons sur T3p une relation d%®&quivalence par as b 8i et seulement
. L2 2 C . s
si a =2b et considérons la partition correspondante 3 T? = K,k
P
ol lesg indices décrivent un ensemble L . Posons

2

(31) ¥ aek , hel a® = x{A)
D'apres (25) s la correspondsnce A\ » x(;\) est une appiication de 1, dans sz .
Si aeK; , be Kr s A ’éi“ s alors a%:eigzﬂ (v} = {a,x(k}., @}n{b‘n,x(};) . c}.
D'apres (28), abeG et d'aprés (26) ab = 2.b . Done
(32) ab = a.b quels que soient a€k , bo‘&}{r/, k;ér, .
En outre, si a,beky , abe{a)N(b) et a'apris (28) , on a 3

L 1]

(33) ab=x{k) ou &b = z.b pour tout a,be¢ Ky

Finalement, puisque G est un idéal de D, on a encore :



(34) Yzep-c,gec , xg=z.g 5 Z=BI"

Les conditions (&.1) et (4.2) résultent alors de (23) et de (26) . Supposons maintenant

{ 1. i+l i+p~l
qu& aED bt g = TZ_‘{)U T'l - AlOI‘S . g 2‘18 ’ a gersvegy a8 P‘— 9 avec
- P i+p i
(35) & " =a
o i est égal 3 2 oud 3 suivant que a apppartient i sz ol T3 . Puisque
p¥33i , aP€ G , dataprées (35) , af =6 . Par conséquent = ae = a- % o e,

ce qui démontre (4.3).
Enfin, (B,1) résulte de (30),(34) , (&£.1) et (A.2) tendis que (B.2), (B.3) et (B.4)

sont des transcriptions de (31), {(33) =t (32) .

49) Démonstration du théortme de structure.

Soit D wun demi-groupe hamiltonien. Si D est idempotent, il est, d'aprés le lemme
1, de type (1) ou (2). Supposons qu'il ne soit pas idempotent, S'il ne contient pss de
scus-groupes non triviaux, il résulte des lemmes 2 et 3 qu'il est de type (2) ou (3),
alors que s'il en posséde, il est, d'aprés les ledmes 6 et 7, de type {4) ou (5).

Réciproquement, supposons gu'un demi-groupe soit de type (1) oh 1 ¢ 145 . Puisque
qu'un demi~-groupe trivial est trivialement hamiltonien, on peut gupposer Card D » 1 .,
Soit A wun sous~demi-groupe non trivial de D, xeD et a,b -deux éiéments distinéks
de A .

51 i=1, A=DP.8 i=2, z=2beh, ou z est iec zéro de D . Ainsi, on a

i

>

ax = xa=2¢ o ¢ est soit a, soit =z, donc A estun iddal de D . Si i = 4 ’
soit G le sous-groupe non triviel de D . Supposons a #e .5 aeq ’ (a) =G et
si aeD -G, (az) =&, done G < A4, Ainsi, puisque D2 =GCA , A est un idéal de
D . Finzlement, si i =3 ou 5, D est hamiltonien, comme il a 6t¢ ddmontrd aux lemmes 3
et 6 .

‘59) Cas particulier.- Ce cas, déja 4tudié indépendamment par HEURR [é} et TAMURA

et MERKEL [}ﬁ s est un cas particulier du thdoréme d& structure.

Par hypothése, tout idempotent de D est un zéro de D donc D contient exactement
un idempotent, soit z . Done, si B est de type (1) D est nilpotent d'index 2 . Si D
est de type (2) avec un demi-groupe de Kronecker X , alors Card K = 1 , donc D est
pilpotent d'index 1 ou 2, De mlme, 8i D est le produit orthogonal d'un demi-groupe de
Kronecker X par un demi-groupe diagonal nilpotent T d'index 3, Card K = 1 s done
D est isomorphe & T . Par ailleurs, D ne peut pas &tre de type T4 ocu T5 puisque
tout sous~groupe G de D est un idésl de D » et qu'ainsi 2z = 26C G , clest-a~dire
Card G = 1 . Puisque tout demi~groupe d'index 1 ocu 2 et nilpotent est diagonal, le théo-
réme est complétement démontré.

62) Remsrcues.— On voit trds netiement sur cet exenple gu'en théorie des demie
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groupes, ou bien on retrouve des structures de groupe, ou bien les théorémes de structu-

re indépendants sont assez compliqués.

On observera aussi qu'il conviendrait peut-8ire de modifier la preaidre dé inition

des demi-groupes hamiltoniens, car il est immédiat qu’un groupe hamiltonien 1'est pas

nécessairement un demi-groupe hamiltonien , puisgu'un sous-aemi -grupe d'an groupe n'est

pas nécessairement un Sous-groupe,
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