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Séminaire DUBREIL-PISOT 12-01
(Algebre et Théorie des nombres)
17e ammée, 1963/64, n° 12

IE THEOREME DE JORDAN-HOIDER DANS CERTATHS GROUPOIDES ORDONNES

par Jacques IEVY-BRUHL

I. Cas des groupoides ordonnéds et demi-treillis

L. Définitions.

Soit G wun groupoide ordonné de relation d'ordre notée < » L'opération du grou-
poide est notée ab=c (a,b,ceG) . Onnotera a<b si b couvre a , et
agb si b couvre a ou b=a . Nous Supposerons que G satisfait aux axiomes

suivants :
(1.(1)) =y <x;
(1.(i1)) =xy =x si, et seulement si, x<v »

(L.(ii1)) %<7y -» x2 < xz s VzeG (compatibilité & droite de la couverture).

2. Théoréme de Jordan-Hélder.

Si G satisfait aux axiomes (1.(i)), (1.(i1)), (1.(iii)), et s'il existe une
chaine maximale de longueur finie entre deux éléments a,b de G, toutes les
chaines maximales d'extrémités a et b ont méme longueur finie.

Démonstration. - Soient deux chatnes raxirales X et Y de mlmes extrémités a

et b, ot X est de longueur finie m .

X . a=xy<x <.. <X ST < <x =h
et soit z un élément de Y , distinect de b . ILe théoréme est évident pour m = 1 ,
et nous le supposerons vrai si X s une longueur au plus égale & m - 1 .

Soit h 1'indice maximal, “el que x, <z . Comme Xg <z et x, <%, o0ona
0L h<m. En vertu de (1.(iii)), on a

2.1
(2.1) Xs 2IX5.0 %

D'aprés (1.(ii)), X; 2=X; pour igh, etdaprés (L.(i)) X1 2K, s
si bien que

@.2) T 7S Hy 2SRy,
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On ne peut avoir x ., z=1x , , car alors d'aprés (L.(ii)), X, < %, contrai-

rement & la définition de h . Donc
el 255 0
La chaine maximale d'extrémités a et 2z , qui se déduit de Z en supprimant les
termes égaux, avec

Z:az,ooo,XiZ,ooo’xmzzz,

a une longueur m' au plus égaled m=-1 . Si Y est infinie, ou de longueur m"
supérieure & m , on peut y choisir un élément =z # b , tel que la portion de chaine
de Y comprise entre a et 2z soit de longueur supérieure & m - 1 , en contra-
diction avec 1'hypothése de récurrence. Donc Y est finie et m" < m « En échan-

geant les rdles de X et Y , on voit que m" =m .

3. Théoréme des couples correspondants dans un demi-treillis.

Si G est un demi-treillis, il satisfait a (1.(i)) et a (1.(ii)).

THEOREME. - Soient G un demi-treillis satisfaisant & la condition (l.(iii)), et
deux chaines maximales X et Y , finies, de mémes extrémités (donc de mfme lon-
gueur m ). Soit E 1'ensemble des nombres (0, 1, ... , m=1) . On peut défi-
nir une bijection f de E sur E , soit h = f(k) , par la condition

3. i

(3.1) h est maximal tel que X ¥y ,; € ¥ »

et alors on a

(3.2) T Tiel T Fpal Y
Démonstration.

a. Existence de l'application f . - Comme

Xy Vot =28 o0 X Ty =V £7 s

il existe h maximal tel que X Va1 S Ty et pour h'< h,

Fnt Vel § Fp Viear Ty
ce qui prouve l'existence de f : h = f(k) .

b. Formule (3.2). - De Xy V1 SV s ontire x5 v =% X ¥ <X T
ou X yk+1\< X, Yy o et par suite ‘
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(3.3) X Tket = ¥ Ik
D'ailleurs, par double application de (l.(iii)),

(3.4) X Ve ¥l e et Tied

et d'aprés (3.3),

(3.5) Xy Vet S Fpat Ve a1 Tial

On ne peut avoir %ol Ti = Fpel Va1 2 8T le premier membre est Vi et le
deuxi®me ne peut 1'&tre, d'aprés la définition de h . Comme d'ailleurs, en vertu
] 3 4 - t
de (L.(iii)), X Vil S Byl Tiepr 2 1L résulte de(3.5) que 1l'on a
(3.2) Xy Vel = e Tx < XK Vet

c. f est une bijection. - Prouvons k' >k -» f£(k') # f(k) .

S1 %, Fyr =% Fyryy » OB EN déduit

el Tt Vel = % Tierel Tial O Fnat Tkt T %0 Tt
contrairement 3 la formule démontrée X Vel < X1 Vel

L'application f est donc une injection d¢ E dans E , et par suite une bijec-

tion puisque E est fini.

Applications. - Un treillis semi-modulaire, et par suite un treillis modulaire,

vérifie la condition (1.(iii)), si on le considdére comme demi-treillis par rapport

4 une quelconque des deux opérations.

4, Application & la théorie de la dépendance.

Kppelons irréductible dans un demi-treillis D , tout élément p , tel que p = ab
entraine p=a ou p="b.

Un facteur a; sera dit superflu dans un produit a; ... a, si on peut le sup-
primer sans changer la valeur du produit. Un produit contenant des facteurs super-

flus sera dit superflu.

PROPOSITION 4.1l. - Ies axiomes
(4.(i) Tout élément est produit d'un nombre fini d'éléments irréductibles ;

(4.(i1)) ap<a , V élément irréductible p (Loi de couverture) ;

(4.(ii1)) Si b<a, TJc#b tel que b =ac ;
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entrainent

(4.(iv)) bg a entraine bcgac, VceD (Compatibilité de la couverture).

Démonstration. - De b<a , on déduit b = aq , d'aprés (4.(iii)), et par suite,

age = (ac)q << ac d'apres (4.(i1)),

ot q est irréductible.

PROPOSITION 4.2. - L'axiome (4.(ii)) (loi de couverture) entraine 1l'axiome suivant:

(4.(v)) ap<q et ag g entrainent aq < p (Axiome d'échange), car ap £ g
entraine apg<aq . Comme ag<<a, et ag#a, ona
ap=aq et ag<LapgKp.
PROPOSITION 4.3. - L'axiome (4.(iv)) (compatibilité de la couverture) et 1'axiome

(4.(vi)) D posséde un élément neutre e (universel) et tout élément irréductible
est maximal,

entrainent 1'axiome (4.(ii)) (loi de couverture).

Car p <e entraine d'apres (4.(iv))

PROPOSITION 4.4 (Théoréme d'échange ou de la base incompléte, ou propriété d'é-
change généralisée). - Dans un demi-treillis satisfaisant & 1'axiome (4.(i)) et &

1l'axiome (4.(v)), étant donnés deux &léments a = Py «»+ P, et b=gq ... q o
les p; et qj sont irréductibles, le produit b n'étant pas superflu, et agb,
on peut construire une suite de produits a; =a, de la forme 85 = By e %y ol
i des facteurs 2z sont des facteurs q arbitrairement choisis, et ou les (n - i)

autres facteurs sont certains facteurs p; -

Démonstration. - Par récurrence, le théoréme est trivial pour i = O . Supposons

(4.]-) ai:ql ev e qi pi e pr'l_iza

ou les p' sont certains facteurs p . On a (g «-. qi) £ a4, » sinon q; , se-
rait superflu dans b . D'ailleurs a; = a <b, et par suite, ai\< Qp * 1
existe donc, parmi les facteurs Zj de a, , un produit partiel Q = By eee Zy

i
tel que

(4.2) Q \< qi+1 s

et que tout produit P s contenant des facteurs Zy 5 +++ 5 % en nombre stricte-
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ment moindre que k , soit tel que P CHREE

Si Q est ainsi choisi, parmi les facteurs 2z; , ««¢ , 2 figure au moins un
p' , car sinon on aurait q; ... @ § 95,1 et q;.g serait superflu dans l'ex-

pression de b . On a, par exemple, Zy = pﬁ-i et

(4.3) Q=2 evo 7y Py s < G5y avec z; .- ;k_lqz Qspp
et, en appliquant 1l'axiome (4.(v)),
(4.4) 2 eee By 91 S Ppg
Posons alors
(4.5) gy, = (q ee0 @y 'y eee Py 3)A3,1 T O340

alors que (4.1) a, = cp'

. @
nN=1

Ona cg 2 «o0 2 puisque les Zj sont des facteurs communs a as et a

a (Lgjgk-1) . Donc

i+l

_ ' _ ' —
(4.6) 85,1 =C03,1 € 21 +o0 B a1 S Ppog et ca,,, = a5, $CP 4 =8
De méme

— t ! — —
By = OPp g § 7 eee B g Py G5, OF 083 T 83 T 0G5y T A4y

D'ol 1'égalité

ai = ai+1 =& .

Remarque. - la relation d'ordre dans un demi-treillis satisfaisant aux axiomes
(4.(1)) et (4.(v)), a b revient aux axiomes de dépendance de Van Der Waerden :
b dépend de a , & condition de raisonner sur les classes d'équivalence D/R ol

(x , y) €R si, et seulement si, x dépend de y et y dépend de x .

Ces axiomes sont en effet :

10 1) dépend de (pl gy voo pn) H

20 1'axiome d'échange ;

3° p dépend de (pl s eee s pn) ; si chaque p; dépend de (ql y eee s qﬁg
entraine que p dépend de (q; 5 ++v qm) , ce qui se traduit par (p; «.. pn)~S D3
(g o qm) <p; entraine g ... q <p; ---p, , ce qui est évident dans un demi-
treillis puisque p; ... P, est le plus grand minorant commun des p, . Corme d'ail-
leurs " a dépend de b " entraine " ac dépend de bc ", la relation R est com-

patible avec 1'opération du demi-treillis, et les classes d'équivalence forment
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aussi un demi-treillis.

PROPOSITION 4.5.

a. Les axiomes (4.(i)) et (4.(v)) dans un demi-treillis, entrainent les axiomes
(4.(idid)), (4.(41)), et (4.(iv)), et par suite le théoréme de Jordan-H8lder.

b. Si deux produits d'éléments irréductibles non superflus sont égaux, ils ont

v
le méme nombre de facteurs (Théoréme de la dimension ou de Kuros-Ore).
Démonstration.

a. En reprenant les notations de la proposition 4.4, on a
- — 1 ]
8 = am = ql coe qm pl o pn-’m

ce qui prouve que n>m et que a b entraine que a est un multiple de b
[axiome (4.(iii))]. lLa relation d'ordre coincide alors avec la divisibilité dans D.

Dés lors, supposons
ap<b<a.

Ona b=au; si u admet g comme facteur irréductible, au < aq , et il existe

au moins un q pour lequel aq < a (inégalité stricte). Donc
ap<ag<a ou g<a.

Comme ap < q , on en déduit, d'aprés (4.(v)), aq & p et, par suite, ag g ap et
aq = ap , ce qui prouve que ap < a (loi de couverture). Par suite, la compatibili-
té de la couverture et le thécréme de Jordan-HOlder sont valables dans D .

be 81 p; ee. p =q «coq ,0na, d'aprés (a), nEm et mLn, done
m=n si les produits des deux membres ne sont pas superflus.

IT, Intercalaires de Zassenhauss.

Le but de cette partie est de donner une démonstration du théoréme de Schreier,
valable aussi bien pour les treillis modulaires, les équivalences, gque pour les sui-

tes de composition d'un groupe, & 1l'aide des intercalaires de Zassenhauss.

5. Axiomes demandés dans la structure D .

(5.(1)) D a une structure de demi-treillis, avec opération notéde A et relation
d'ordre notée .

(5.(11)) D a une structure de demi-groupe multiplicatif.
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(5.(iii)) La relation d'ordre est compatible avec la multiplication.

Nous supposerons de plus qu'il existe une partie G de D satisfaisant aux con-

ditions suivantes :
(5.(iv)) G est un demi-treillis (partie stable pour A ).
(5.(v)) On a gg' = g'g si et seulement si gg'e G (g, g' e G) .
(5.(v1)) & =g; Vgea.
(5.(vii)) mg<mg et mgegn, YVmeD et Vge G.
(5.(viii)) G satisfait & deux égalités de Dedekind
(a) g< g" = glg'~g") = (gg"') ag",
(b) g<eg" = (g'~glg=(g'g) »g".

(5.(ix)) Nous dirons que, si K <D, m est K-normal pour m' , et nous noterons

jul LK m' , 3 m est pernutable avec tout élément de K inférieur ou égal & m' ,

lgm' <=> mk=kn, Vkek, kgn'.

Nous noterons par le signe ‘QK 1'intersection de la relation d'ordre et de la
relation ‘K . Dans ces conditions, 1l'axiome (5.(ix)) s'énonce ainsi

g% et g"|sg = g" 4.

Exemples.

1© Un treillis modulaire est une structure B , ob » est la multiplication,
et o G =D . La relation de normalité est D x D .

2° Ies relations sur un ensemble E , vérifient les axiomes (5.(i)) & (5.(viii),
l'ensemble G étant 1l'ensemble des relations d'équivalence.

3° Les complexes d'un groupe ' forment un ensemble D avec pour opérations
1'intersection ensembliste et la multiplication des complexes. G est 1'ensemble
des sous-groupes de [ .

6. Conséquences des axiomes (5.(i)) a (5.(ix)).

PROPOSITION 6.1

() Si m est K-normal pour m' , il est K-normal pour n" < m' . En parti-
culier, si m est K-normal pour deux éléments, il est K-normal pour leur inter-

section.



12-08

(B) Si m et m' sont K-normaux pour n", mm' est K-normal pour m" .

(Démonstration immédiate.)

PROPOSITION 6.2. - Ies (K , G) égalités de Dedekind (G < K)

(a) kg = k(g'ag" = (k') Ag",

(b) kgeg" => (g AegMk=(g'k) 4g" (g" ,8"€G, kek),
étant supposées vérifiées, on a
(6.1) k< g => (kg') Ag"=(g) ~g" .
(6.2) g g = (gag) % (e rg" -

Démonstration.
10 (kg') A g" =k(g" ag") = (g' ~ gk = (g'k) A g" par double application
des égalités de Dedekind et de la normalité.

20 Posons g' Ag'=h', gag'=h,etsoit kek, kgh' - Ona
kh = k(g A g") =k(g » g' A g") =k(g A h') = (kg) A h' .

Mais k< g' et, comme g <ag' , ona kg=gk.Donc kh= (gk) A h' avec kgh',
et en appliquant 1'égalité (b) de Dedekind

kh = (gah')k=(gag aghk=hk.

PROPOSITION 6.3. - 81 g<g' ,ona gg' =¢g'g=¢8".

En effet, d'aprés (5.(iii)) et (5.(vi)), on tire de g ¢ g' et g'gg',
gg' <g' , ot d'aprés (5.(vii)), g' geg' . D'oh g' =gg' ; et de plus, gg' =g's
d'aprés (5.(v)).

PROPOSITION 6.4. - Dans une structure D , les seuls couples (g, g') (g<g")

correspondant 3 un couple (g" , g") formé d'éléments égaux sont eux~-mémes formés

d'éléments égaux (g , g' , g" € G) .

Autrement dit, les égalités gh =g'h , hag=ha g' , et 1'inégalité g g g’

entrainent g =g' .

On a en effet
g = g(g A h) (proposition 6.3)

=g(g' A h) = (gh) A g' (DEDEKIND)

= (g'h) A g' = g' (@'aprés (5.(vii))).
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PROPOSITION 6.5 (lemme de Zassenhauss). - Soient quatre éléments de G, 38 , &
et b , b, tels que

L]

z-).]_Qa2 et b]_<1b2

Dans ces conditions,

a. Les éléments 8,5 = a, (ay A bj) et bi,l = b (b, A ai) 1,3j=1,2)

sont des éléments de G 3
b. 811 Q aal’z et bl,l ) bz,l H
c. les couples (al,]. s al,?,) et (bl,l R bz,l) sont correspondants ;

d. Chacun des couples précédents est correspondant au couple
(2, ~ b)) (ay A B) 5 2y A B) -
Démonstration.

a. De g | ay , on tire a, | 8y A bj , et par suite, a; est permutable

avec a, A bj e G . Donc &1(8.21\ bj) e G.

b. De b, I b, , on tire a; A b 2 a; A b, (proposition 6.2), et comme
8 | a, A by , on tire de (6.(ix)), al(az A bl) 4 al(a2 A b2) .

c. Prouvons les égalités de correspondance ; il faut trouver d'abord
60 . b = b .
(6.3) 3.1 %1 7% 2 P11

Ie premier membre de (6.3) s'écrit
2, (b, A a)) by(by A ay) =a; bylay aby) s

dans le deuxilme membre, a,(a, A b2) bn(a.1 A bz) , comme b; ! a, A b, , on peut
permuter les deuxidme et troisiéme facteurs, puis supprimer a; A b, € & A by .
Pour prouver

(64) al,l A b2,1 = a']_,z A bl,l ,
on utilise les égalités de Dedekind.

Pour le premier membre de (6.4), en appliquant deux fois les G-égalités de Dede-
kind, il devient

(al bl) A By A (a2 bl) A by

(a;(b; A ay)) & (b (by A a5))

(aLl bl) Aay A Dy (en vertu de (5.(vii))).
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}'Bgalement par double application des G-égalités de Dedekind, le deuxieme membre de
(6.4) devient

(a;]_(a.2 A bz)) A (b, (b, A a;)) = (a b2") A By A (b; a;) Ab, = (b, al) Aay Ay .
Mais de b, 9 b, , on déduit (égalité 641)
(b, a;) Ab, = (2, b;) Aby
ce qui démontre les égalités de correspondance.
d. La démonstration résultera de la proposition 6.6 ci-dessous. Calculons
U= 8 1 A ble,l = (a‘l bl) INEPS (bl al) A by, :(al bl) A8, ADby

(par double application de 1'égalité de Dedekind et la remarque précédente. On voit
de méme que

1l

((alAbZ)bl) Aa2:(al bl) AbzAa-Q:U.

(a, aby)(ay A by)

De méme

a 5, Ab o (albz) A82A(bl az) Ab, =a, A, .

b 5

PROPOSITION 6.6. — Bi 4 &léments de G sont tels que a 9b et c <ad et que
les couples (a , b) et (c , d) sont correspondants, ils sont aussi correspon-

dants au couple (a ac , bad) .
Montrons 4'abord
a(b A d) =bla ac) .

Le premier membre s'écrit, en appliquant 1'égalité de Dedekind, (ad)ab =(bc)ab =b ,
et le deuxiéme b(b Ad) = b . Puis

aanbad=zaaaasnac=aac=baaac.

Des propositions 6.4 et 6.5, on déduit immédiatement les théorémes de Schreier et
de Jordan-HBlder pour les structures D , par l'emploi des intercalaires de Zassen-

hauss.

PROPOSITION 6.7.

a. Soient, dans une structure D , deux chaines (non strictes) d'éléments de
G , de mémes extrémités, et finies, ol chaque élément est normal dans le suivant

Xy AX; et yj Q yj+l s les deux chafines

=%, (x5, Av5) ety

%33 i3 =93 (Yj+1 A %)
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contiennent respectivement les éléments de x, et de vy - Chaque élément est nor-

mal dans le suivant, et les couples d'éléments des deux chaines sont deux & deux
correspondants (SGHREIER).

b. Deux chaines meximales finies d'éléments de G , telles que chacun d'eux
soit normal dans le suivant, et de mémes extrémités, ont la méme longueur (JORDAN-
HOIDER) .

Remarques.
10 Ies propositions 6.1, 6.2, 6.3, 6.4 et 6.6 qui n'exigent pas 1'axiome (5.(ix)
sont valables aussi bien si D est 1l'ensemble des complexes d'un groupe, que le

demi-groupe des relations binaires sur un ensemble E .

20 Ies axiomes (5.(v)), (5.(vi)) et (5.(vii)) peuvent &tre remplacés par les
conditions suivantes : D est unitaire, et il existe dans le demi~groupe D un
antiautomorphisme involutif et isotone : f(m) = n’ , YVmeD . Les éléments de G

vérifient alors

e <g (réflexivité) ;
0 I
g =g (symétrie) ;
g2 < g (transivité) .
(Dans les exemples précédents G sera respectivement 1l'ensemble des sous-groupes

ou l'ensemble des équivalences de E .)

3° Ies mfmes considérations permettent aussi de définiy dans D , des notions

duales de produit et d'intersection directe.

III. Autre démonstration du théoréme de Jordan~Holder

dans le cas d'une relation de normalité.

7. Cas du demi=-treillis.

La démonstration du théoréme du § 2 peut s'appliquer dans un demi-treillis, & con-
dition de définir de fagon adéquate la relation de normalité (a | b : a normal
pour b ) .

Nous admettrons :
(7.1) a| a (Réflexivité) ;
(7.2) a| b et b'<b entrainent a | b'

(7.3) a| Db et a' | b => ana' | b.
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Nous poserons
agb si a|b et aghb,
et nous dirons alors a normal dans b .

Dans l'ensemble G des sous-groupes d'un groupe [' , la relation a | W, siet
seulement si le complexe a est permutable avec tout élément de b , satisfait aux
relations (7.1), (7.2) et (7.3).

Nous écrirons ax'b si agc, cgb entraine c=a ou c=bjs a<'b

si ag'b et a#£b.

Nous dirons qu'une chaine, d'extrémités a et b , est normale et maximale si
b:X .

0’ m

Il est clair que, si on prend pour relation de normalité la relation universelle

x, < X Vi, avec a=x

i i+l ?

dans le demi-treillis G , la relation <' colincide avec la relation de couver-

ture < .
Dans 1l'exemple des sous~groupes d'un groupe I , on a la relation
(7.4) a<'b et z|b = aanzx'baz,
_comme nous le démontrerons au § 8 ci-dessous, qui généralise 1l'axiome de la compati-

bilité de la couverture. Ie théoréme de Jordan-Holder prend ici la forme

THEOREME de Jordan-Holder. — Dans un a~demi-treillis G satisfaisant aux axiomes
(7.1), (7.2), (7.3) et (7.4), toutes les chaines finies, normales, maximales, de mb-
mes extrémités, ont la méme longueur.

Démonstration. - Soient deux chaines normales, maximales, de mémes extrémités

X2 a=xy<"'x <' 0 < xi<' X1 <' o0 <! xmzb,

Y: a

1
]
o
A
]
—
A
A
<<
A
3

Comme y,__; 9x =b, onen déduit d'apres (7.2), Yoot | 5
suite d'aprés (7.4)

. t
XA Il T Fin M pen
Si h est 1'indice maximal tel que X, SV, (OLh<n) ,ona
Vigh, Xy AV =% ot XAy <, (inégalité stricte).

Comme d'ailleurs x . | X1 @rapres (7.1)) et Yyt | X, » on déduit de (7.3)
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sl A I nel < Xpal 2
et par suite
*n =% A Ipat <! “h+l » Tpel < Fpel
et comme x <'x . s Onen tire x =X 0 AV o et la chaine, d'extrémités

a et Y1 » normale, maximale, d'éléments X A Vot ', a une longueur certaine-

ment inférieure ou égale & m - 1 . Donc, par récurrence, n -1 gn = L ,eten

renversant les rdles des deux chaines, n=m .

8., Axiome de voisinage et axiome de compatibilité de la couverture.

PROPOSITION 8.1

&. Dans une structure D , satisfaisant aux axiomes (5.(1)) & (5.(vii))au § 5,
1'axiome
(8.1) y<'xy = xAay=<'y (Axiome de voisinage)
entraine 1'axiome
(8.2) x<'y et z|ly = xArzgyaAz,
4 condition que u | v et u' | v = w' | v.

b. Si 1la relation de normalité est la relation universelle, l'axiome (8.2) et

1'axiome (8.1) sont équivalents (c'est en particulier le cas des treillis).
Démonstration.

a. Montrons que la négation de (8.2) entraine la négation de (8.1). Supposons
x<'ys Jz et c tels que

XAzZQAc Ay A 2 (inclusions strictes).
En posant yAz=X et x=Y, ona
XAaY=xnaz et XAY A X,

Mais d'ailleurs x =Y XY [Axiome (5.(vii))]et XY = (y A z)x Syx =y [Axiome
(5.(iii)) et proposition 6.3, conséquence de (5.(iii)) et (5.(v))]. On a

xay => x ax(y A 3) ,
et coome x 9y et (y az) 4y, il s'en suit
x(y A z) 9y .

Par suite, comme x <'y , x ax(y a z) gy entraine x(y o 2) =x ou
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x(y A z) =y . La premiére éventualité est impossible car elle entraine y A zKx

et par suite, X A 2=y A 2 , contrairement & 1'hypothése. Il reste donc
x(yaz) =YX =y et Y<'TX avec X AY A Y.

be Si z|y, Vy,z,de y<'xy => xAay<'y, on tire, en faisant

z =% , et en appliquant (8.2),
y'xy => yrax'xyAx ou yAxK'xo,
On ne peut avoir 1'égalité, car alors x <y , et xy =y et non y<' xy.

Remarque. - On voit immédiatement que les couples (v , xy) et & ay , x) sont
alors correspondants si y 4xy , ce qui peut servir & la démonstration classique
du théoréme de Schreier, sans les intercalaires de Zassenhauss. On en déduit alors
que, dans deux chalnes normales, maximales, de mémes extrémités, les couples sont

deux & deux correspondants.
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