FRANCOISE BERTRANDIAS
Caractérisation des ensembles S, par la répartition modulo 1 en p-adique

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 17, 1n°2 (1963-1964), exp. n° 11,
p. 1-20

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1963-1964__17_2_A1_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1963-1964, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1963-1964__17_2_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISOT 1101
(Algdtre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n® 11 24 février 1964

CARACTRRISATION DES ENSEMBLES 84
PAR LA REPARTITION MODULO 1 EN p-ADIQUE

par Mme Frangoise BERTRANDIAS

1, Définition des ensembles 8 .

On se propose de rechercher, pour les ensembles Sq , des ceractérisations ana-
logues & celles de liensemble & , au moyen de la répartition modulo 1 .

1.1 Rappelons la définition de S , ensemble des nombres de Pisot ([4] ,
[8]) : un élément © de S est un entier algébrique sur Q , réel, supérieur a
1 , dont tous les conjugués ont une valeur absolue strictement inférieure & 1o

Lt'étude du comportement modulo 1 de v\ permet de caractériser © soit parmi

les nombres réels, soit parmi les nombres algébriques 3

[)
THROREME A. — Soit un nombre réel 6 >1 , O appartient 8 S si et seulement
s'il existe un réel A £ 0 tel qus

N
> n((e™M)? = o) .
n=1

7 s
THEOREME B. - Soit un nombre algébrique rdel 6 >1 . © appartient &8 S si

et seulement s'il existe un réel & £ O tel que

(%) » 0 quand n - +
(Notation : pour n a réel : a = [[a]] + ((@)) ou [[1]ez et 1/2<(( ))<%%)e

Remarque. - L'hypothése du théoreme A est vérifiée, par exemple si
S n, | 2
2 (@) <+e
n=1
ou si

n 1
| ()] = OQZ? o

l.2 Rappelons la définition des ensembles Sq et Sé?o [5]e Soit un poly-
nbme ‘
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_ s s=-1
P(x) =q X +q; X+ eeo + Qg (q; €2)

vérifiant les conditions :

e.
© q=T pi:L (pi i-idme nombre premier & ensemble fini d'indices distincts)
i€l

q, # 0«

(CO) P(x) posséde une racine réelle 6,> 1 3 les autres racines de P(x) dans
C ont une valeur absolue <1 .

> 13 les au-

('C'P (1€3) P(x) posséde une racine O, dans Qpi et Ieilpi

tres racines de P(x) dans Qp ont une valeur absolue p,-adique < L
i

(Notations ¢ C corps des complexes, Q_ corps des nombres p-adiques, Qp colm~
plétion de la cl8ture algébrique de Qp .

(F) Il existe un polynbme A(x) de Z[x] tel que :

A | < IP(;l-C)I pour |x| =1 dems C ,
|a0)| 2a et IA(O)Ipi > !QIpi .

L'ensemble S est 1l'ensenmble des nombres réels 90 racines d'un polynSme P(x)
vérifient les conditions (C) , (Co) , C) et (® .

i
(p;)
L'ensemble Sq est l'ensemble des nombres ei de Qp racines dtun poly-
i
nme vérifiant les m8mes conditions.
Lorsque llensemble & est vide, l'ensemble S = Sl est identique a 1'ensem~

ble S ( (F) est vérifide pour A(x) =P(x) ).
C. PISCT a démontré que l'ensemble S est fermé dans C (ce qui généralise la

P
propriété remarquable de S ) ; et que Sq " est fermé dans Q_ . Si 1'on sup-

i
prime la condition (F), on ne sait pas si les ensembles obtenus sont fermés.

1.3 Définition de l'ensemble § o On peut définir simultanément les en-~

(p,)
sembles Sq de R et Sq T de Qp en se plegant dans le prodult cartésien
i
Rx [l Q , que 1'on notera Q % ou, en abrégé Q % o Un élément
€3 Pi (py)les (py)
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(c,o g ooe E,. y eee) de O( )* est défini par la donnée de ses composantes

réelle E’,o , et 1 -adique Ei (: € 3) . La définition de 1'addition et de la

miltiplication sur les composantes donne a Q( )* une structure d'annesu et

lell = suel I5] 5 181]

définit une pseudo-valuation sur cet anneau

Bl =0 <> g=0, lg+el<lel+llell et llegtll < lell el o

DéFINITION. - L'enscmble § . est 1'ensemble des éléments © de 1l'anneau

q
4 K3 3 a ' -
Q(p.)* , de composantes reelle 60 et Ps- adique Gi , qui sont racines d'un po

Iyméme P(x) vérifiant les conditions (0) , (C)) et c) -

(" 0 racine de P(x) " signifie P(6) = 0, clest-d-dire P(6) =0, P(o,) =

(1 € 3) .) On remarque que les ratiommels % avec n > q appartiennent & § .
q

Si 1'on se limite sux éléments 6 de &, tels que le polyndme P(x) vérifie

la condition (F), on obtient un ensemble fermé dans Q mm3i. de la pseudo-
(Pi) (p )
valuation H H s les composantes réelle Sq et pi—adique Sq de cet ensem~

ble étant fermdes respectivement dans R et dans Q_
Pi
Dans la suite, on s'intéressera aux ensembles § %! sans imposer la condition

q
supplémentaire (F).

Dans le § 2, on définira une application de Q dans les réels modulo 1,

*
(ps)
généralisant le reste modulo 1 de R . ‘

Dans le § 3, cette application permettra de généraliser a 8 N les caractéri-

aq
sations A et B de S .

1.4 Définition de l'ensemble 8q.. Paralldlement & 1l'étude des ensembles

8 2 o0 peut mener celle des ensembles Sq correspondant & une famille de poly-

q ]
ndmes P(x) vérifiant les fonditions (C) , (f}-;) (ied) , et (Cé)

(C(')) les racines de P(x) dans C ont une valeur absolue < 1 .

Ce PISOT a montré [6] que la famille des fractions rationnelles -—;ILQ-C)-;—X)—
x P(1
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constitue une famille normale dans le cercle |x| < 1 de C , lorsque P(x) vé-
rifie les conditions (C) , (C!) , (T:;_') et (F) .

On peut définir simultanément les racines ei de P(x) dans Qp en se pla—

i
cant dans le produit cartésien M aq que 1l'on notera Q( ) ou, en abrégé,
e Pi Py’ je8
. Sfind une struct 'anneau, que

Q(pi) Comme pour Q(pi)* s on définit dans Q(pi) e structure d s Q

1t'on munit de la pseudo-valuation

bell = sup Iegl, -

DﬁFINITION. - L'ensemble Sq est l'ensemble des éléments 6 de 1l'anneau Q(p) ’
i

de composante pi—adigue ei , qui sont racine d'un polynfme P(x) vérifiant les
conditions (C) , (0}) et (C,).

On remarque que les rationnels g— avec Inl < q appertiemnent a Sq .

Lorsque ltensemble & se réduit & un seul indice, on retrouve des ensembles
étudids per C. CHABAUTY [3] (ensemble C ).

2+ Propriétés des anneaux Q(pi) et Q(pi)* .

2.1 DEFINITIONS. Soit V(Q) 1'ensemble des éléments E:(E’,o,al,...,in,...)

du produit certésien de R par tous les corps p-adiques (EOeR,...,iner goes)
n
tels que ]E’,nlp <1, sauf, au plus, pour un nombre fini d'indices n . L'addi-
n

tion et la multiplication des composantes domnent & V(Q) une structure d'anneau
et

lgll = sup Tgl 5 eee s Iinlpn y eenl
définit dens cet anneau une pseudo-valuation.

V(Q) contient des sous-anneaux remarquables :

{eev@Q : E’,n =0 si n31 et n¢ 3} sous-anneau isomorphe 2 Q(p ) 2
que 1'on désignera par le méme nom. +

{£e V(@)

(1]

£, =0, & =0 si n¢ 3} sous-anneau isomorphe i Q(pi) ,

{ge 7(@Q)

Q que 1'on notere encore par Q .

E, =& = ees =E T ees =T avec TE Q} sous-anneau isomorphe &

On notera Z(p?ieg ou, en abrégé, Z(p‘;) s llanneau des rationnels de la forme
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- m
(m,?»ieZ) .

(p.) 1
i85 t

2,2 Théoréme d'Artin [1]. Pour tout élément & de V(@) , il existe une dé-

composition unique

g =H(E) +e(8)

oi H(§) appartient d Q et e(&) est un élément de V(Q) vérifiant les condi-

tions ¢

1
-5 < eo(&) <z

)

\8n(5)|pn g1 (M=1,2, )

( e‘o(E) ’ en(E;) désignent les composantes réelle et p -adique de e€) ).

Démonstration. — Dans Q_ , d'aprés le développement de Hensel de En y O &

qu'on notera
g, = Hpn ) + npn(in) .

On remsrque que H (g) est unique modulo 1. Si |<‘;n|p <1, on prendra
n n

Hpn(gn) =0 ( Hpn(in) # 0 pour un nombre fini de =n ).

En 'prenant

e, (&) = (&, - ni oy G0

3 23
HE) = & Hpn(an) + [Lg, nZ:1 Hpn(an)]] ,

n=
e, (&) = npn(an) - nin By (6 =[5 - 15__1 Hpn(an)]]

on obtient la décomposition cherchée.

Supposons qu'il exiske deux décompositions distinctes H(E) + () =H'(§) + ! & s
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on a -
-1<eg -ge!<l1
o} o]
leg —&lalp €
dob
(o]
| -m| T jH-m] <1
n=1 Pn

et H - H' étant ratiomnel H -~ H!' =0 .

COROLLAIRE 1, - Pour tout élément & de Q(p y* o4 de Q(p ) » il existe une
1 i

décomposition unique

g = H(E) + £(8)

o H(E) apparbient a Z(p;’) et ou €(&) est un élément de Q(p ) vérifiant
: i

les conditions

~1/258 (8 <3

8]

le; @1, <1 (ie 3) .
1

L'existence se déduit de l'expression de la décomposition trouvée dans le théo-
réme d'Artin et 1l'unicité comme ci-dessus, en faisant intervenir dans la formule

du produit seulement les valeurs absolues réelles et pi-adiques (1e 3) .
On remarque que si &€& Q(p:‘;,) ’
e (9 = -H(9 ;
si 1'ensemble & est vide ,

Q(pi)* =R et e (8 = ((B) .

COROLLAIRE 2. - L'anneau Q(p )% (resp. Q(p) ) est le complété de Q pour la
i i

pseudo~valuation

gl = sup {lioi , Iiilp.}
1
(resp. ||&]] = sup {I?;ilp_ h .
1
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Démonstrations - Q est dense dans Q(p ) pour la pseudo-valuation choisie.
i
En effet, on peut trouver un rationnel & tel que, pour un & choisi dans Q(p )*
i
(resp. Q(pi) ), on ait

le - ol < & 4

I1 suffit de choisir deux entiers rationnels a et b tels que

=1 1 e d
lalpi (1€ 3)
A, A,
b= I (p.)* avec (p.) 12K
jeg  * 1
et
As
aBK ﬂ (pi) * .
i€d
Alors H% g - H(% Bl €1 entratne
2lg -2q <1 et ( ))\i|a - 2a)p, <1
b ™0 a X Ps o " @ 1Py ST

D'ou le résultat cherché en prenant r = -g- H(% g .

2¢3 Un élément o de Q e oW de Q s est dit algébrigue sur Q s'il
(Pi (pi)
est racine dtun polynfme P(x) de Z[x] .

Soit A(®) un polyndme de degré minimum n , tel que A(@) = O « Tout polynéme
B(x) , tel que B(x) = 0 , est multiple de A(x) , comme on le voit en effectuant

la division de B par A . A(x) est unique, & un facteur prés, et s'appelle
polyn8me minimal de o « a est dit algébrique de degré n .

Une composante a  ou o de o est algébrique sur Q , dans R ou Q. y de

i
degré £ n : Soient Ao(x) le polyndme irréductible dont a_ est racine, Ai(x)
le polynfme irréductible dont a, est racine.

On- a éVidemmen'b H
A. }C) - . e Ceo Il A X A. X i
( Pe P {o()’ 5_()} 51 O‘-EQ(p.)*
et

A(x)

I

DPe DPe Co Ma {Ai(x)} si a € Q(p.)
i

A(x) a donc toutes ses racines distinctes.
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Reniargue. ~ Un élément 6 d'un ensenble Sq* (§ 143) est par définition 'un
é1ément algébrique de Q(p y* o On voit facilement que le polynSme P(x) vérifiant

i
les conditions (C) , (CO) et (T):) (§ 1.2) est le polynBme minimal de © . Suppo-

sons en effet que

P =2 .p® @

oun O est racine de P(l) (x) . D'aprés (Co)’ les racines de P(z) (x) dans C

o]
ont une valeur absolue < 1 . D'apres (C:) , les racines de P(") (x) dans Qp
i

ont une valeur absolue p,-adique < 1 . Ceci, joint & la condition (C), entraine :

2 t 2) -1 2

P()(x)zx +q]§)x +...+q,§),

ol qlr(12) €7 et q_éz) £ 0 . Dioy |qé2)| >1, ce qui est contradictoire avec le
fait que toutes les racines dans C sont de valeur absolue < 1.

On démontre de mfme que le polyn8me P(x) intérvenant dans la définition d'un
élément 6 d'un ensemble Sq de Q(p) est le polynSme minimal de © .
i

3. Caractérisation des ensembles Sq* et Sq .

3.1 On obtient les deux théordies suivents, analogues aux caractérisations
A et B de l'ensemble S , 80(5) jouant dans Q(p )* le r8le du reste modulo 1
i

dans R :

THEOREME A'e - Soit © un élément de Qpy* @espe Q) ) telawe 6 >1,
i 5

!eilp >1 (resp. |ei]p > 1), 6 appertient & un ensemble Sq* (resp. Sq)
i -

i
si, et seulement s'il existe un élément inversible A de Q( )* (respe Q( ) )
P71y
tel que
3 nyy 2
2 n(so(xe 1)* = o(M) .
n:l

» 4
THEOREME B'e — Soit © un élément algébrique d eSPe t \
gébrique de Q(pi)* (resp Q(pi) ) tel gue

6 >1°* (8, > 1 (resp. |6, >1), © i 3 o
o (l‘Pj_ (xespe | llpi ) appertient & un ensemble § & (resp

Sq) si, et seulement s'il existe un ¢lément inversible A de Q(p )k (resp. Q'(p ))
i - Vi
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tel que 3 so(?»en) -0 quand n = + @,

5.2 Lomonstration des paruies directes. Soit € un é1ément d'un ensemble

S « de Q(p.)* . Le polynfme minimal de © a toutes ses racines distinctes. On
i

les notera :

2 0) (2) (o)
eo ’ eé) g vee eé da.nS C ’ ei ’ 6i 9 00 ei da.ns Qpi .
Posons
n n
n (" " _ o (s)
un-—90+ eO +ooo+eo —i+e + o+ei .
Soit
(s)
p=aw 6], e, 18] <1,
dtaprds la condition (Co) ; on a
n n (n)
|6y = vl € (s = 1)p" o - unlpis 1

d'apres la condition ('5;_) .
u «ppartient & Z(p‘f) dtaprés la condition (C). Le théoréme d'Artin montre

donc que, pour n assez grand, U = H(6") . Donc

n n
eo(é“) 0@ 4.6 ),
dtou
n n
le 6] < (s - VP .
so(en) tend vers zéro comme une progression géométrique, ce qui démontre les par-
ties directes des théorémes A' et B! pour les ensembles Sq* .

Dans le cas de Sq , on a de manidre analogue s

u = e(l)n + ees + G(S)nz O 4 e & 9.(S)n
n o o 5 A

et u = H(6" drapres les conditions (C)., (C(')) et (‘5;), avec ‘unl < spn . Dol
le m®me résultat, puisque eo(en) = - H(Gn) .

me1

3.3 Parbie réciprogue du théordme B's Soit A(X) =& R

(a:.L € Z) un polynBme dont 6 est racine. La suite {A6"} véfifie la relation de

V4 -1 -
récurrence : ao(Ken) + a8 MO + eee + am(Ken D=0 (n >m .
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Posons H(A%) = u et (%) = uM (no,n et ni,n représentent les composan-

o O
tes de ny )oe On &
= et e = - X) a .
R R N * 8y Yno (ao No,n Toeee T8y noga—»n)
= e see o ieg

Par hypothese, so(len) = no,n -0 quand n = + o , D'autre part

n
le, )| =1n, | <1,
i P; 1,m'ps
Dtou
v_| lv.|]. =0 quand n = .
vy jes Py
= 0 Q
Comme V€ Z(p;) , V,=0 pour n>n_ o Dans by ?
0 e o] n
Z?xer.lxn=2ux+znlnx,
n=0 n=0 n=0 ~’
n , . . \ n
o 2 u X est le développement d'une fraction rationnelle, et ol 2 Nin ¥
n=0 n=0 ?
est analytique da.ns lxlp $l. Comme A £0 et |6 | s 1/8; est un pble
i Py
dé la fraction Z w xn et les autres p8les ont une valeur absolue P; -adique
n=0
> 1 . I1 en résultera la condition (6:) .
Dans C ,
3 n A
2 A eox Z unx + 7_ U si Oe Q(p.)*
n=0 n=0 n=0 i
et
w2 3
0= u X o+ n X si e Q ’
n=0 B n=0 ©s° (py)
o 2 v, X est le développement d'une fraction rationnelle, et ol Z no n %
n=0 :

est analytique dans |x| <1 « Il en résulte que les inverses des pﬁles de Z unxn
(autres que 90 dans le ler cas, grfce & la condition ?\O #0) sont de vaZIL]ez't?r
absolue <1 . Or on sait que 14 fraction rationnelle OZOO o,n < s qui est telle
que no,n -+ 0 quand n - + « , ne peut avoir de p8le dg_valeur absolue égale a 1g
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tous ses pbles sont dé valeur absolue > 1 . La condition (CO) ou (C(')) , suivant
le cas choisi, est donc vérifiée.
Soit Q(x) =q + qp X+ ees + Qg x> le dénominateur de la fraction rationnelle
2]
2 W & , mise sous forme irréductible et vérifiant : p. ge c. do (@,y9 ,....,qs):l

n=0
La suite W vérifie la relation de récurrence :
ee e = 0 n > .
QU * 9 Bt * 95 Y ( nl)

Or u e Z(pc’.:) , et si 1'on pose

P\ilpi = (p;) s Ieilpi = (py) (t5 > 0)
et
P,i 'bi
L= Il (pi) , = [ (pi) ,
i€d i€ed
on a
1'1!
n
U = e ou w €%
nop n

La suite (ur'l) vérifie la relation de récurrence :

1 1 S .1 =
qun+qlTun_l+...+qu un_S..O.

Le théoréme de Fatou montre que q divise le pe g Co de de gy Ty eeey aq 7S
ctbst-a~-dire T « Il en résulte que q vérifie la condition (C).

3¢4 Partie réciproque du théoreme A!. Soit D, le déterminant de Kronecker

attaché 3 la suite w = H(?»Gn ) e
Dnzde'b(uh+k) Ogh,kgn.

On majore les valeurs absolues ordinaire et pi—adique de Dn en utilisant des

combinaisons entre les colonnes définies, respectivement psr

VO’n =u - 90 wop si 6 € Q(pi)*
Vo,n = un si 6 e Q(pi)
v =u -6, u (ie3),
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clest-dedire
u vo,l vee Vo,n ug V‘,l ces vi,n
Dn = | w Vo,2 cue vo,n+l =y V1,2 cee Vi,n+l
U Vo,n+1 o Vo,2n n i,n+l °°° Vi,2n .

En reprenant les notations du § 3.3, on a 3

- - s = - 1 ©
vo,n" (no,n o, no,n-l) si @€ Q(pi)* et Vo,n no,n si € Q(pi) R

Vin =" (ni,n -8 ”1,n-1) ’
Cette dernidre égalité entrafne

|v

L

. < |8,
soale, € 194y,

D'ol la majoration ¢

o] < ( sup lu, ] ) |e,ln .
n pi j:O,l,...,n J pi 1 pi
Dtautre part,
= A, o.|™ .
il = Pyl 10415,
D'ol
2n
odel D < (AL 6. .
(4.1) Palp, < Pl logl5

Pour 1'étude de la valeur absolue ordinaire, on utilise la majoration d'Hadamard:

(3.4-‘2) an‘zs (ui + u? + ese + 2) (V§ 1 + o0 + V2

2
Y’ Yo, o,n+l) e (Vo,n Foee +v§,2n) *

D'autre part, en utilisant 1'inégalité entre moyenne géométrique et moyenne arith-

métique, on trouve

2 2 2 2 2
N 2V +eeat+ NV +al. eestV .
P reer P ) ee (P seere PPy oat T o2 on opnsl 777 0,20
0,1 o,n+l Oyn 0420’ X n
2 2 2
A + 2V + see + 20V
2n

Par hypothése,

2 2 2
No,1 * 2’10’2 + oeee + Nno,N = o) .
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I1 en résulte évidemment

2 2 2
o 1 + 2VO,2 + eo0e + NVO’ O(N) .

\Y =
’ N

Quel que soit le nombre positif € , il existe donc un entier No(e) tel que, si

n> No(e) :

2 2 n
(3.4.3) (VO,]- + eece + Vo’n+l) ess (Vo’n + eeo + \l”zn) € .
l N,
51 6eQ0) lu | S5, dton s
2 1
— 1) .
u+...+un$4(n+)

. n n N
Si1 6 e Q(pi)* ’ lunl S P"OHGO‘ + 1g Co()\o ’ 60) |80| « Dlou
2 2 2n
u.o + eee + un S C(KO ’ eo) IGOI .
Ces indgalités, jointes aux indgalités (3e4el) , (3+4.2) et (3.4.3) entrafnent

ol [ Iyl TG, N a@en/z (> HED) -

Pour un choix convenable de € le menbre de droite est inférieur & 1 poar n
assez grand. Comme Dne Z(pog) s il en résulte : Dn = 0 & partir d'un certain

range.
La suite (un) vérifie donc une relation de récurrence. L'étude de la fraction

[oe]
rationnelle de développement 2 U, & dans C et dans Qp montre qu'elle ad-

1 n=0 i 1
met pour pble dens C : & (si 6€ Q( )* ) et pour p8le dans Q_ ¢ 5+ 6
o Py Pi %1
est donc un élément algébrique de Q(p )% (ou de Qp ) : on est ramené aux hy-
i i

pothéses du théoréme B!, ce qui achéve la démonstration.

4. Etude des ensembles JT%* et mé .

Ltétude du § 3 fait jouer un r8le particulier & la composante réelle Mo de
’
1'é1ément ao(xen) de Q(p )k o Dans le théoréme d'Artin (§ 2.2), les composantes
i

réelle et p;-adique de e(§) jouent des r8les analogues. D'ou 1l'idée de mener
une étude parallele & celle du § 3, en imposant des conditions, non plus & la com-
posante réelle de &(M0") , Mais & une composante p;-adique particuliére. On est
ainsi amené & la définition des ensembles I .
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4.1 DEFINITIONS. Per la suite, j désignera un indice particulier fixé de

1l'ensemble & .

(401.1) L'ensemble J’L’(Jl* est liensemble des éléments 6 de l'anneau Q(p )

de composantes réelle 60 et pi-a.digue ei , qui sont racine d'un polynbme P(x)
vérifient les conditions : (C) , Gﬁp , «ZQ (pour ied et 1#3), et (cj).

Les conditions (C) et ('(Z) sont celles du § 1.2. Les conditions (ﬁ:) et (Cj) sont
les suilvantes @

(ﬁ:) t P(x) posséde une racine réelle 6,> 1 ; les autres racines de P(x) dans

C ont une valeur absolue < L

(Cj) : P(x) posséde une racine ej dans Qp et Iejlp > 1 5 les autres raci-
— 5 .
nes de P(x) dans Qp ont une valeur absolue pj-adigue <1l.

J

(4+1.2) L'ensemble m‘gl est 1l'ensemble des éléments 6 de 1llanncau Q(p) ’

‘de composante pi-adiq_lg 0; » qui sont racines d'un polyndme P(x) vérifiant les
conditions : (C) , ('C_c';) R (@:) (pour ied et i#£3), et (Cj)'

Les conditions (C) et ('C:) sont celles du § 1.2. (Cj) est la condition du § (4elel)e
La condition (E'p est la suivante :

(C(')) : Les racines de P(x) dans C ont une valeur absolue Sl

Remargue: - Lorsque d se réduit au seul indice j , on retrouve pour les en-
sembles JTL'gl dés ensembles étudiés par C. CHABAUTY [3] (ensemble @ ).

4.2 On obtient des caractérisations asnalogues i celles des ensembles $ .
Le théoreme A" est d€ & C. PISOT.

THEOREME A", — Soit 6 un &lément de Q( )* (zesp. Q( ) ) tel que 6, > 1,

J
\eilpi > 1 (resp. leilpi >1). o appartlent a un ensemble J\”Lq,‘ (resp. J‘L )

si, et seulement s'il existe un élément inversible A de Q(p.)* (resp. Q(p) )
5 —_— .

tel que 3

N

n=1

n]sj (o™ |§J = o(N)

4 A .
THEOREME B". - Soit 6 1n &ldment algébrique de

Upx lEmEme Q) tel
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s J
que 8 >1, Iei‘pi > 1 (resp. leilpi >1). © appartient & un ensemble ¥,
(respe mg ) si, et seulement s'il existe un élément inversible A de Q( )«

i

(resps Q(pi) ) tel que :

lej(Xen)]p -0 quand n - + ®
J

4+3. Démonstration des parties directes des théorémes A" et B" . Soit ©

un élément d'un ensemble mgl* de Q(p ) ¢ On voit, comme dans le § 3.2, en fai-
i

sant intervenir le polyn8me minimal de © , et en posant

SRR L S " |

1
U = e (67 + k(e’;+...+ei

n k Yo o]

(pj) (pj)

e . s k
que u = H('(_—‘)T) pour n>n ( k¥ entier positif, tel que (pj) >2s ). I1

Ds

J
en résulte :

n n n
8.( ) ) = - L (9.(2) + esee + e.(S) ) (n > n) .
J k k Y j o
(Pj) (pJ)

Or, d"aprés la condition (CJ') t py = sup {Iej(z)lpj g soe |6j(s) |pj} <1 . Donc,
'Gj (-el-r-l-{)l £ (pj)n 3 ]ej (_6;_) lp. tend vers zéro comme une progression géométrique
(parsie directe du théorEe)me A?' ou B", avec le choix A = —(—-}-S-R- dans le cas de

p-
JTL('];*). La démonstration est analogue dans le cas d'un élémen% ® d'un ensemble mi..

444 Partie réciproque du théoreme B"., © étant un élément algébrique de

Q( )* (resp. Q( ) ) on montre, comme dans le § 3.3, que la suite u_= H(\8)
Py Py n

vérifie la mfme relation de récurrence lindaire & coefficients entiers que la suite

26" . On montre également de maniére analogue les résultats suivants ¢ dans C ,

@

1/60 est un pble de la fraction rationnelle 2 u X' et tous les autres pbles
n=0

ont une valeur absolue 3 1 (resp. tous les p8les de la fraction rationnelle

o

2 u X' ont une valeur absolue >1) 3 dans Q_ , l/e:.L est un pble de la

n=0 o i

fraction rationnelle 2 u, 2 et tous les autres pbdles ont une valeur absolue
n=0

ps-adique > 1.
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Les conditions (33:) et (TJ:) (i € §) en résultent. Il reste & démontrer (Cj)’

c'est=a~dire : dans Q les pbles de valeur absolue 1 sont exclus pour la
& n

fraction rationnelle u, X e
n=0

La fraction rationnelle Z qq &2 (notations du § 3.3) a tous ses pdles dans
n=0 927
lepj > 1 . De plus, ‘nj,n‘pj »0 quand n -+ . Soit py; le maximm des va-
leurs absolues p.-adiques des inverses des pSles de cette fraction ( pj £1)eOn
sait [2] qu'on peut trouver des constantes positives p telles que

n
Inj?nlp = ij

J
pour une infinité de n positifs. L'hypothese |nj nlp +0 quand n - +o en-
’ .
J
trafne donc :
. <1,
pJ

Le théoréme BM" est démontré.

Remarque. — Les éléments © de m x dont le polynSme minimal P(x) est irré-

duectible sur Q sont tels que P(x) vérifie la condition (CO) , (plus forte que

(C)). En effet, si 6_ avait un conjugué sur la circonférence |x| =1 de C,

le polynme P(x) serait réciproque. Dans Qp. s par suite de la condition Ci ’

toutes les racines de P(x) autres que Gi e’t 1/6:1 appartiendraient & la cir-

conférence |x| =1 de Q. Dans Q_ , la condition (C,) ne peut donc &tre
Ps P; P; ]

vérifide que si P(x) est de degré 2

P(x) =qx2+qlx+q;

mais dans ce cas (Co) est également vérifide.

Un raisonnement analogue montre la propriété suivante : les éléments © de mw

q
dont le polyndme minimal P(x) est irréductible sur Q sont tels que P(x) vé-

rifie la condition (C’), sauf si P(x) est de degré 2 (et dans ce cas,

P(x) = qx +4q; X+q avec q§—4q <0 ),

4.5 Partie réciproque du théoréme A", On utilise, comme dans le § 3.4, et

avec les mfmes notations, le déterminant de Kronecker D,

Pour ie€3, i#j , ona la mme majoration :
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‘Zn

. 0, .

|D

Pour la valeur absolue pj-adique, on utilise la majoration :

D, | < sup {luio-l]pj lvj,illp. oo

V. 1o
n-1+i 'p,
n p (10’11’...’5'1‘1) J Js +1I1 p,]

(io y 1y eeey ln) étant une permutation de (1 , 2 4, ees , n + 1)

Dtautre part @

2 2 . 2 2 2
n! Ivj,illpj ceol j,n—l-:-inlpj < 11|V5’11|Pj x 12|Vj,l+i2|p3 X ses X 1n|v3 neled lPJ
2 2 2
i i L N V
llivj,illpj+l2|v.],1+12lp +eset+ i ‘ j,n=l+i lp.] .
< ¢ J )
n

(en utilisant 1'inégalité entre moyenne géométrique et inoyenne arithmétique), or
2 2

‘F 2 V. + eoe+ 20|V,
| J:zlpJ | J 2nl1o;l

2 < v

2
Jon-l+i ‘P':l $ |

2
illvj,il‘p3+ -oo+in| J 1

I1 en résulte, comme |u_|

0 <I?\j|p Iej)n pour 0gmgn,

Py~ ;
2 2

IV. l +0..+2Dtv l

Jsl'p, je2n'D.

LI R L N Y Ly e kit s SPILT

Or, par hypothése :

2
3 nlp = o(n) .

2 2
Inj,l‘pj +2!nj’2‘p + oo +n|n J

J

La relation ¢ v, =

jon="Mjn* 65 nj,n-1 entrafne évidemment :

2 2
V. XX . = .
| 3,1|p, + ?.ivJ 2| b, + + n}vJ’nipj o(n)
I1 en résulte :
1
Dy, < gl o510 €% == pow  n>W () .
n pj ~ J pj J pj (n,) 2 o

Pour la valeur absolue ordinaire, on utilise la majoration d'Hadamard s

ol < (Al + D@ +8)% (s Hv2 4 e Ty

1
iDnl $7 (0 + 1) (n+1) /2 sl @€ Q( )
P3
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Dtol, dans tous les cas :
2
l)n/ eh
.| T o] <T(, 8 @ aE &
T T (ni) /%
pour n>No(e) .

On en déduit D =0, 3 partir d'un certain rang © , est donc un élément algé-

brique : on est ramené aux hypothéses du théoréme B".

5. Généraligation des ensembles Sq* .

C. PISOT a défini dens [7] des ensembles S_ plus généraux que ceux définis dans
le § 1.2, en admettant pour le polyndme P(x) dans Qp plusieurs racines de va-
i
leur pi-adique > 1 , et n'appartenant pas nécessairement & Q_
i
I1 est possible d'obtenir des caractérisetions analogues aux précédentes, si 1l'on
impose aux racines de P(x) de valeur absolue pi-adique > 1 d'appartenir & des

extensions algébriques fixées de Q_ .

Py

5,1 DEFINITIONS.

(541.1) On notera Qpi(ocl) cee Qpi(ocj) ceo Qpi(or.ki) » k;-extensions algé-

briques distinctes de Q_ , et A, =R x I Q (al) x ese x Q (o:.k ) le produit
Ps €8 Pi Pi %
cartésien de R par un nombre fini de corps Qp (ocj) . Les éléments de A, seront

i
notés X = (XO s eae Xi,l y seo s Xi . s cee) e XO est la composante de X

?
dans R , Xi . la composante de X dans Q_ (o) -
sd p; J

On notera X - T(x) 1'application de A, dans Q(p )% définie par :
i

k

i
T (X) =X, T.(X) = 2 X, .
o( ) 0o i( ) j=1 Teri(aj)/Qpi ('193)'

( TO(X) composante réelle de T(X) , Ti(X) composante p,-adique de T(X) ).
(5¢1.2) L'ensemble 6 , est l'ensemble des éléments © de 1'anneau A, ra-

cines d'un polyn8me P(x) vérifiant les conditions (C) , (co) , (ei) ied) [o
ayant pour composente dans R; 5 ©, , et dans Qp (cxj) Y 7.
i b

° J
(C) et (Co) sont les conditions du § 1.2. La condition (Ci) est la suivante :

>1, P(x

yllpi

1

(C.) + P(x) possdde une racine ®i,l dans Qpi(al) et I@i
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¢ ine © o e, > 1. Le ines de P
posséde une racine 1,k dans Qpi( kj_) et | 1’kilpi s racines de P (%)
dans Qp , autres que les précédentes et leurs conjuguées respectives par rapport
i
a Qp , ont une valeur absolue pi-adigllg_ <1l.
i

5.2 On trouve les caractérisations sulvantes de Sq* :

THEOREME A"L - Soit © un élément de l'anneau Ay tel gue :

1 1 ) 1 <5< .
8 >1: '@i,j!Pi> (Bed, 1SSk

© appartient a un ensemble Sq* si, et seulement s'il existe un élément inversi-

ble A de A* tel que :

5 (8O(T(A®n)))2 <4,
n=0

THROREME B"!'. — Soit © un élément algébrique de l'anneau A . Lel que @o >1,

l®i jlp >1 (1ed, 1gj $ki) . © appartient & un ensemble Sq* si, et
’ i

seulement s'il existe un élément inversible A de A* tel que :

so('l‘(/\él)) 0 quand n -+ ®© o

543 Principe de la démonstration. Pour la démonstration des parties directes

de ces théorémes, on considére comme précédemment le rationnel wu, égal & la som~
me des puissances n-iémes de toutes les racines de P(x) . Mais on n'a u =H(T ("))

que dens le cas o @ 3 est un élément primitif du corps Qp (aj) pour tout ie€d
’ 0

i
et 1 gJj <k « Dans le cas général, u = H(T (A%)) ob les D 3 sont des ra-
tionnels et Ay = 1. ’

Pour les majorations des valeurs zbsolues du déterminant Dn (partie réciproque

du théoréme A"), on utilise les combinaisons entre les colonnes définies par :

Wi,n = un + ai’l u.n—l + osece + ai,m un_m
kY m nl-l .
ot le polynfme x + a; | X * e +a; oode Qp [x] a pour racines dans Qp :
, ’ - 3
. i i
@i,l 9 coe ®i,j 9 o ®i,ki et leurs conjugués par rapport a ij_ .

544 On peut de maniere analogue définir, dans 1l'anneau

A=

[
i Qpi(al) X soe X Qpi(aki) ’
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des ensembles Gh.généralisant.les ensembles.gh:de Q(p ) et on trouve encore les
i
caractérisations A et B .
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