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Séminaire DUBREIL-PISOT 25=01
(Algébre et Théorie des nombres)
17e annde, 1$53/64, n° 25 22 avril et 4 mai 1964

SOUS-HODULES ISOTYPIQUES ET SOUS-HMODULES TERTIAIRES D'UN MODULE

par Roger DESQ

1. Immersion d'un module dans un module injectif.

Les anneaux considérés dans cet expc.? contiennent un élément unité ; les modules

sont des modules & gauche unitaires.

DEFINITION 1. - Un A-module M est dit injectif si, pour tout A-module Q
tout sous-module P de Q , et tout homomorphisme f de P dans M, il existe

un homomorphisme f de Q dans M prolongeant f .

Remarquons qu'un module M , somme directe de deux sous-modules, est injectif si

et seulement si ces deux sous-modules sont injectifs.

PROPRIETE 1. - Pour que M soit un A-module injectif, il faut et il suffit que,

pour tout idéal & gauche I de A et tout homomorphisme f de I dans M, f

< - mwon

soit réalisé par une homothétie, c'est-a-dire qu'il existe x5 € M tel que

v i s

f(a) = axy pour tout a €I .

La condition est nécessaire, car f se prolonge en un homomorphisme f de A

dans M, et 1lion a
f(a):-f(a) = f(ae) = af(e) .

Montrons que la condition est suffisante. Soient un A-module Q , un sous-module
P de Q et un homomorphisme f de P dans M . Considérons la famille 5 des
couples (P, , fL) » ot P est un sous-module de Q contenant P , et f, un

homomorphisme de P, dans M prolongeant f , avec la relation d'ordre définie par

< e —
(P, £)) S (B, , ) <=> P, <P, et £,0P, = £, .

Cette famille est inductive et posséde donc un élément maximal (B £) . 81 P,
est différent de Q , soit x€Q , x £ Py . Considérons 1'idéal

I =P, ox={ael; axe Pb}
et l'homomorphisme i - fo(ix) de I dans M . Par hypothése, il existe m € M ,

tel que f(ix) = im . Posons, pour x; € P Aeh

O b
-E(XO + Ax) = fo(xo) + Am 3
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on vérifie que f est un homomorphisme de P, + Ax dans M qui prolonge fO H

0
ceci est contraire au choix de (PO , fO) H PO est donc égal & Q .

THEOREME 1. - Tout A-module peut 8tre plongé dans un A-module injectif.
(voir [1] [4] [5] [6].)

2. Enveloppe injective d'un module.

DEFINITION 2. - M étant un sous-module du A-module E , on dit que E est une

extension essentielle de M si, X étant un sous-module de E , la relation

MnX=0 implique X =0 .

REMARQUE 1. - Si trois A-modules ¥, P , E sont tels que Mc P cE , E est
extension essentielle de M si, et seulement si, E est extension essentielle de

P, et P extension essentielle de M.

REMARQUE 2. = Un module E , contenant M , es. une extension essentielle de M
si, et seulement si, pour tout x € E - {0}, il existe a € A tel que ax appar-
tienne & M - {0} .

PROPRIATE 2. -5i M est sous-module injectif du module injectif N , toute ex-

tension essentielle E de M est isomorphe (relativement & M ) & un sous-module

de N contenant M . Si M est injectif, il ne possede pas d'extension propre

essentielle.

Lle plongement canonique de M dans N se prolonge en un homomorphisme f de

E dans N, avec Ker f nM =0 , et par suite Ker £ =0 .

En particulier, si M est injectif, on peut prendre M =N , et M ne posséde

pas d'extension propre essentielle.

Cette proposition montre que l'on peut se limiter & 1'étude des extensions essen-

tielles contenues dans un module injectif donné.

THEOREME 2. - M étant un A-module donné, il existe un A-module E , conte-

nent M, défini, & un isomorphisme prés, relativement & M , et ayant les proprié-

tés suivantes équivalentes :

(a) E est une extension essentielle maximale de M .

(b) E est une extension essentielle de M , et E est facteur direct de toute

extension de E .

(c) E est une extension essentielle injective de M .
(d) E est une extension injective minimale de M .




Existence. - Soit N une extension injective de M ; la famille des sous-modules
de N , qui sont extension essentielle de M , est inductive et possede donc un
é1ément maximal E . Aucune extension propre de E n'est extension essentielle de
M ; sinon, ce serait une extension essentielle de E , et il en existerait une
image isomorphe relativement & E dans N ; celle-ci serait aussi une extension

essentielle de M , contrairement su choix de E .

(a) => (b) . - Soit F wune extension de E , et soit E' wun sous-module ma-

ximal tel que E nE' = 0 (existence assurée par le théoréme de Zorn). On a
F/E'> (B + E')/E' ~E .

Par construction, F/E' est une extension essentielle de (B + E')/E* . B n'ad-

mettant pas d'extension essentielle propre, on a

F=zE +E EnNnE'"=0.

b

(b) => (c) . - Soit N wune extension injective de E ;3 E est facteur direct

dans N et, par suite, est injectif.

(¢c) => (d) . - Soit P une extension injective de M contenue dans E ;

alors E est extension essentielle de P et, par suite, P =E .

() => (a) . =8i E n'était pas extension essentielle de M , E contien-
drait proprement une extension essentielle injective de M puisque (a) => (d),
contrairement & la minimalité de E . D'autre part, E ne posséde pas d'extension
propre essentielle d'aprés la propriété 2, et constitue donc une extension essen-

tielle maximale de M .

M-isomorphisme. - Soient E et E' deux extensions de M ayant les propriétés

précédentes. D'aprés la propriété 2,, E' est isomorphe relativement & M & un
sous-module E" de E contenant M . Mais E est une extension injective mini-
male de M, et on a E" =E .

COROLLAIRE. - Pour qu'un module soit injectif, il faut et il suffit qu'il soit
facteur direct dans toutes ses extensions.

Ceci résulte de 1l'équivalence de (b) et (d) .

DEFINITIOK 3. - Un module E satisfaisant aux propriétés du théoréme 3 s'appelle
1l'enveloppe injective de M , et se note E(M) .

EXEMPIE 1. - Soit A wun anneau intégre, ayant un élément unité, tel que O ne
soit pas 1l'intersection de deux idéaux & gauche non nuls ; il existe alors un corps

K , contenant A , et qui est le corps des quotients & gauche ([2]), ensemble des
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léments bl a, avec a,beld, bAO.

Nous allons montrer que K est l'enveloppe injective de A considéré comme A-

module & gauche.

1

K est une extension essentielle de A 5 en effet si b ae€ K - {0},

b(b"1 a) € A - {0} (remarque 2 aprés la définition 2).

Pour montrer que K est un A-module injectif, nous allons utiliser la proprié-
té 1. Soient A wun idéal & gauche de A , et ¢ un A-homomorphisme de A dans
K.Si AeA-{0}, on peut écrire ¢(A) = A e(A)) . Si A, p el
M. A Ap est différent de {0} ; il existe donc un élément v non nul avec
v = ah = by, d'ol

Ao = A et g(ar) = v o) =t b7 gop) = T e(p) -

Donc x = AL ¢(A) est indépendant de A et ¢ est bien réalisé par une homo-
thétie.

3. Sous-modules isotypiques.

DEFINITION 5. - On dit qu'un A-module M est indécomposable si ses seuls face

teurs directs sont O et M.

PROPRIETE 3. - Soit I un A-module. Les trois propriétés suivantes sont équi-

valentes :

(a) O est n-irrdductible dans M .

(b) L'enveloppe injective E(M) est indécomposable.

(c) E(M) est l'enveloppe injective de tout sous-module non nul de M .

(a) == (b) . =581 E(M) est décomposable, on a E(M) = E @B, , avec I, £0,

1
E, £ 0 . On en déduit :
Xl_—_ElnM’;éO, X2=E2n1~i,éo, X, nX CE nE, =0.
(b) => (c) . - 30it N un sous-module non nul de M . E(i) peut &tre consi-

déré comme sous-module de E(M) ; E(N) est injectif et facteur direct de E (1) ,
“d'od E(N) = E(M) .

(¢) = (a) .-51 0= X, ME, , ot X, et X, sont deux sous-modules non
nuls de M, E(M) ne peut &tre extension essentielle de X1 .

COROLLAIRE. - Pour que deux A-modules Ml et PE » dans lesquels le sous-module

nul est inter-irréductible, aient leurs enveloppes injectives isomorphes, il faut

-
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et il suffit qu'il existe un sous-module non nul de Ml isomorphe & un sous-module

non nul de 1% o

La condition est suffisante d'aprés 1'équivalence de (a) et (c) ; elle est né-

\

cessaire ; en effet, si E(N&) est isomorphe & E(P&) » M, est isomorphe & un

sous-module Mi de E(Ml) , et 1l'on a

1
Mlan;éo.
Mitﬁ Ml est isomorphe & un sous-module de B% .

THECREME 3. - Soient M un A-module, X = X, 0 ...n X une décomposition d'un

sous-module X comme intersection d'un nombre fini de sous-modules n-irréducti-

bles sans élément superflu. E(M/X) est somme directe de n-sous-modules igomor-

phes respectivement aux enveloppes injectives indécomposables des modules M/Xi .

Soit ¢, 1'application canonique de M/X dans M/.Xi

we

‘P(m) = ((Pl(m) R ) ‘Pn(m))

est une injection de M/X dans M/Xl ® oo ® M/Xn , donc dans

n

E = Q} E(M/Xi) .

i=1

I1 nous suffit d'établir que E est une extension essentielle de @(NVX) . Par
hypothése, V i , il existe m e 'Qi Xj et m¢ X, , et par suite,
J

N, = (1) n M/Xi est différent de O .

D'aprés la propriété 3, E(M/Xi) est 1l'enveloppe injective de N. o Soit x un
élément de E , x = (x1 y see Xn) . Pour toute composante non nulle x; , 11
existe a; € A tel que a, x, € N, - {0}, et par suite, il existe s e A tel que
sx € 9(M/X) - {0} . Ceci prouve que E est extension essentielle de o (M/X) .

Remarque. - Les décompositions du théoréme 3 existent pour tout X , si M est

noethérien ou artinien.

Pour la démonstration d'un cas particulier du théoreme d'Azumaya, nous allons
utiliser le théoréme de Kurog-Ore.

THEOREME 4. - Soit L un treillis modulaire. Si

a = N ose = ! LI Y !
Xl ﬁ)(r Xlﬂ ﬂXs

sont deux décompositions d'un élément a en éléments n-irréductibles sans &lément

superflu, ona r =38 .
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IEME 1. - Si L est modulaire, les applications X~ uuyx, y~>VvVvNy,

sont deux applications réciproques entre

[unv,v] et [u,uuv].

(Vérification immédiate.)

IEMME 2., - Dans les conditions du théoréme 4, on peut remplacer chaque x, par

un xi. convenable.

Posons

y.:X N eee N X,

N see N X 3 X. NY. = &8 «
iT% 1-1 3 I

X.
n i+l T

Formons les éléments Zy =¥ 0 XS. . On a

Y. > 2., 2> 4a
1 J
et
. '. —_— < e ea Z < ! o e e ':a-
ZJSXJ—>a\gln ns\xln nXS
Puis

[a:xinyi,yijz[xi,xiuyi]

et, comme x, est n-irréductible dans le deuxiéme treillis, a est n-irréducti-

ble dans le premier ; par suite, il existe j avec a = Zj’ .

Pour finir de démontrer le théoréme, supposons r £ s ; remplagons les X, par

x.!i(i) successivement ; il vient

— 1 1
a —Xj(l) N eee N Xj(r) s

ce qui donmme s <r , d'ol s=r.

THEOREME 5. - Soit M un A-module. Pour deux décompositions de M en somme

directe d'un nombre fini de sous-modules injectifs indécomposables,

M:M1®%@oe-@Mn:Mi@IvE©ooO@IVII'I',

on a n=n', et il existe une permutation o de l'ensemble {1 s Ry ees 4 MY

telle que Mi soit isomorphe a Mc'r(i) pour tout i .

Posons

— 7 3 3 W

Xi = Ml B eos @Mi-l ®Ii+1 ® oeo @Mn R
! - M Mt Wi M1
Xi' = Ml ®. .0l @, , ®.. @An

Les sous-modules X5, Xi, sont n-irréductibles d'aprés la propriété 3, car on a,
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par exemple, M/Xi x> Mi qui est un module injectif indécomposable.
D'autre part, on a

'

= PR ¥ =X'"Nn +.. N X!
0 Xl N N z 1 o

ces décompositions étant sans élément superflu, d'ou résulte n =n' .

Récurrence sur n . - Le résultat est évident pour n = 1 . D'aprés le lemme 2

du théoréme 4, on a

0= Xé(l) nX;n...n Xn = Xé(l) N,
et par suite

M = (Ml + X&(l))/Xc';(l) .
Mais ceci est un sous-module injectif non nul de M/Xé(l) = Né(l) 5 on en déduit
Mi & Mc'I(l) .
De plus, on a M =1l o Xé(l) , ce qui entraine :
XC"(I) .~.1\4/r--41 =X .

11 suffit alors d'appliquer 1l'hypothése de récurrence aux deux modules isomorphes

X1 et Xé(l) .

COROLLAIRE. - Deux décompositions d'un module injectif M comme somme directe

d'un nombre fini de sous-modules injectifs indécomposables se déduisent 1l'une de

1'autre par un automorphisme de M .

Remarque. - Cette propriété est encore vérifiée si M est une somme directe in-

finie de sous-modules injectifs indécomposables.

PROPRIETE 4. - 5i A est un anneau noethérien & gauche, tout A-module injectif

M est somme directe de sous=modules injectifs indécomposables.

b

A étant noethérien & gauche, toute somme directe méme infinie de modules injec-
tifs est un module injectif (propriété 1). Soit C un sous-module maximal somme
directe de sous-modules injectifs indécomposables de ! ; C est injectif. On a
M=CeC, et, si C, # 0, prenons x € C, - {0} ; soit O(x) 1'anmlateur de
x 3 comme A est noethérien, on a

0(x) = X, n..on Xn

9

ou les X, sont des idéaux irréductibles de A , la décomposition étant sans é1é-

ment superflu.
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D'aprés le théoréme 3, on a

E(Ax) ~E(A/0(x)) = E(4 Xi) G oo @ E(A/Xn) ,

et E(&x) ¢ G1 , car C1 est injectif.

C o E(A/Xl) @ eee @ E(A/Xn) est somme directe de modules injectifs indécomposa-

bles, ce qui contredit le caractere maximal de C 5 on a donc M =C .

4. Décomposition en sous-modules isotypiques.

DEFINITION 5. = On dit que X est un sous-module isotypique de M si 1'enveloppe

injective de M/X est somme directe de sous-modules injectifs indécomposables tous
isomorphes ; la classe n d'isomorphie de tous les facteurs directs indécomposables
de E(M/X) s'appelle le type de I 3 I est dit n-isotypique.

PROPRIETE 5. - L'intersection de deux sous-modules n-isotypiques est un sous-

module n-isotypique.

Soit X = X nX,, X et X, étant n-isotypiques. On a

E(#WX) S E(WX,) @ E(WX,) ;

E(M/X) étant facteur direct dans E(M/Xl) ® E(M/XZ) , la propriété en résulte d'a-
prés le théoréme 5.

Cette propriété et le théoréme 3 donnent :

THEOREME 6. - Tout sous-module X d'un module artinien ou noethérien admet une

décomposition réduite comme intersection de sous-modules isotypiques.

Le théoréme 5 donne :

THEOREME 7. - Soient deux décompositions réduites :

X:Ilﬂ.ovﬂlnzliﬂa-oﬁlh,

d'un méme sous-module X comme intersection de sous-modules isotypiques. On a

n=n', et les types des Ii sont les mémes que les types des Ii, .

Nous considérons toujours un A-module M noethérien ou artinien. Nous supposons,
de plus, que la (%)-algébre des sous-modules de M satisfait & 1'axiome D .

(Voir [3].)

Rappel. - @ € Ass(I/¥) <=> @ est un résiduel essentiel de X <= 3 Y,
avec Xc YCc M, telque, VZ, Xc ZSEY,onait P =X °. Z. Le sous—module
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Q est tertiaire si, et seulement si, 21ss(1%/Q) ne contient qu'un seul élément.

Remarque. - Si E est un module injectif indécomposable, Ass(E) contient un

élément et un seul. In effet Ass(E) n'est pas vide et, si @ =0". X, ,
632':_0 .1\_2,

- T —_— £ — = F_ .
E_L(Xl) => XlnXZ;:O => @1_ 5

THEOREME 8. - Si E(M/X) xE ®...0E ,ona

Ass (2/X)

1

n
U Ass(Ei) .
i=1

Soit @ e Ass(iY/X) s ona @ =X .Y, Y/XCSMWIL,dos E(Y/X) SE(MWX) ; d'a-
prés le théoréme 5, il existe un E} B, , avec N, =B n Y/X £ 0 5 on a donc
O'. N, =f , et @ appartient & Ass(Ei) = Ass(Ei)

Soit @ € Ass(E;) , B, C E(WX) = E, 0 WX £0 ; il existe N, c B, n WX
telque ® =0 . N pour O <N N, ; onen déduit @ € Ass(M/X) .

Ce théoréme donne immédiatement :

PROPRIET% 6. - Pour que le sous-module X de M soit tertiaire, il faut et il

suffit que les facteurs directs indécomposables de 1l'enveloppe injective de M/X

aient tous le méme idéal premier associé.

PROPRIETE 7. - Tout sous-module isotypique est tertiaire.

PROPRIETE 8. - Deux sous-modules isotypiques de méme type ont méme idéal premier

associé.

Le théoréme 8 montre aussi que 1'intersection de deux sous-modules @-tertiaires
est un sous-module @-tertiaire. Il prouve donc l'existence des décompositions ré-

duites comme intersection de sous-modules tertiaires.

Les réciproques des propriétés 7 et 8 sont inexactes comme le montre 1'exemple

suivant.

EXBMPIE 2. - Soient R le corps des nombres réels, et R(y) le corps des frac-
tions rationnelles & coefficients dans R et & une variable y - Considérons les

polyn8mes & coefficients dans R(y) et 3 une variable x non permutable avee les
coefficients, et imposons les relations

x f(y) = f(y) x + £'(y) ,

o f'(y) désigne la dérivée de f(y) par rapport & y . Nous obtenons un anneau
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A dont les éléments peuvent se mettre d'une maniére unique sous la forme :

P(x) = fn(y) o+ fn—l(y) e fl(y) X + fo(y) .

Tout idéal & gauche de A est principal : il est engendré par chacun de ses poly-

némes de degré minimum. Par suite, A est noethérien a gauche.

A n'a pas de diviseur de zéro, 1'idéal O est donc premier. Il est aussi -
irréductible 3 gauche. En effet, supposons que nous ayons deux idéaux & gauche non

nuls X et Y avec 0 =Xn 7Y ; il en résulte

(a] n (b] =0 (aeX, (al] = idéal & gauche engendré par a ).
| s clest une suite croissante d'idéaux,

n+l , n
= D+ oo +a! b ¢
a1 n 9

Considérons la suite I = (ab| + ... + (&b
il existe donc n , a', aj , ..., a € (al , avec a'p

nous supposons de plus que n est minimum. On en déduit

(a'd™ - a] - ... - &l =y =0 .

A étent intdgre et b £0 , on a
n n-1 _ .
a'b -a-éb"oao-a;lb —aiy
mais alors 3
aie(a] n(b‘:O’
d'ou

1

n N
=alb+...+alb

atb

ce qui contredit la minimalité de n .

L'enveloppe injective de A est donc isomorphe & son corps des quotients & gau-

che K (Exemple 1). O est donc un idéal isotypique de type K .

L'anneau A n'a pas d'idéaux bilatéres autres que 4 et O ; en effet, si P(x)

appartient & un idéal bilatére I ,
Q(x) = P(x) £(y) - £(y) P(x)

est un polynBme non mul si f(y) n'est pas constant, et de degré plus petit que le
degré de P . Par suite, puisque A est unitaire, tous ses idéaux & gauche propres
sont O-premiers a droite. I1 en est ainsi en particulier des idéaux & gauche

X, = (x - al , avec a e R(y) , qui sont maximeux, donc n-irréductibles. Ces idéaux

& gauche sont donc isotypiques et ont O pour idéal premier associé.

Pourtant ils ne peuvent &tre du méme type que 1'idéal O ; en effet, si
E(A/Xa) ~K , il existe Bc K avec B = A/Xa , B étant un A-module ; mais ceci

est impossible, car tout élément de B a pour annulateur O , alors que 1'anmula-
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teur de 1'élément 1 de A/Xa est X . La réciproque de la propriété 8 est donc

inexacte.

A/Xa est un A-module simple, donc A/Xa et A/Xb (a £Db) ne peuvent &tre de
méme type car ils sont simples et non isomorphes (corollaire, propriété 3).

X = Xa nX estun idéal O-premier & droite mais non isotypique, car

E(A/X) = E(A/ka) ® E(A/X.b) .
La réciproque de la propriété 7 est donc inexacte.

PROPRIETE 9. - 31 A est un anneau: commutatif noethérien, il y a correspondance

biunivoque entre les idéaux premiers de A et les A-modules injectifs indécompo-

sables.
Soit E un A-module injectif indécomposable 3 soit {R} = Ass(E) . On a
P = Amn(Ax) , AxCE; Ax ~A/P et E =E(Ax) = E(A/FP) .

Inversement, si @ est un idéal premier de A, @ est n-irréductible, E(A/F)

est injectif, indécomposable. De plus, si

B(a/p)) XE(8/P))

d'aprés le corollaire de la proposition 3, il existe un sous-module non nul de A/@l
isomorphe & un sous-module de A/6°2 3 ce sous-module a pour annulateur Pl et &é
et par suite

La réciproque de la propriété 8 est donc valsble lorsque A est un anneau noethé-

rien commutatif.

PROPRIETE 10. - Soit § un sous-module tertiaire du A-module M . Pour qu'il

soit isotypique, il suffit que 1l'hypothése suivante soit vérifide :

(H) Les idéaux & gauche de A qui sont annulateurs d'un sous-ensemble du A~
module M/Q vérifient la condition de chaine descendante.

n
On peut supposer que Q n'est pas n-irréguctible. Soit alors Q = Xi , dé=

PR . . s l=1
composition en modules irréductibles sans élément superflu.

E(MAQ) = éE(M/Xi) = é;-Ei .
i=1 i=1

Nous allons montrer, si {P} = Ass(M/Q) , que @ est un sous-module isotypique de

A de type Ei , €t ceci pour tout i .



I1 existe N E_Ei nMQ, avec @ = Am N , d'od
r
=N Amm x et (H) entratne ® = N Amn x. .
xeN j=1 J

T
Considérons 1'homomorphisme ¢ de A/P dens {}? ij , défini par

(P(_a.) = (a.Xl 9 °o0o0 o ax. 5 °oe o 8Xn)

J

ou a est un représentant de la classe a 5 ¢ est un monomorphisme. On en déduit,
' T

E(A/R) C E(Ax,) ,
j=1 J
mais E, = B(N) = E(ij) (propriété 3), ce qui donne le résultat cherché.

PROPRIETE 11. - Soit A un anneau noethérien & gauche, et soit (H') .

(H') Si a est un idéal 3 gauche de A et si @ est 1'anmulateur de Aa , il

existe un nombre fini d'éléments x

p o ocee s X, de A/a tels qu'on ait
T
® = N Ann X, e

i=1

Si la condition (H') est satisfaite, il existe une correspondance bijective entre

modules injectifs indécomposables et idéaux premiers bilatéres.

C'est la correspondance qui, & un module injectif indécomposable E , fait corres-

pondre son idéal premier associé A(E) .

Si @ est un idéal premier, considérons
n
E(A/P) = @Ek s

goit N& un sous-module de Ek qul a pour annulateur A(E ) 3 le sous-module
M 0 A/ (£0) a pour anmmulateur @ ainsi que (E ) 3 on a donc

P = AE,) .

Soient E, et E, deux modules injectifs indécomposables qui ont méme idéal

premier associé :

AE)) = Ay = ¢ .

I1 existe N c E1 » N sous-module principal, donc ¥ > A/a , avec A(El) = Amm N :
la démonstration de la propriété 10 montre alors que E(A/%(E )) est un module
injectif somme directe de sous-modules injectifs 1ndecomposables isomorphes & E
On en déduit

1 3
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PROPRIETE 12. - L'hypothése (H) est vérifide quel que soit Q , sous-module ter-

tiaire de M , dans 1'un des cas suivants :

(1) L'anneau A est artinien a gauche.

by

(2) Tous les idéaux 3 gauche de A sont bilatéres.

(3) Le module M est noethérien, et 1l'anneau A est un module 3 gauche de type fi-

ni sur le centre de A .

Cas (1) : évident.

oo

Cas () Q ". x est un idéal 3 gauche, donc bilatére, et par suite,

Qe x=Q ". Ax ;
la condition (H) résulte alors de la condition (D) des G-algébres.

Cas (3) ¢ Si C désigne le centre de 1'anneau A , le A-module M est un C-
module noethérien. K é&tant un sous-ensemble quelconque de M , considérons les
sous-modules Q .° (@ ‘. K) de ce C-module. Puisqu'ils vérifient la condition de

chaine ascendante et que 1l'on a
Q.K=Q"°.[Q."@Q " .x)],

les idéaux & gauche Q . K de A vérifient la condition de chafne descendante.
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