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Séminaire DUBREIL-PISOT 2401
(Algébre et Théorie des nombres) .
17e année, 1963/64, n° 24 6 avril 1964

EIEMENTS TERTIATRES D'UNE (G)-ALGEBRE

par Jacques GRAPPY

L'objet de cet exposé est de donner une nouvelle présentation de la théorie des
éléments tertiaires d'une (G)-algébre, généralisant celle des sous-modules primai-
res d'un module M sur un ammeau A , commutatif unitaire, donnée par BOURBAKI
[1]. Un idéal premier ® de A est dit associéa M si @ = Am(x) , x£0,

x € M . On remarque que les idéaux premiers associés & M ne sont autres que les

résiduels esmentiels de O , ce qui permet de définir les idéaux associés & un mo-
dule sur un anneau non nécessairement commutatif et unitaire, et plus généralement
les éléments associés 3 une (G)-algébre. Cela étant, il n'y a plus qu'ad transcrire

dans le language des (G)-algébres, les démonstrations de BOURBAKI.

Pour les définitions d'une (T)-algébre, on se reportera au livre de L. IESIEUR
et R. CROISOT [2].

L. Compléments sur les (%)-algébres.

Soient L une (G)-algébre, et N c M deux éléments de L . Alors l'intervalle

[N, M, sil'on pose
A#xX=MK+N, VAeG, VX e[M, N,
est muni d'une structure de (G)-algébre.

Supposons maintenant que L soit un treillis modulaire, et soient M et N
deux éléments de L . On sait que les treillis [M nN , M] et [N, M+ N] sont
isomorphes, l'isomorphisme ¢ étant défini par

Xe[MnaN, M, e(X) =X + N .
On vérifie immédiatement que ¢ est un isomorphisme de (&)-algébres.

Dans toute la suite, nous supposerons que L est une (&)-algébre modulaire,
clest-d-dire que L est un treillis modulaire, faiblement n=-continu (rappelons

que L est faiblement n-continu si la relation

X*n(%Yi) :Zi (X n¥,)

a lieu lorgque les Yi forment un ensemble totalement ordonné). Nons supposerons
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de plus que L vérifie la condition :

L'ensemble des résiduels & gauche, et l'ensemble des résiduels & droite de tout

élément X € L , vérifient la condition de chaine ascendante.

2. Eléments premiers associés 3 une (3)-algébre.

Définition 1. - On appelle résiduel essentiel (de O ), un résiduel & gauche pro-

pre O *. X tel que
OCYEX = 0°'.X=0".Y.

PROPOSITION L. - Tout résiduel & gauche propre maximal [de O ) est essentiel.

En effet, si P =0 ", X est un résiduel propre maximal, O cY ¢ X implique
0°.XcO0'.Y,d'os P=0".7.

FROPOSITION 2. - Tout résiduel essentiel est premier.

Si £ =0". X estessentiel, et B.CCP , avec CZP , c'est<d-dire B = O
et CX # 0, on en déduit, puisque CX c X ,

(BE_O.QGX:(P-

Définition. - Soit L wune (5)-algébre. Un &lément P € & est dit associd a L

si ® est un résiduel essentiel. On note Ass(L) 1'ensemble des éléments de G

associés & L.
Si M€ L, on notera
Ass(M) s Ass([0 , M]) .
Si Nc M, on notera
Ass(M/N) = Ass([N , M]) .
Remarque. - Si @ = (0 *. X) € Ass(L) , on a

Ass(X) = {P} .

PROPOSITION 3. ~ Soit M€ L . Cn a
M=0 <> ASS(M) =¢ .
Si M =0, on a évidemment Ass(M) = ¢ .

Si M #0, soit P maximal dans la famille {0 °. X , 0 cX cM}; dlaprés la
proposition 1, ® e Ass(M) .
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PROPOSITION 4. - Soient N ¢ M deux éléments de L , alors :

Ass(N) c Ass(M) c Ass(N) u Ass(M/N)
La premiére inclusion est évidente.
Soit ®# =0 . X edss(M) , 0cXcM.

181 XNnN#£0, alors =0, (XnN) et P &Ass(N) ;
281 XNnN=0, ona

[O ,X]’_\:[N s N+X]E_[N ,M]
dtou
{P} = Ass(X) c Ass{M/N}

n
PROPOSITION 5. - Si 0 = ﬂ Q. Qi C M, aslors Ass(M) c .Ui Ass(M/Qi)
1=

i=l 1’
Il suffit de démontrer la proposition pour n =2 .
51 0=0Q n Q, , soit @ € Ass(M) . On sait que

Ass(M) gAss(Ql) U Ass(M/Ql) .

€2}
are
D
I

(0 °. X)) € Ass(Ql) » 0cX cQ , alors X nQ, =0 et

[O,X]_]-:[QZ,Q2+Xl]£[Q2,M]1y

o
8'

{f} = Ass(X) ¢ Ass(M/Qz) .

PROPOSITION 6. - Soit M e L, et soit < Ass(M) . Alors il existe N M tel

gue

Ass(N) = Ass(M) - ¢ , Ass(M/N) =

Soit §={N, NcM, 4ss NCAss(M) =%} . S est indquetive. Soit en effet
{n, }1EI une chaine de S ,

N= 2 N..
ied 1

51 @ = (0 *. X) & Ass(N) , 0 cX cN, on ne peut avoir N.nX=0, Vi, car
alors

= Q N,) nX = 2 (N nx) =

d'aprés la propriété de faible intercontinuitd. Il existe done i, X n N £ o,
et 0 °. (XnN)—-@eAss(N) On a donc @ € (Ass M - @) , d'on NES-
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Soit N wun élément maxinal de S . Soit ® € Ass(M/N) . Il existe donc F ,
NcFcM, ¢=N".F,et @ =Aass(F/N) . On a alors

Ass(F) o Ass(N) u Ass(F/N) <€ (Ass M - @) u {P} .

N étant maximal dans § , il en résulte P € & , d'ou Ass(M/N) € & . La proposi-

tion résulte immédiatement de la proposition 4.

THEOREME 1. - Soit M € L . Il existe une suite Mo =) €M € .o CN_=M
vérifiant

Ass(Mi_Pl/Mi) = {ovi+l} = {(Mi *. Mi+1)} .

Soit ¢, un résiduel & gauche propre maximal de O , et M =0 .S P, » On a
®, =0"°. M ,etsi OC fcM , # =0"M =0".X,car f estmaximal.
I1 en résulte

{f}=Ass(v) = {(0 "o} .

;

mime @&+1 = Mi . Mi+l tel que ASS(M1+1/Mi) = {@i+1} ,

M, étant supposé défini, si My Z M , en considérant [Mi , M] , on construit de

ves PL)

— o — 060
Mo, =M f =0 (

i+l i 1 i+l

La condition (D) étant vérifide, il existe donc un entier n tel que Mn =M.

COROLLAIRE. - Pour tout M e L, Ass(M) est fini.

En effet, avec les notations du théoréme 1

n n
Ass(M) c igi {Ass(Mi/Mi_l)} = igi {@i} .

3. Eléments tertiaires. Décomposition en éléments tertiaires.

Définition. - Soit U le plus grand élément de la (%)-algébre L. Q € L est
tertiaire si Ass(U/Q) = {f} .

On dit aussi que Q est @-tertiaire.

PROPOSITION 7. - L'intersection d'un nombre fini d'éléments P=tertiaires est

P=tertigire.

n
En effet, si Q= N Q. ,
i=1 21

Ass(U/Q) g_U,Ass(U/Qi) = {®P}.
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[ \
THEOREME 2, - Soit N € L . Alors il existe des éléments @P-tertiaires : Q(P)
tels gue

N =pepslium @@ -

On peut supposer N = O , en considérant U/N . Alors, d'aprés la proposition 6,
pour tout @ € Ass(L) , il existe Q(P) vérifiant

Ass(U/Q(R)) = {f} , Ass(Q(p)) = Ass(L) - {P} .

Soit S = Q(P) . Ass(S) c Ass(Q(P)) pour tout @ , d'ou

N
Pepss(L)
Ass(8) =@ et S=0
d'aprés la proposition 3.

n
Définition. - Une décomposition N = .ﬂi Q en éléments Q , C@,-tertiaires,
1=
est ditc réduite si

o ifj = @i;éovj;

n
2 N Q, . e
J=L QJ £ Ql
J#L
[ \ . ; n
THEOREME 3. - Une décomposition N = .ﬂl Q; » en éléments Q, , P, -tertiaires est
1=

réduite si et seulement si les @i sont distincts deux & deux, et appartiennent 3
Ass(U/N) . On a alors :

n

(1) s/ = U foy}

i= 1

n
(2) Ass(Qi/N) = jgl {@j} .

143

a. Conditions suffisantes. — Si 1'on avait N = .Q; Qj , 11 en résulterait
J#i

Ass(U/N) ¢ '21 {&3:}. Or par hypothése 7, € Ass(U/N) . la décomposition est done
fas J
réduite.

b. Conditions nécessaires. - Considérons S, = Q G, « Ona S, #N,
< N ' L j#&A ) 1
;0 Qi =N, d'oh

[N ) Si]‘:!.[Qi ) Qi + Si] E{Ql ’ U} ’
et

Ass(Si/N) = {Pi} = Ass(U/Qi),S Ass(U/N) .
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n
L'égalité (1) résulte alors de Ass(U/N) E'gil {@i} .De N = 1#3 50 Q. ) , on
déduit
Ass(Q./N) ¢ U Ass(Q./Q, nQ,) = U Ass(Q, +Q./Q,) = U {p.} .
SS(I/)"ji S A P o i

L'égalité (2) résulte alors de
Ass(U/N) g_Ass(U/Ql) u:Ass(Qi/N)

4, Radical tertiaire.

Définition. - Soit N € L . On appelle radieal tertiaire de N :

- N P .
5 e Ass(U/N)

PROPOSITION 8, - Soit 9 e & . On a :
a-C-RB(N) <> VX /N, 3YcX, YN, WCcN.
On peut supposer N = O , car on peut exprimer une forme équivalente de la con-
dition :
V>N, 3¥YcX, YON, Y cN.

Condition nécessaire. - Soit X £ 0, il existe 0 cY c X tel que
= (0. Y) eAss(L) . On a alors

Condition suffisante. - Soit ¢ vérifiant la condition, et soit = (0".X) € Ass(L).
Puisque X #0 , il existe 0CY CX avec &Y = O, soit

a_C_O..YZO..Xo
On adonc ACP , VE@eAss(L),dod dc RB(O) .

Remarque. - On peut expliciter de fagons équivalentes la condition donnée & la
proposition 8. On a successivement :

a_c_RB(N)<=>{VX1N,3YgN,Y_gX,YgN.'a}
<=>{VX1N,3Y_¢N,Y_¢X,(N.’a)nx_gN}
<= {(N.'d)nX:N == X:N}.

PROPOSITION 9. - Un élément Q € L est tertlalre si et seulement s'il vérifie
l'une des comditions équivalentes :
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(1) &XcQ, X Q = AcRyQ) 3
() @."%>Q = a4cRrQ) ;
3 @. M50, @ Onk=q = 1=0.

Soit Q tertiaire, et X cQ, X ¢ Q . On peut supposer X > Q (en considé-
rant Q + X ). Il existe alors Qc Y c X tel que {P} = Ass(U/Q) ={Q *. Y} .

On a donc
L‘I_C_Q'.X_C_Q'.Y:(P:RB(Q) .

Supposons que @ vérifie (1), et soit @ € Ass(U/Q) . Il existe done X > Q ,
X ¢ Q . I1 en résulte :

d'ol
= R3(Q) s
et Q est @P-tertiaire.

(2) est trivialement équivalente & (1).

(3) équivaut & (2) d'aprés la caractérisation de RS(Q) Vue en remarque.
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