ALAIN BIGARD
Sur la décomposition en éléments primaires dans les 7 -algebres

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 17, 1n°2 (1963-1964), exp. n° 23,
p-1-11

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1963-1964__17_2_A10_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1963-1964, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1963-1964__17_2_A10_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISOT 23-01
(Algébre et Théorie des nombres)
17e annéde, 1963/64, n° 23 16 mars 1964

r ’ 7’ )
SUR LA DECOMPOSITION EN ELEMENTS PRIMAIRES DANS LES G-ALGEBRES

par Alain BIGARD

'Le présent exposé comporte trois parties. Dans la premiére partie, nous rappe-
lons les résultats essentiels exposés par L. LESIEUR et R. CROISOT dans [4], cha-
pitre V. Nous renvoyons a cet ouvrage pour la définition et les propriétés géné-

rales des G-algébres.

Dans la seconde partie, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
- que la décomposition en éléments primaires soit possible. On brouvera & la fin une
bibliographie sommaire sur les différentes solutions qui ont été apportées & ce

probleme dans le cas des anneaux. L. LESIEUR et R. CROISOT ont montré que 1l'exis-

tence des décompositions est liée au lemme d'Artin-Rees.

Nous étudions, dans une troisiéme partie, comment cette condition se transfére

aux algebres-quotient.

Soit (¢ , L) une G-algdbre satisfaisant & 1l'axiome D , c'est-a-dire que les
résiduels & gauche et les résiduels & droite de tout élément de 1 satisfont & la

condition maximale.
Nous noterons en lettres droites les 4léments de L , en lettres rondes les &14-

ments de G .

7 ¢
THEOREME 1. - 8i Xel, {¢ | 3m, a” cX°®. U} admet un élément maximum,

qui est l'intersection des éléments premiers minimaux contenant X *. U .

’
DEFINITION 1. - L'élément introduit par le théordéme 1 est appelé radical primaire
de X et noté Rl(X) .

Si & et L coilncident avec le treillis des idéaux bilatéres d'un anneau, ce

n'est autre que le radical de Baer-McCoy.

/
DEFINITION 2. - Q € L est dit primaire si

WecQ et X¢gQ = acr @ .
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La propriété écrite & gauche de 1'implication signifie que @ est contenu dans

un résiduel & gauche propre de X . La définition peut donc se formuler de la ma-
niére suivante :

o

Q."d>Q = acr (@,

ou encore, si Q £ U,

Q.'GDQQ’-—) L‘I.E(Rl(Q).

En effet, si Q£ U » 11 admet des résiduels & gauche propres premiers. ¢ est

contenu dans ces résiduels, donc Q ." &> Q .

N4
PROPRIETE 1. - Soient X, , «e. , X € L,
n

n n
Rl(.ﬂ xi) = .ﬂ R, (Xi) .
1= 1=

1 1

AKX
THEOREME 2. - Pour que X £ U soit primajre, il faut et il suffit qu'il admette

un seul résiduel & gauche propre premier @ qui soit élément premier minimum con-

tenant X °. U .

® est alors le radical de X . Il est commode de dire que X est P-primaire.

COROLLAIRE. - Tout é1ément primaire est primal.

y
PROPRIETE 2. - Si Qe L (Q£U) et ® sont tels que
loo cQ et X¢Q = dce ,
2 3n, Mucy,
alors ¢ est premier et Q est P-primaire.
s »
PROPRIETE 3. - L'intersection d'un nombre fini d'éléments P-primaires est @-
primaire.
Ceci résulte immédiatement de la propriété 1.
’ .
DEFINITION 3. - Une intersection X = QN eeen Qn s OU Qi est @i—primaire,
est dite réduite si

1° I1 n'y a pas 4'élément superflu,
2° Ies @i sont deux & deux distincts.

Etant donnée une décomposition, on peut toujours se ramener & une décomposition
réduite (Propridté 3).



23-03

y
THEOREME 3. - Deux décompositions réduites d'un méme élément comme intersection

d'éléments primaires ont le mfme nombre d'éléments et mémes éléments premiers as-

sociés.
Comme tout élément primaire est tertiaire, ce théoréme est une conséquence du

théoréme d'unicité pour les décompositions tertiaires.

v /s
PROPRIETE 4. - Soient X =10Q; n.+.. n Qn = Qi Ness N QA deux décompositions

réduites ol Qi et Qi sont @i-primaires, on a

X:Qiannooo nQno

COROLLAIRE. - Soient X un élément décomposable, ¢, , @2 g ses @n ses idéaux

premiers associds. Si, pour tout i , il existe une décomposition telle que le com-

posant ®i-primaire soit Qi s ON a

X:Qlﬂ-oonQno

’ s
PROPRIETE 5. ~ Soit X un élément décomposable. Il existe une décomposition ré-
duite X = Q1 N eee n Qn , Ou les Qi sont d'exposant minimum et sont minimumpour

cette propriété.

Rappelons que l'exposant de Qi est le plus petit entier o tel que

Soient XeL et Ce G.Lles (X.° Gp)neN constituent une suite croissante.
Elle est donc stationnaire. Il existe n , X .° C = X .° o+,

L'élément X[Gﬂ =X . & est appelé frontiere de X par C .

r ¢
THEOREME 4. - Un élément quelconque de L n'admet qu'un nombre fini de frontiéras.

r s
PROPRIETE 6. - Pour que X # U soit primaire, il faut et il suffit que X et U

soient ses seules frontiéres.

LA 4
PROPRIETE 7. - Soit X = QN «een Qn une décomposition en pi-primaires. Si
Qg e, e » Ppoet AP oy P,
X[a] :an oo.‘n Qmo
81 X=0Q; n.een Q, » le segment [1 , n] peut &tre ordonné par

s o< 4 . .
18] <=> GDiE@j
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N Q, est appelé composant isolé de X y 51 J est une partie héréditaire de
jeJ *
[1 s ] &
7 g
THEOREME 5. = X' (£U et # X) est un composant isolé de X si, et seulement
s'il existe d tel que X[a] =X,

Les composants isolés sont donc indépendants de la décomposition.

A ces propositions (dont on trouvera la démonstration dans [47) , nous pouvons
joindre les propriétés suivantes.

’ s
FROPRIETE 8. - Soient X &L et @ premier, différent de & .
{v | 3mée, mvcx
admet un maximum I = X]&’[ » Cet élément est une frontitre de X ,
I."Mm=1 quel que soit mé@.

Soit I =X."d un élément maximal parmi les X ." M oy N e .

S1 C£FP, ACZP , mais GCcC U .

Xo'aSXo.aC Xo.a'—‘X-‘aC:(X.'a)o.C’

donec I I o. Co

il

Si W cX avec M£P,

I est donc maximum.
r o . .
Pour tout r , & £P ,donc (X.' @) ." & =% ."a
X.o ar+l=X.. a
I:X .
[a]

EROPOSITION 9. - Soit X = Q N eeen Qn une décomposition réduite en Pi-pri-
maire et P premier différent de & .

Si Py ees, P.CP, Bapl 9 oo @ngﬁ" » alors

X]@[ :Ql N eoe ﬂQr ]

En effet, on sait que X]@[ = X[aj avec & £ @ , donc
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CLEP 5 vue s P

D'aprés la propriété 7,
X[a]:anaoo nQS, I'SS.
Cette décomposition est réduite. Or, ODS est un résiduel & gauche propre de X[&]
(Cfo [4:', 'thé!)réme 804).

X[a] . @S > X[a] ’

P, c®,donc ssr, s=r.

II

DE'FINITION. - 51 Q4 €%, nous désignerons par R(d) 1'intersection des dléments

premiers qui contiennent « .

Notons que si & et L coincident, cette notation est compatible avec la défi-

nition du radical donnée précédemment.

LEME 1. - Soient Q € L, P-primaire et Y 40Q ,
R(Q .. Y) :(Po

En effet, il existe n tel que (PnUgQ s donc (PnYEQ s
Mca'.y  Pcr@"‘. Y

Q@'Y YcQ et TQ = C'uYce, RQR' Y cep.

PROPOSITION 10. - Soit X = Q@ Nneeen Qn une décomposition réduite.

(8) Pour tout résiduel a gauche propre premier @ de X, il existe Q , diviseur
P-primaire de X tel que

McQ et MEX => REX .M £ .
® est un résiduel & gauche propre de Ytun des Q;  ([41, prop. 4.6), soit Q,
Mais Q n'admet qu'un seul résiduel a gauche propre premier.,

P=F .
81 McQ, , Mgx, Mng,...,QS, Mggs+l,...,qn, l§s<n,

X .. M: (QS-I-]- ’o M) Neoe N (Qn .. }’I) s (R.(X .o M) = ODS-F]- N eee N @n .



23-06

Si R(X°*. M =@ , onadonc P = P, pour un i>1, ce qui est impossible

car la décomposition est réduite. Donc,

RX e M £F.

PROPOSITION 1l - Soit X =Q; N ... n Qn une décomposition réduite.

(B) Si @ est un résiduel & gauche propre de X , tout diviseur premier minimal

® de @ est un résiduel & gauche propre de X . Si « 2e, a'.eEd.

Soit @=X"e ¥, YEX, YAQ ;0,8 , YCQ ;500 Q , IsTSD,

a:ﬂ(Qi‘.Y), oz(&)_—.ﬂ@i,
i igr
ne, ce, i, P, cP, P, =F.
iSI‘l— 1 - 1

D'aprés le théoréme 8.4 de [4], ® est un résiduel & gauche propre de X .

On peut supposer que [l (Qi ‘. Y) est sans éléments superflus. Supposons éga-
igr
lement que € = @r y

@¢@1""’@Sy @S@S”_""’ r

il existe h tel que, pour tout i€ [s+ 1, r], P, UCQ , P YC Q.
Phca, . Y.

Distinguons 2 cas :

-5 s>0,

Dans les 2 cas, ¢ . eP Ad,donc a4 . PP,

VA
THEOREME 6. - Les conditions (A) et (B) sont nécessaires et suffisantes pourqutun

élément X € L soit décomposable en éléments primaires.

On vient de montrer que ces conditions sont nécessaires. Montrons qu'elles sont

suffisantes.

IEMME 2. - Soit @ un résiduel & gauche propre de X « Il existe des diviseurs

premiers minimaux de & o R(9) est l'intersection de ces éléments.
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by

Les résiduels & gauche de ¢ sont des résiduels & gauche de X , donc ils véri-
fient la condition maximale et la condition minimale. Par suite, les résiduels &
droite de & vérifient également ces deux conditions.

N

De proche en proche, on voit que les résiduels a gauche de " B vérifient la
condition maximale (quel que soit B ). La démonstration du théoréme 3.1 de [4]

peut donc s'appliquer ici.

I1 existe @l g see @n premiers tels que
cal ese P &5 C U ’ (51'. EcCc P, .
' n - - i
Soit @n+l un diviseur premier de d . On a alors
@1 ‘ee @n+l cda, ac @i pour tout 1 .

Le lemme en résulte immédiatement.

IEME 3. - Soient & =X *. Y un résiduel & gauche propre de X , @ £§& divi-

seur premier minimal de @ . Il cxiste M £ @ avec RA °*. M) =F@ .

Ona @#8& , done
A£6& .

Soit & . M maximal parmi les ¢ *. C oh CE£f . MEP , donc M£A clest-
a-dire MY £ X .

@ *eM=X".TY est un résiduel & gauche propre de X . Son radical est 1'in-

tersection des éléments premiers minimaux @' qui le contiennent.

@ .mmncoace, aQ*emce, 6. MAE .
D'aprés la condition (B),

@*.m *.Proda.m, @ e P A e X
d'ol, en raison du caractére maximal de A& ". W ,

Prace, Prce, Gcd* McPtch.

’

R(E@ . M) =@,

Comme ¢ est minimal, @' = @

Démonstration. = Si X = U , le théoréme est trivial. Supposons X £ U .

Soient @, , .. , @n ses résiduels & gauche propres premiers. Soient Qs eeey Qn
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les diviseurs @i—primaires qui leurs sont associés par la condition (4).

X_C_T: Ql.

n
lgsn
Supposons X cT ;3 X', T =d est un résiduel & gauche propre. Soit @ un di-

viseur premier minimel de & . D'aprés (B), ® est un résiduel & gauche propre de

X , par exemple f = @,
Distinguons 2 cas.
1o @£ &, D'aprés le lemme 3, il existe M4 P,
R *e M =@,

mEEG, M=IT £X, McT, € . M=X".M.Onadne ME£X, McQ, et
R(X "« M) = @, ce qui contredit la condition (A).

2581 P=5, f =5&,

Ona T£X, Tc Q , RX *. T) = ®, , contradiction.

I11

Soit (%, L) wune G-algdbre modulaire et noethérienne.

Nous dirons qu'un élément A € L satisfait au lemme d'Artin-Rees, si

V3et, ¥Yn, 3m, "uaprcata,

On dira que L satisfait au lemme d'Artin-Rees, si tout élément A € L posséde
cette propriété.

L. IESTEUR et R. CROISOT ont montré [3] que la décomposition en &léments primai-

res est possible dans L , si et seulement si L satisfait au lemme d'Artin-Rees.

Soit A eL, L'= (A] 1la sous-algdbre définie par A .

4
’I‘HéOREME 7. = L satisfait au lemme d'Artin-Rees si, et seulement si A , L! et
L/L' y satisfont.

Supposons que L vérifie le lemme d'Artin-Rees.

Solent BCA, d€T,et n.Ilexiste m tel que

s"yapcdp.
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A fortiori, 8" AABca"B.

Soit ¢ 1l'homomorphisme L - L/L' . Soient B' € L/L' , 3 € & et n . Consi-
dérons un B € L tel que ¢(B) = B' . Il existe m tel que

SPUA(B+a) @+
d'ol, par modularité,
E"U+8) AB+A) =A+[3"UAB+A]TCAIE A .
En remarquant que ¢ est un isomorphisme entre les treillis |A) et L/L! s
3" o B ad B,

Inversement, supposons que A , L' et L/L' vérifient le lemme d'Artin-Rees.

Soient BelL, 3 €%, n3x0.

Il existe r 2 n tel que

T AAB=3" aAaBAACI (B AL .

I1 existe m>r ,
amUAAsgrA.

I1 existe s > m tel que :

(38U+A)A(B+A)ng(B+A)+A=8mB+3mA+A,

donc
*vaBca®B+a.
On aura
UABc(B+a) a3®Uc (@®B+n) ad"y,
cdB. aad"y ,
cd"B+ g
donc

FUABc(B+F2) aB=FB. (Fanp,
FUABc B+ PBaL) c®p, Ppolp

ce qui prouve que L satisfait au lemme d'Artin-Rees.
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I1 ne semble pas qu'on puisse simplifier le théoréme en supprimant la condition
sur A (cf. l'exemple donné dans [4], page 54 ; considérer la sous-algebre engen-
drée par A ). Dans le cas des modules sur un anneau commtatif, on connaft cepen-
dant des résultats plus préeis ([1], §2 , exerc. 23, p. 172).

De nombreux travaux ont été consacrés a la décomposition en primaires dans les
anneaux non commutatifs. Pour faire le lien entre ces travaux et la théorie géné-

rale dans les OG-algébres, on peut utiliser la caractérisation suivante :
PROPOSITION 12. -~ Soient R un anneau, X wun idéal & gauche de R . X est
primaire si, et seulement si
eRb CX et bgX => ae R (X .

Supposons cette condition réalisée. Si W c X, YZ£ X . Ilexiste beY~-X.
Si aed, abcX, domc aeR (X)), il en résulte

af_:_ﬁl(x) .
Inversement, si aRb c X, b £ X . Si R (X) =R , on a évidemment a € Rl(X) .
Supposons R, (X) £R .
RaRRbcCcX, donc (R aRRD cX.
Comme X est primaire,
RbCX => R (b] €X ==> (b|] €CX == beX,
done

Rb£X.

(RaR)ERl(X) , RaRE(Rl(X).
A fortiori,
(a)3 c Rl(X) .
Mais ﬂl(X) est premier, donc

@ ch®, ack® .
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