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SUR LA DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS PRIMAIRES DANS LES T-ALGÈBRES

par Alain BIGARD

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n° 23 16 mars 1964

Le présent exposé comporte trois parties. Dans la première partie, nous rappe-
lons les résultats essentiels exposés par L. LESIEUR et R. CROISOT dans ~q.~, cha-
pitre V. Nous renvoyons à cet ouvrage pour la définition et les propriétés géné-
rales des 0-algèbres.

Dans la seconde partie, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour

. 
que la décomposition en éléments primaires soit possible. On trouvera à la fin une

bibliographie sommaire sur les différentes solutions qui ont été apportées à ce

problème dans le cas des anneaux. L. LESIEUR et R. CROISOT ont montré que l’exis-

tence des décompositions est liée au lemme d’Artin-Rees.

Nous étudions, dans une troisième partie, comment cette condition se transfère
aux algèbres-quotient.

I

Soit ~~ , L) une ~--algèbre satisfaisant à l’axiome D, c’est-à-dire que les
résiduels à gauche et les résiduels à droite de tout élément de L satisfont à la

condition maximale.

Nous noterons en lettres droites les éléments de L, en lettres rondes les élé-
ments de E .

THEOREME 1. - S1 X | B m, X .. u} admet un élément maximum,
qui est l’ intersection des éléments premiers minimaux contenant X ’ . U .

,

DEFINITION 1. - L’élément introduit par le théorème 1 est appelé radical primaire
de X et noté ~~ (X~ .
Si L et L coïncident avec le treillis des idéaux bilatères d’un anneau, ce

n’est autre que le radical de Baer-McCoy.

DEFINITION 2. - Q E L est dit primaire si



La propriété écrite à gauche de l’implication signifie que a est contenu dans
un résiduel à gauche propre de X . La définition peut donc se formuler de la ma-
nière suivante 1

ou encore, si Q ~ U ,

En effet, si Q ~ U , il admet des résiduels à gauche propres premiers. Q. est

contenu dans ces résiduels, donc Q .’ Q .

.PROPRIETE 1. - Soient X..... , X 6 L ,

THÉORÈME 2. - Pour que X/U soit primaire, il faut et il suffit qu’il admette
un seul résiduel à gauche propre premier P qui soit élément premier minimum con-
tenant X . U .

P est alors le radical de X. Il est commode de dire que X est @-primaire.

COROLLAIRE. - Tout élément primaire est primai.

PROPRIETE 2. - Si Q e L U) et P sont tels que

1° 03B1X ~ Q et X ~ Q ==> a c P ,

2° ~ n , 

alors P est premier et Q est P-primaire.
~ ~

PROPRIETE 3. - L’intersection d’un nombre fini d’éléments @-primaires est P-
primaire.

Ceci résulte immédiatement de la propriété 1.

DEFINITION 3. - Une intersection X = ... n Q. où Q. est Pi-primaire,
est dite réduite si 

n 1 i

1° Il n’y a pas d’élément superflu,
2° Les P~ sont deux à deux distincts.

Etant donnée une décomposition, on peut toujours se ramener à une décomposition
réduite (Propriété 3).



THÉORÈME 3. - Deux décompositions réduites d’ un même élément comme intersection
d’ éléments primaires ont le même nombre d élément s et éléments premiers as--

SoCleS.

Comme tout élément primaire est tertiaire, ce théorème est une conséquence du

théorème d’unicité pour les décompositions tertiaires.

~r
PROPRIETE 4, - Soient x ~ Q n ... n Q _ Q ! n ... n Q’ deux décompositions

1 n 1 n

réduite s où Q . et Q t sont Pi-primaires, on a
z 1 1

COROLLAIRE. - Soient X un élément décomposable~ ~ ~~ ~ ... ses idéaux

premiers associés. Si, pour tout i ~ il existe une décomposition telle que le com-

posant Pi-primaire soit Q. , on a

PROPRIETE 5. - Soit X un élément décomposable. Il existe une décomposition ré-

duite où les Q, 1 sont d’ exposant minimum et sont Dtlnimumpour

cette propriété.

Rappelons que l’exposant de Q. est le plus petit entier o tel que

Soient X E L Les {X . ° constituent une suite croissante.

Elle est donc stationnaire. Il existe 

L’élément X = X .’ Cn est appelé frontière de X par C .

r (
THEOREME 4. - Un élément quelconque de L n’admet qu’un nombre fini de frontières.

~ ~
PROPRIETE 6..- Pour que X ~ U soit prima.ire ~ il f aut et il suf f it que X et U

soient se s seule s frontières.

r ,~
PROPRIETE 70 - Soit X = ... n Q une décomposition en p.-primaires. Si

03B1 ~ P1 , ... , Pm et 

Si X = Q 1 n ... segment C 1 ~ n~ peut être ordonné par



n J Q. est appelé composant isolé de X, si J est une partie héréditaire de

[1 , n] .

THEOREME 5. - X’ (~ U et ~ X) est un composant isolé de X si, et seulement
s’il existe ~, tel que = X’ .

Les composants isolés sont donc indépendants de la décomposition.
A ces propositions (dont on trouvera la démonstration dans ~q.~) , nous pouvons

j oindre les propriétés suivantes.

PROPRIETE 8. - Soient X E L et P premier , différent 

admet un maximum I ~ Cet élément est une frontière de X s

Soit I ~ X . ~ ~L un élément maximal parmi les X .’ ~ 

mais 

Si avec ~ ~ 6~ ’

1 est donc maximum.

BROPOSITION 9. - n ... n Qn une décomposition rédu.ite en P.-pri-
maire et P premier différent de ~ . 

n p en Pi-pri-

En effet, on sait que X[03B1] avec 03B1 ~ P , donc



Diaprés la propriété 7,

Cette décomposition est réduite. est un résiduel à gauche propre de Xr(cf. [4], thécrème 8.4). 
s -’

II

DEFINITION. - Si a = S , nous désignerons par l’intersection des éléments
premiers qui contiennent d .

Notons que si S et L coïncident, cette notation est compatible avec la défi-
nition du radical donnée précédemment.

LEMME 1. - Soient Q ~ L , P-primaire et Y / Q ,

En effet, il existe n tel que G~n U ~ Q , donc 6~n Y c Q ,

PROPOSITION 1°. - Soit X = Qi n . o . n Qn Une décomposition réduite.
(A) Pour tout résiduel à gauche propre premier P de X , il existe Q , diviseur
P-primaire de X tel ue

~ est un résiduel à gauche propre de l’un des Qj_ ([4], prop. 4.6), soit Q .Mais Q~ n’admet qu’un seul résiduel à gauche propre premier.



Si ~~X ’ . M~ ~ ~’ , on a donc ~ = pour un i > 1 , ce qui est impossible

car la décomposition est réduite. Donc,

PROPOSITION 11. - Soit X = Q 1 n ... n Q n une décomposition réduite.

(B) est un résiduel à gauche propre de X, tout diviseur premier minimal

(P de d est un résiduel à gauche propre de uL ~ . 

D’après le théorème 8.4 de [4], P est un résiduel â gauche propre

On peut supposer que ~ (Qi .. Y) est sans éléments superilus. Supposons éga-

lement que P = Pr ,

il existe h tel que, pour tout ie [s + 1 , r] , Phi U ~ Qi , Ph Y ~ Qi ,
’. Y.

Distingu.ons 2 cas :

Dans les 2 cas, a B Ph ~ 03B1 , donc a B (P ~ 03B1 .

THÉORÈME 6. - Les conditions (A) et (B) sont nécessaires et suffisantes pour qu’un
élément X ~ L soit décomposable en éléments primaires.

On vient de montrer que ces conditions sont nécessaires. Montrons qu’elles sont

suffisantes.

LEMME2. - Soit CL un résiduel à gauche propre de X . Il existe des diviseurs

premiers minimaux de R.. (R(OL) est l’intersection de ces éléments.



Les résiduels à gauche de a sont des résiduels à gauche de x , donc ils véri-

fient la condition maximale et la condition minimale. Par suite, les résiduels à

droite de c~ vérifient également ces deux conditions.

De proche en proche, on voit que les résiduels à gauche de c~ .’ a vérifient la

condition maximale (quel que soit ~i ) , La démonstration du théorème 3.1 de [4J
peut donc s’appliquer ici.

Il existe 6~~ ~ . , . ~ 6~n premiers tels que

Soit un diviseur premier de d . On a alors

Le lemme en résulte immédiatement.

LEMME 3. - Soient 03B1 = X ’ . Y un résiduel à gauche propre de x i P ~ E divi-
seur premier minimal Il existe ~ P avec R (03B1  M) = P .

Soit a*. J!L maximal parmi les a*. C où C ~ P . M ~ P , donc c’est-

à-dire 

est un résiduel à gauche propre de X. Son radical est l’in-

tersection des éléments premiers minimaux ~’ qui le contiennent.

D’après la condition (B~ ~

d’où, en raison du caractère maximal de 

Comme P est minimale P’ = P ,

Démonstration. - Si X = U , le théorème e st trivial. Supposons ~ ~ U .

, 

Soient (P~ ~ ... ~ IP n ses résiduels à gauche propres premiers. Soient Q~ ~ . s. ~ Q n



les diviseurs qui leurs sont associés par la condition ~A~ .
1

Supposons X c T ; X ~ , T = t~ est un résiduel à gauche propre. Soit P un di-

viseur premier minimal de ~L . Diaprés (B), 4~ est un résiduel à gauche propre de

X ~ par exemple 

Distinguons 2 cas.

la ~’ ~ ~ . D’après le lemme 3, il existe ~’~ ~ ~ ,

~’, ?il= x ’. M. Onadonc M~X ~ et

‘. M) _ ~’ , ce qui contredit la condition (a~~ .

On a T ~ X , T ~~~ ’ , T~ _ 6~’. ~ contradiction.

III

Soit ~~ ! L) une 0-algèbre modulaire et noethérienne.

Nous dirons qu’un élément A E L satisfait au lemme d’Artin-Rees, si

On dira que L satisfait au lemme d’Artin-Rees, si tout élément A E L possède
cette propriété.

L. LESIEUR et R. CROISOT ont montré [3] que la décomposition en éléments primai-
res est possible dans L ~ si et seulement si L satisfait au lemme d’Artin-Rees.

Soit A L’ = (Aj la sous-algèbre définie par A .

THEOREME 7. - L satisf ait au lemme d’Artin-Rees sir et seulement si A s L’ t et

L/L’ y satisfont. 
__

Supposons que L vérifie le lemme d’Artin-Rees.

Soient B 5 A, n. Il existe m tel que



A fortiori, A A B c B .

Soit c~ l’homomorphisme L -~ L/L’ . Soient L~L’ ~ ~ E ~ et n . Consi-

dérons un B E L tel que c~ ~B~ - B’ . Il existe m tel que

d’où , par modular it é,

En remarquant que (p est un isomorphisme entre les treillis lA) et L/L’ :

Inversement, supposons que A ~ L’ et vérifient le lemme d’Artin-Rees.

Soient E ~ f n ~ 0 .

Il existe r ~ n tel que

Il existe ~ ~ r ,

Il existe s > m tel que :

ce qui prouve que L satisfait au lemme d’Artin-Rees.



Il ne semble pas qu’on puisse simplifier le théorème en supprimant la condition

sur A (cf. l’exemple donné dans ~4~’ page 54 ; considérer la sous-algèbre engen-
drée par A ). Dans le cas des modules sur un anneau commutatif, on connaît cepen-

dant des résultats plus précis ~~~~, ~ 2 ~ exerce 23, p. 172).

De nombreux travaux ont été consacrés à la décomposition en primaires dans les

anneaux non commutatifs. Pour faire le lien entre ces travaux et la théorie géné-
rale dans les 0-algèbres, on peut utiliser la caractérisation suivante :

PROPOSITION 12. - Soient R un anneau, X un idéal à gauche de R. X est

primaire si, et seulement si

Supposons cette condition réalisée. Si Y ~ X . Il existe 
Si aRb c x , donc il en résulte

Inverse:~nt ~ si aRb c X ~ b ~ X . Si ~.l (X) = R , on a évidemment a E 6t1 (X) .
Supposons GZ~ (X) ~ R .

Comme X est primaire,

Mais R1 (X) est premier, donc
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