MARIE-LOUISE DUBREIL-JACOTIN

Sur les applications homomorphes d’un demi-groupe
ordonné sur un groupe ordonné

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 17,1n° 1 (1963-1964), exp. n° 10,
p. 1-11

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1963-1964__17_1_A9_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1963-1964, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1963-1964__17_1_A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séninaire DUBREIL-PISOT 10-01
(Algebre et Théorie des nombres) 17 févpier 1964
17e année, 1963/64, n° 10

SUR IES APPLICATIOLS HOMOMORPHES D'UN DEMI-GROUPE ORDONIE
SUR UN GROUPE ORDOINE

par Mme Marie-Louise DUBREIL-JACOTIN

§ 1

-

Dans ce qui suit nous considérerons deux ensembles S et S munis chacun :
1° d'une loi de composition interne notde multiplicativement,
2° d'une relation d'ordre notée < .
La relation d'ordre étant isotone par rapport & la multiplication s

agb => xag<xb et axg bx quel que soit xesS,

A

E b = Xa < xb et ax < bx quel que soit x e 8 .

On dit que S est ima image homomorphe de S, s'il existe une application surjective

h de S sur S qui est :

1° un homomorphisme pour la multiplication ab = ab s

2° isotone pour 1l'ordre : Db - a <b,

nous appellerons h wun homomorphisme isotone de S sur & .

Soient h un homomorphisme isotone de S sur S s ® 1'équivalence d'applica-
tion, S/R 1'ensemble quotient ; A € S/R sera la classe des &léments 8 € S
tels que h(av) =a€s.

—

Ordonnons S/R par LgB <= -z;\<b : les ensembles S/R et S sont alors

isomorphes en tant qu'ensembles ordonnés 5 le théoréme 4'homomorphisme pour les
groupoldes nous apprend aussi qu'en définissant AB comme la classe des éléments
ab, ael, beB, S/R est isomorphe & S en tant que groupoide. De sorte
qu'en tant que groupo‘ide ordonné, S/R est image isomorphe de S s et 1'applica~

tion canonigue a —+5 2 fournit un homomorphisme isotone de S sur S/R .

Réciproquement, & toute équivalence R de S s compatible avec 1'opération, cor-
respond, par l'application canonique, 1'image homomorphe S/R , et 1'application
canonique est isotone si 1'on peut ordomner S/R pour qu'il en soit ainsi, ce
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qu'on exprime en disant que R est compatible avec la relation d'ordre.

Rappelons la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi.

Soient A, A, , ..., An une suite finie de classes toutes distinctes. Nous

dircons qu'elles forment une chaine issue de A si ¢

3 a5 e A, a eb, ., a, € An s a] €h, ooy aé_l e b

<a .

] !
tels que ay <a; , 2] <ay, , <...y, 8 "

R est compatible svec la relation d'ordre si et seulement s'il n'existe,

dans aucune classe distincte de A d'une chaine issue de A4 , un élément de S

plus petit gu'un élément de £ .

On définit alors dans S/R 1la relation d'ordre par :

(si A#B) A<B si B fait partie d'une chaine issue de LA .

Cette relation n'est autre que la fermeture transitive de la relation
A précede B si 3 a €l et beB avec a<b .

Signalons encore la propriété suivante : Chague classe d'une équivalence compa-

tible avec la relation 4'ordre est convexe.

La recherche des homomorphismes isotones de S est donc équivalente & celle des
équivalences de S compatibles avec l'opération et avec la relation d'ordre.

Cas particuliers.:
16 81 S est un groupe : il est bien conmu qu'une équivelence dans S est

compatible pour 1'opération et pour 1l'ordre si et seulement si sa partition est
la décomposition en classes par rapport & un sous-groupe & la fois distingué et
convexe. (La compatibilité avec 1l'ordre résulte ici de la propriété plus forte, fa-

cile & vérifier : si a#b, a<b, V a'=z=a, 3 b'=b svec a' <b'.)

2° Si 1'ordre dans S est a | b pour a #b , toute image homomorphe S

de S répond & la question, quel que soit l'ordre de S .

3° Si 1'ordre dans S est a H b sia £ B , et s'il existe un homomorphisme
isotone de S sur S , il est évident que 1l'équivalence d'application est moins
fine que 1l'équivalence "zig-zag" utilisée avec succés par BLYTH pour étudier la

structure, en tant qu'ensemble ordonné, d'un groupoide résidué.

Je rappelle la définition de cette équivalence, dont les classes sont les "par—

ties détachées" du diagramme de Hasse ¢
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a=al (p) <=> d By eee 5 B

en nombre fini tels que
| '
aH/al’ coe >ail'fai+l y o 9an/H3~ .

D'aprés sa définition et 1l'isotonie de la multiplication par rapport & la rels-
tion d'ordre cette équivalence est réguliére & gauche et & droite, et S/p fournit

une image homomorphe et isotone de S .

BIYTH a montré dans sa thése que S/p est un quasi-groupe si S est résidué,

quasi=-groupe qui est un groupe si S est un demi~-groupe.

A vrai dire on voit facilement que ces propriétés subsistent dans des conditions

plus générales.

L'existence des quotients est assurée si S est "quasi-résidué" au sens suivant :

V a et besS,

I

(@ eb)y={x; xbgal#y
(@ by={x; bx<al#¢g

ce que nous exprimerons par {a ". b) et {a .’ b) existent, et la régle de sim-

plification pour p est également vraie si S est "fortement guasi-résidué" au

sens suivant : Quels que soient a et b e S les quasi-résiduels & gauche et &
droite {a ". b) et {a ." b) de a par b sont filtrants supérieurement, ce
qui est a fortiori vrai si S est résidué, c'est-i-dire si les {a *. b) et

(a «' b) ont chacun un élément maximun.

Ceci résulte de la propriété suivante : Si S est fortement guasi-résidué et si

u=v (p), V x, tout élément de (u . x) est congru mod p & tout élément

de v °'.ex).

Si on a alors ax = bx (p) , puisque a€ ax ". x) et b e(bx ". x) , on en
déduit a =b (p) , et une démonstration analogue donne la régle de simplifica-

tion & gauche.
On peut donc énoncer en particulier :

Si D est un demi-groupe fortement quasi-résidué, p 1'équivalence zig-zag :

D/p est un groupe image homomorphe et isotone de D .

4° Enfin un cas particulier fondamental du probléme général est fourni par la
théorie d'Artin~Priifer.
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S est alors un treillis multiplicatif avec &1lément unité : clest le treillis o
des idéaux fractiomnaires d'un anneau @ commutatif intégre et unitaire. On sait
que 3 est résidué.

L'équivalence d'application de la fermeture considérée par PRUFER :

g -T=e: (e
(o e , élément unité de & , est l'anneau d ), équivalence qui est aussi 1'équi~
valence d'Artin :
A=A si e:T=e: U

donne une image homomorphe et isotone de S , S = S/&e cqui est un groupe si et

seulement si o est intégralement fermé, c'est-a-dire 4 ; A =e pour tout

% 3 (propriété qui a lieu si O est complétement entier fermé) .

§ 2

o~

les résultats dont je vais parler maintenant généralisent ceux d‘ARTIN-PREFER et
aussi les généralisations qui ont été faites par I. MOLINARO et J. QUERRﬁ. Ils sont
contenus dans un article présenté par L. FUCHS [3] aux Acta de Szeged en décembre
1962 et dans un article du Bulletin de la Société mathématique de France [2].

Dans la théorie d'Artin-Priifer, 1'élément unité e de S est élément maximum
de sa classe, et tout élément dont 1'image est plus petite que e est lui-méme

plus petit que e .

Nous nous limiterons, dans ce gui suit, & 1'étude des images homomorphes et iso-

topes S de S gui sont unitaires et telles que, R étant 1'éguivalence d'applica-

. "1 s 8 . > . o N
tion, le noyau N = h” (@) ait un élément maximum & , et qui satisfont & la con-

dition @
-18 _ S
® h(e) c&
s . < o 2 2
en désignant par & la section commengante de a , ensemble des éléments de S

qui sont La.
I1 est essentiel de remarquer :

1°© Ia condition imposée @ est automatiquement satisfaite pour les équivalen—

ces d'application Sw d'une application de fermeture ¢ de S dans S .

En effet, S = ¢(S) est ordonné par la relation d'ordre de S , et l'isotomie
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de ¢ est précisément un des axiomes de fermeture. Si 1'équivalence d'application
& est compatible avec la multiplication, S/SLP ordonné par AL <B <> a <Db

( A classe ayant a comme élément maximum) est image homomorphe et isotope de S,
et il en est de méme de S , avec dans S 1'opération a x b =ab . Si cette image
est unltalre, la classe u_nltg K admet un élément maximum & , et A <N est équi-

valent & a < € ; donc AC E, , et @ est vérifiée.

2° On peut trouver dans un p. 0. demi-groupe S* convenable une équivalence

R telle que S*/R fournisse une image homomorphe et isotone de s* qui soit un
groupe, et telle gue la condition ® soit satisfaite, mais telle que ® ne soit

pas équivalence d'application d'une fermeture de S° dans S .

Les solutions trouvées comprendront donc seulement comme cas particulier celles
fournies par les fermetures.

§ 2

Etudions maintenant les propriétés entrainées pour S par 1l'existence d'une
image homomorphe et isotone 8 = h(S) vérifiant la condition ® .

1°¢€°. a) existe pour tout a €S dont 1'image a est inversible & gauche.

== -1~ -
Soient a'sa=e et a' €h (a') jona: h(a'a) =a'a=e, donc a'agé,
c'est-a-dire a' € (§ °, a) .

<
2°0na (& . EY=(E." &) =&, c'est=a~dire : le résiduel 3 gauche et a

droite de & existe et est & .

T,done £ gE,don Ee(f.E) et Ee(E." &) . De
\<<§'2 s, donc v e . E), et dembme v elE. E).
)

]

On a h(E,z) T.e =
plus, ug<§ => u
Enfin si v €(§ . &) , ona vELE; donc h(v) h(&) <h(&) =¢ , c'est-a-dire

v<e , et ® entraine v g¢.

3 8i a et b ont méme image dans S, (& . a) et (& °. b) existent

en méme temps et sont égaux.

Soit x € (§ *. a) , c'est-i-dire xa < £ 5 donc h(x) h(a) €T . Mais
h(b) = h(a) , donc h(x) h(b) £T, d'oh xb L&, (& °.b) existe, et

€ a)yc (g ).

On démontre alors de méme :
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I1 en résulte que : Si les quasi-résiduels (& . a) existent pour tout a e S
1'équivalence d'application de 1'homomorphe h est plus fine gue 1'équivalence :

G_(,::azb, si (E e a)=(8 ". b) .

Comme (& "+ a) = (& *. b) entraine évidemment (& ‘. xa) = (& *. xb) , cette

équivalence est réguliére 3 gauche.

4° Si a est inversible & gauche, et si (a .' a) existe, on a
<

(a ." a) & &

Soit x e (a ." a) , donc ax <a . Soit a' , telque a'a=ze.Ona a'agét,

d'ol a'ax £ € ; il en résulte a'ax < e , c'est-d-dire x <e et x <&

Supposons de plus que S est un groupe. Alors : Tous les (§ °. a) et (&.' a)
existent. § est élément maximmde U (a *. a) et U (a .® a) , les réunions

étant étendues & tous les (a . a) et (a .’ a) qui existent.

. -1 =L .
On a vu, dans le 1°, que si a' e A (o A est la classe inverse de la clas-

se A de a) onavait a'e (£ . a) , donc

ale el ay .

’ "'l S . 0 I .
Les éléments a' de A sont caractérisés par la propriété suivante :

-

{ a' € (g . a),

(%) 9
{ xa' €(§ . a) => xg¢&.
o "l ]
a. Soit a' e A et xa' € (§'. a) , onadonc xa'a <&, donc
xa—;—x<_e-,donc x£L§ .
b.So:.tae(E.a} tel que xa'e(c';.a>_._>x <E.O0na a'ageg,
donc a'a <e . Mais S &tant un groupe 3 b tel que b.(a'a) = e . Donc

balag &, ba' € (g . a) et b<t et Dge.

On en déduit

c'est-a-dire a's = e .
Ce Qo Fo D.

La propriété (%) a été introduite par FUCHS qui appelle les éléments de (& °. @

qui la vérifient : "left multiplicatively maximal elements". Nous les appellerons,
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pour simplifier, &-éléments de (& . a) . De plus, si a" € (§ . a) est plus
grand qu'un $%-élément a' , la condition xa" € (& . a) entratnant =xa' € €°. 9,
a" est aussi %-élément. Donc, si le résiduel (& °. a) existe, il est élément
maximm de la classe A~ , inverse de la classe A de a supposée exister (la
réciproque étant inexacte : un élément meximum de 2 oest seulement maximal dens
(¢ " a)), et A"l existe (c'est-a-dire (& . a) admet des @-éléments) si et
seulement si £ °. a est un %-élément de (& °. a) .

On a vu dans le 3° que si h(a) = h(b) , on avait (g . a) = (& *. b) . Nais si

(€ "« a) =(& "+ b) , les B-éléments de (& '. a) sont les &-éléments de

(& "+ b) , donc at gt et par suite A =B, donc h{a) = h(b) , et on a :

Lorsqgue S est un groupe, 1'éguivalence d'application est 1'éguivalence d'Artin

by

généralisée a@ équivalence prise pour les résiduels & gauche, mais qui, étant
1'équivalence d'application de 1'homomorphisme considéré, est, pour la méme raison,

aussi bien 1'équivalence prise pour les résiduels & droite.
On a d'ailleurs une propriété plus forte que 1'égalité ae = Sa :

& est égui-résiduel c'est-d-dire (& *. a) = (£ .' a) pour tout a .

Soit x e (§ °. a) c'est-i-dire xa < &, xa <e . Il en résulte 21}2.55; ,

ax.a.a' gaa' = e et ;u—csg; donc ax <&, x € (& ." a), et de méme

(& " ays (g .a).

En résumé, nous avons montré :

Y —

A un isomorphisme prés, il existe au plus une image homomorphe et isotone S de

S qui soit un groupe, si on suppose gue le noyau a un élément maximum & et que
la condition ® est satisfaite : & est en effet 1'élément maximum des ensembles

U(a ‘. a) et U(a .’ a) , donc est unique et 1'éguivalence d'application est uni~

voguement déterminée : c'est 1'équivalence d'Artin généralisée

ae : a=b si (£ .a)=(".Dp).

§4

Voyons maintenant & quelles conditions suffisantes nous aurons effectivement un

tel groupe homomorphe S .
A tout &lément & de S tel que :

<
(1) <€ .8 =(§ ."& =&,
() (& °. a) existe pour tout a €S et (& °. a) = (& .°ay ,
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on peut associer 1'équivalence ag , et S = S/fl8 est une image homomorphe de S .

On vérifie sans peine que si & *. b existe :

(€ *vaby =((& *. b) . a)

on a donc :

(€ v al) =((g " &) . a) =(& . a)

c'est-a-dire af = a et de méme &a = a . Donc S est unitaire, le noyau E = N

étant la classe de & 3 on a de plus

ce

N admet & comme élément meximum.

En effet : N = {nv s (& . nv> =& ", &} . 0n a donc
4 n, eN: £ e(E”. n\)} s
c'est=d~dire
<
&n <& et n, e .0 & =¢&,
Enfin on peut ordonner S/ﬂe pour que 1'application canonigue soit isotone et

que la condition @ soit satisfaite.

1° En effet ae est compatible avec la relation d'ordre.

Si on avait en effet une suite finie d'éléments :
< ' < ' o000 ' '
a<a , a a2,a2<a3, ,an_l<an,an<a,
avec

aéal, a; = a; , ai;éaQ, 8y =8y 5 ees a, sa , ar'l,éa,

de a <a; résulterait (& *. a)2 (& °. CIDN

de a;l_l <a résulterait (& °. ar'l_l) 2 (&, an> = (& ", ar,1>
et, de proche en proche, (& °. a;)2 (& . a);

dtor <& °. a) = (& ", al) contrairement & 1'hypothdse.

2° La condition ® est vérifide. Elle résulte immédiatement de ce que, si
llona : b<& et b =b, ona : b' L&

On a en effet (& *. b) 2 (& *., &) s donc & e(& . b') , clest-d-dire
Eb' £ &, d'ah Db' <&

On a de plus :

aa est la moins fine des éguivalences & de S telles que S/& soit une image
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homomorphe, unitaire et isotone de S , § &Etant élément maximum de la classe uni-

té N et ® Etant vérifiée.

Soit en effet a=a' (&) , et soit xe & . a) , donc xa < & . On a donc :
XA &N (X, A classesde x et a mod & ).

Mais xa' € XA entrailne xa' <& et x €(& . a') , et on a de méme 1'inclu-

sion inverse, donc a = a'(ﬂz) .

GE , qui seule peut donner un groupe comme ensemble quotient, en donne effecti-
vement un si et seulement si tout élément de S/GE a un inverse, ce qui s'énonce

sous l'une ou l'autre des formes équivalentes :
a. Tout (& . a) admet des S-éléments ;

be V a, 3 a' tel que (¥ .’ a'a) = (¢§." &) , c'est-a~dire si et seule-

ment si le noyau N est net.

Ces conditions ne font pas intervenir la propriété que nous savons &tre néces-
saire : & est bi-maximum.
]
J. QUERRE, dans sa thése, a montré que si S est un demi-groupe résidué, 1l'exis-

tence d'un élément maximum commun aux deux ensembles {a . a} et {a .’ al}, é1é-
ments mis en évidence par MOLINARO dans le cas commutatif, était une condition non
seulement nécessaire, mais suffisante, pour qu'il existe une fermeture dans S

donnant une image homomorphe qui soit un groupe.

Considérons le cas particulier oi S n'étant pas supposé résidué, 1'élément & ,
bimaximm de U <a . a) et U<a .’ a) , et vérifiant £ °. £=&." &= &, ad-
met des résiduels & gauche et & droite égaux pour tout a . lious allons voir qu'ici

encore S/ag est un groupe.

En effet, si ((§ . a) *. (§ . a)) existe, on a, puisque & est bi-maximm :

K 27N

€ e (g ".a)ay =((g "va) ". (& °. a)) c
<
et, coome (& °. a)ag & entraine (& '. (& ". a)a) 2 & , ona :
<
(€ " (g . a)a)y =8 =(8 *. &
c'est-a-dire (g ‘. a)a = & et l'ensemble quotient est un groupe, la classe inverse
de A 2a étant la classe de (& °. a) .

Le raisonnement suppose que ((& . a) ‘', (£ °. a)) existe, mais il en est bien

ainsi puisque, de l'existence de x €(§ *. a) , résulte xa < & , donc

axasazgg et Exe(E . a) .
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Si slors & °. a existe, on a, en prenant x=¢§ ". a,

. a)

g(e ‘. a) < (&

et
g e .a) . (§°. a)y .
De plus, le résiduel de (§ *. a) par lui-méme existe et est € s et 1'équiva-

lence aa est 1'équivalence d'application de la fermeture a >a =&, (§°'.a) .

A. BIGARD [1] vient d'étendre aux demi-groupes fortement quasi-résidués les ré-
sultats de J. QUERRE [4] concernant les fermetures et les propriétés de nomalité
des demi-groupes résidués. Il a montré en particulier que, l'existence des rési-

duels pour le bi-maximum était non seulement suffisante, mais aussi nécessaire,

pour l'existence d'une fermeture dans S donnant comme image, un groupe homomorphe.

Dans le cas oi S est unitaire, tous les quasi-résiduels (a ‘. a) et (a .’ a)
existent puisque e en est élément. Il est donc nécessaire, pour que S/’fle soit

un groupe, que e soit bi-maximum donc que :

Tous les résiduels a ." a et a . a existent et soient égaux & e , c'est-a-

dire encore que S soit intégralement fermé.

Réciproquement, S intégralement fermé entraine que e est bi-maximum et, d'a-
prés ce que nous avons vu, si les résiduels de e existent pour tout a , cette

condition est aussi suffisante pour que S/nf].e soit un groupe.

Pour terminer remarquons que :

SN

1© Si nous appelons H le complexe , 1'équivalence d'Artin
azpb < (§'.)=(". b
n'est pas autre chose que 1'équivalence principale relative &3 H .

Le résultat fondamental : A tout £, tel que :

. . N
a. (E .5 =(E." 8 =&,
<
b. & est équi-résiduel,
<
c. & est net,

correspond une équivalence d'Artin généralisée ﬂe telle que :

Sﬁia soit un groupe <= 1l'ensemble E des $-éléments de (& °*. &) est



10-11

net ou <> tout (& ". a) contient des &-éléments,

suggere le théoréme suivant pour un demi-groupe non ordonné :

THéOREME. - A tout complexe H ,

a. équi-résidquel : H'.a=H."a, V aeD,

b. net,
C.telgue H’OH:HQ‘H:H,

correspond une éguivalence principale Py telle que D/pH est un groupe si 1l'on

a_une des conditions nécessaires et suffisantes suivantes :

. V a, 3 x&D: xaeH et wxaeH = ueH.
Bo E={feH; xf eH->xeH} estnet.

La classe unité, E , est contenue dans H .

La démonstration de ce théoréme est immédiate.

2° L'application la plus intéressante des résultats du paragraphe précédent
s'obtient en considérant comme demi-groupe S un sous demi-groupe convenable du
demi-groupe des complexes, ordonné par inclusion, d'un demi-groupe D . Nous ren-

voyons pour cela a l'article du Bulletin de la Société mathématique de France [2].
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