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Séminaire DUBREIL~PISOT ) 8-01
(Algébre et Théorie des nombres b saor o]
17e année, 1963/64, n° 8 27 janvier 1964

MODULES REFIEXIFS LT ANNEAUX FACTORIELS

par Pierre SAMUEL

1. Résultats préliminaires.

Sauf mention expresse du contraire, les anneaux sont conmutatif's, unitaires et

noethériens, et les modules sont unitaires et de type fini.

Soit A un amneau et M un A-module . Rappelons qu'on dit qu'une suite
(al y oo s an) d'éléments de A est une M-suite (ou une suite M-réguliére),
si, pour i=1, ... , n, 1l'homothétie définie par a, dans M/ (a; M+ ...44%Plbﬁ
est injective ; pour M = A4, on obtient la notion de A-suite. Lorsque A est un
anneau local, les M-suites formées d'éléments de 1'idéal maximal m sont de car-
dinal borné, et les cardinaux de telles M-suites maximales sont tous égaux ; ce
nombre est appelé la profondeur de ¥ (notation prof(M) ) ; c'est aussi le plus

petit entier n tel que
Ext™(Afm , M) £0 .
Rappelons qu'on appelle dimension (de Krall) d'un module M sur un anneau local
4 (notation dim(M) ) le degré de n'importe quel polyndme caractéristique de M ,
ou encore la dimension de Krull de l'anneau local A/Ann(M) . Alors, si M # 0, on a

(1) prof (1) < dim(¥) .

Lorsque prof(¥) = dim(M) , on dit que M est un module de Macaulay. Les anneaux
de Macaulay ont toutes sortes de bonnes propriétés ([3], vol. II, App. 6). Pour un

anneau non local, "Macaulay" veut dire "localement Macaulay".

Supposons toujours A local, et notons dh(M) la dimension homologigue de M

(au sens des résolutions libres). Alors, si dh(M) est finie, on a
(2) dh(M) + prof(M) = prof(4) .

N

Ceci s'applique & tous les A-modules M lorsque l'anneau local A est régulier
("théoréme des syzygies") 3 dans ce cas prof(4) = dim(4) .

PROPOSITION 1. - Soient A un anncau de Macaulay, M un A-module, et n wun

entier. les assertions suivasntes sont éguivalentes :

(aq) Toute A-suite de cardinal < g est une M-suite ;
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(bq) On s prof, (NP) > inf(q , prof(AD)) pcour tout idéal premier p de 4 .

Lorsque L est régulier (plus généralement quand dh() <), (aq) et (bo) sont

aussi équivalentes 3 :

(cq) On a dh, (M?).s sup(h(p) = g , 0) pour tout idéal premier p de Lo

L'implication (aq) —> (b ) est facile modulo les propriétés des anneaux de
Macaulay. Pour (bq) = (aq) , on procéde per récurrence sur q : pour g =1,
c'est une histoire d'idéaux premiers associés & M ; ensuite la récurrence se fait
en observant que (c1 s eee s cn) est M-régulidre si et seulement si ¢, est in-
jectif dans M et si (02 , ees cn) est (M/cl M)-réguliere. L'équivalence de
(bq) et (cq) se déduit aussitdt de (R), en observant que tout Ap est local ré-
gulier (donc aussi de Macaulay) (cf. [3]).

Sous les hypothéses de la proposition 1, proi‘(!.p) est égal & dim(Ap) , qu'on
appelle aussi la hauteur de p (notation h(p) ).

Les propriétés de la proposition 1 ont les interprétations suivantes :
10 8i L est intégre, (al) veut dire que M est sans torsion ;

20 Si L est intégralement clos, (a2) veut dire que M est réflexif. Des

caractérisations équivalentes de la réflexivité sont, dans ce cas :

(i) 1'application canonique de M dans son bidual M est un isomorphisme ;
(i1) M est sans torsion, et ona M = N1 (ob P parcourt l'ensemble des idéaux
premiers de havteur 1 de L ) (cf. [L], chap. VII, ou [2]).

o Si L 5 i o, . i M i .
30 Si est local régulier, ( dlm(A)) veut dire que M est libre

D'oi, dans le cas local régulier, une suite de notions entre fréflexif" et "libre"

(pour q =3, ess , dim(h) = 1 ) qui mériterait nne étude plus approfondie.

2. Anneaux gradués factoriels.

PROPOSITION 2. - Soit A =&f A~ un anneau cradué factoriel & degrés positifs.
n30

Alors :

Se AO est un anneau factoriel

b. Chaque An est un Ao—mddule réflexif.

En effet, (a) est quasiment évident (et montre, par exemple, que 1l'algebre symé-
trique d'un module projectif sur un anneau factoriel est factorielle) ; pour (b),

on utilise la caractérisation (az) des modules réflexifs (proposition 1). La
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proposition 2 admet la réciproque partielle suivante :

PROPOSITION 3. - Soient R wun anneau factoriel et M un R-module tel gue tou-
tes ses puissances symétriques S"(M) soient réflexives. Alors 1'algébre symétri-

que S(M) est factorielle.

On montre, en utilisant la réflexivité, cque tout élément premier de R est pre-
mier dans S(M) ; on localise alors S(if) per rapgort & 1l'ensemble des éléments

non nuls de R, et on applique un théoréme de Nagata (cf. [2]).
Ce qu'on vient de voir s'insére dans la suite de propriétés d'une algébre symé-
trique SR(M) suivante :

19 Pour que SR(M) soit intégre, il faut et il suffit que R soit integre

et que SR(M) soit un R-module sans torsion.

2° Pour que SR(M) soit factorielle, il faut et il suffit que R soit facto-

riel et que SR(M) soit un R-module réflexif.

3° Pour que SR(M) soit un anneau régulier, il faut et il suffit que R soit
régulier et que SR(M) soit un R-module projectif (en fait, on montre qu'un anneau
gradué A :EB An , & degrés positifs, est régulier si et seulement si AO est régu-
lier, et A est 1l'algébre symétrique d'un A -module projectif).

En comparant avec la suite de propriétés décrite dans le § L, on a 1'impression
qu'il y a, entre "factoriel" et "régulier", une suite de propriétés d'anneaux de

force croissante.

3. Exemples.

1° Soient A wun anneau de Macaulay, et M le A-module delnl par n géné-

rateurs (x ) et k relations linéairement indépendantes ( 2: a.. x. = 0), .
i:l Jl 1 }:l,.oo,k

Notons « 1'idéal engendré par les mineurs d'ordre k de la matrice (a .) « Pour
que M jouisse de la propriété (a ) de la proposition 1, il faut et il gufflt que
@ ne soit contenu dans aucun 1deal premier de hauteur q . En effet, on a dh(M) <

de sorte qu'on peut remplacer (a ) par (c ) ; comme dh(M) £ 1, (c) veut
dire alors que M_ est (A )=libre pour h(p) , et c'est bien ce q&'exprime
1'hypothése sur les mlneurs.

20 En gartlculler supposons M défini par n générateurs (x ) et une seule

relation 2: a; Xy = 0 5 notons « 1'idéal engendré par les age Alors la puis-

sance symetrlqve SI(M) est définie par (T J - l) générateurs (les monBmes de

degré j en les X; Y et k(3) = (M ; i I 2) relations linéairement indépendantes
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(les produits de 2 a, x; par les mondmes de degré j -1 ). On peut alors appli-

quer le 1° & S9(M) . les mineurs correspondants sont tous dans 03(3) , et celui

1

relatif aux monSmes multiples de x, vaut (au signe prés) aE(J) s donc les idéaux
premiers qui contiennent tous ces mineurs sont les mémes gue ceux qui contiennent
@ . Ainsi, si @ n'est conteuna dans aucun idéal premier de hauteur ¢ , tous les

sY(M) jouissent de la propriété (aq) de la proposition L.

En particulier, si A est intéegre et si « n'est contenu dans aucun idéal pre=-
mier de hauteur 1, S(M) est sans torsion, donc intégre. Si A est factoriel et
si « n'est contenu dans aucun idéal premier de hauteur 2, alors S(M) est ré-
flexif, donc factoriel (dens [2], on donne des démonstrations directcs de 1'inté-
grité (resp. factorialité) de S(M) ). On trouve ainsi des exemples de modules

réflexifs non projectifs dont toutes les puissances symétriques sont réflexives.

Géométriquement, nous dirons qu'une variété affine V est factorielle si son
anneau de coordonnées A est factoriel. Rappelcns que 1'anneau du "fibré cotan-
gent" & V est SA(D(A)) y o0 D(A) est le module des différentielles de 4 .

Ainsi, lorsque V est une hypersurface factorielle et non-singuliére en codimen-
sion 2 (en particulier une hypersurface non-singulidre en codimension 3, d'aprés
un théoreme de Severi-Andreotti-Salmon-Grothendieck), son fibré cotangent est une

variété factorielle.

3¢ Montrons que, dans le 20, 1'hypothése qu'il y a une seule relstion est es-
sentielle. Prenons pour A un anneau local régulier de dimension 3 ; notons
(a y b, c) un systéme de générateurs dec son idéal maximal, et soit M le quo-
tient de A" par le sous-module P engendré par les vecteurs u = (ay, b, 0,c,0)
et v=(0,a,b, 0 c) . D'aprés le 1, M est réflexif. Par contre S°(M)
est le quotient de A par un sous-module E , de rang 9 et dont les systémes
minimaux de générateurs ont 10 éléments 3 donc T n'est pas libre, d'oh dh(E) =1
et dn(s(M) =2 ; ; 1 2

=2 3 en vertu de (c2) (proposition 1), S°(M) ne peut &tre ré-

flexif, et S(M) n'est donc pas factoriel.
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