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6-01

ÉLÉMENTS ISOTYPIQUES DANS LES (T) -ALGÉBRES MODULAIRES

par Jacques FORT

Séminaire DUBREIL-PISOE
(Algèbre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n° 6 13 janvier 1964

Introduction

Nous nous proposons, dans cette étude ? de définir et d’étudier une notion d’élé-
ment isotypique dans un treillis (L) modulaire, complet, n-continu, noethérien

(ou artinien) ; cette notion a été choisie de telle sorte s

1° Qu’elle coïncide avec celle de sous-module isotypique introduite par P. GABRIEL
(cf. [3] et [4J), lorsque (L) est le treillis des sous-modules d’un module noe-

thérien (ou artinien) ;

2° Qu’elle soit comparable à celle d’élément tertiaire définie par L. LESIEUR et

R. CROISOT (cf. [5] et [6]) , lorsque (L) est une (0)-algèbre modulaire (c f. § 2’
chapitre 2).

Les notations utilisées sont celles du précédent exposée donné en ce séminaire
(~z~~ .

Au chapitre 1 ~ une relation d’équivalence dans l’ensemble C des quotients co-

irréductibles de (L) (définition 1.2 et proposition 1.1) nous a permis de définir
la notion de r-types de quotients co-irréductibles attachés à un élément donné X

de (L) ; r est une classe d’isomorphismes de quotients pouvant être choisie ul-
térieurement de plusieurs façons intéressantes. Il est alors possible, pour chaque
choix de r 3 de développer une théorie des éléments 0393-isotypiques de (L) , et de
décomposer les éléments de (L) en intersection réduite d’éléments r-isotypiques
(théorèmes 1.2 et 1.3).

Au chapitre 2, nous appliquons les résultats du chapitre 1 aux (G)-algèbres mo-
dulaires (L) et aux modules. Nous déterminons des conditions suffisantes portant
sur la classe r pour qu’un élément r-isotypique de (L) soit tertiaire, par
l’étude des résiduels essentiels de cet élément (théorème 2.1) ; enfin, il est pos-
sible de choisir la classe r , dans le cas des modules, pour obtenir une théorie
des r-types et des sous-modules r-isotypiques équivalente à celle, connue , des

sous-modules isotypiques (théorème 2.3).



Chapitre 1

Eléments 0393-isotypiques d’un treillis modulaire noethérien (ou artinien)

Dans ce chapitre et le suivante le treillis (L) est supposé noethérien ou ar-

tinien, afin que soit assurée la représentation de tout élément de (L) comme

intersection finie d’éléments ~-irréductibles.

Nous désignerons par T la classe ( ) des isomorphismes de treillis portant sur

les quotients du treillis (L) . Un objet de T est défini par la donnée de deux

quotients A/B , A~~B~ ~ et par celle d’un isomorphisme de treillis appliquant A/B
sur 

De E désignera la classe des similitudes, portant sur les quotients du
treillis (L) . Comme toute similitude définit un isomorphisme de treillis, de fa-

gon naturelle (cf. chapitre 1 de [2J), nous écrirons ~ ~ c T .

Nous considérons, dans ce chapitre, une classe intermédiaire r

ayant en outre les propriétés suivantes :

(a.) r est stable pour la loi de composition des isomorphismes ;

Si f : A/B -~ A’/B’ est de la classe r ~ alors l’isomorphisme inverse
A~/B’ -~A/B est de la classe r ;

(y) Si f : A/B -> est de la classe F ~ toutes les restrictions de f aux

sous-quotients C/D de A/B sont aussi dans r .

Au chapitre 2, nous utiliserons certaines classes importantes r .

1. Quotients co-irréductibles partiellement 0393-isomorphes.

DEFINITION 1.1. - Un quotient A/B de (L) est dit co-irréductible lorsque A

est un élément co-irréductible du treillis A/B .

Cela signifie (cf. [2]~ définition 4.2) que B est n-irréductible dans le quo-
tient A/B et que A > B .

( ) T est un ensemble, somme d’une famille d’ensembles indexée par l’ensemble
Z x Z ( Z étant l’ensemble des quotients de (L) ).



Précisons qu’un quotient A/B est non trivial lorsque A > B (A ~ B) et que

A’/B’ est sous-quotient de A/B lorsque A’ B’e A/B , 

DÉFINITION 1.2. - Deux quotients non triviaux A~/B~ et ~2~2 sont dits par-

tielleinent r-isomorphes lorsqu’il existe un sous-quotient non trivial C1/B1 de

(de même dénominateur et un sous-quotient non trivial C~/B~ de

(de même dénominateur B2 ), tels que les treillis et C2/B2 soient

isomorphes au moyen d’un isomorphisme f : C1/B1 ~ C2/B2 de la classe r .

Cette relation entre quotients, ainsi définie~ n’est pas transitive en général.

Elle l’est cependant dans les conditions suivantes :

PROPOSITION 1.1. - Dans l’ensemble C des quotients co-irréductibles de (L) ~
la relation " modulo r et seulement sj~ JËL 
sont partiellement r-isomorphes" est une relation d’équivalence (dite r -équiva-

lence).

De plus, pour qu’une famille finie de quotients de C

appartienne à une même classe d’équivalence, il faut et il suffit qu’ il existe de.s

sous-quotients

non triviaux, deux à deux isomorphes par un isomorphisme de r .

Preuve. - Seule , la transitivité de la relation ~ est à vérifier. Soient donc

pour cela : == et A /B ~ ~3/~3 ~) *

Il existe donc des sous-quotients non triviaux : sous-quotient de 

et sous-quotients de A /B ~ sous-quotient de A /B ~ et
les isomorphismes de la classe r :

Posons : C = D n F . C1 = f-1(C2) , C = g(C ) ? A2/B2 étant co-irréduc-

tible : C >B .
Les sous-quotients C./B. et sont alors non triviaux et isomorphes par

restriction de g o f à C./B.. Cette restriction étant de la classe r (pro-
priétés (a) et (y) de F ). A./B. = A3/B3 ; ~ est bien une équivalence dans C .



Observons de plus que les trois sous-quotiehts non triviaux ainsi obtenus :

sont deux à deux isomorphes en tant que treillis au moyen

d’isomorphismes de la classe r ~ ce qui permet d’obtenir aisément par récurrence

la dernière partie de la proposition (la condition suffisante étant évidente).

Nous dirons, par définition, que deux quotients co-irréductibles de C sont de

même type par rapport à r (ou de même si et seulement s’ils sont r-

équivalents. Chaque classe d’équivalence (mod r ) dans  , définit ainsi un r-

type de quotient co-irréductible, et un seul.

Tout quotient co-irréductible A/B de C peut être considéré comme sous-quotient
d’un quotient tel que A.. soit élément co-irréductible maximal du treillis

U/B ( )y A.. contenant A ; A~ est élément injectif (complément) minimal du

treillis U/B , et est une enveloppe injective dans U/B de A (cf. [2]~ théorème
5.1~ et proposition 4" 5)* Chaque classe mod r dans C peut donc être définie par
un tel représentant 

Un quotient non trivial, co-irréductible, en lequel A.. est injectif mi-
nimal de U/B , sera appelé par définition, quotient injectif minimal (ou indécom-
posable) ; l’ensemble de ces quotients sera désigné par C (C c C).

D’après ce qui Précède, les 0393-types de quotients co-irréductibles de C peu-
vent être identifiés aux r-types de quotients injectifs indécomposables de C .

2. Quotients injectifs indécomposables associés à un élément àe (L) .

Considérons un élément X de (L) , X ~ U , et une décomposition de X en in-

tersection d’éléments n-irréductibles dans (L) , non superflus :
(~) 

Considérons les quotients Z~ = Z = U/X ~ -. ~ les X.
étant n-irréductibles, ce sont des quotients injectifs indécomposables. Soient

... ~yr les r-types ( ) de ces quotients dans Nous voulons mon-

que ces r-types ne dépendent que de X. Soit donc une deuxième décomposition
de X en intersection d’éléments n-irréductibles de (L) ~ non superflus :
(2) X = X’1 n X’2 n ... n 

( ) cf. [2] y théorème 5.1, et sa remarque.
( ) Ces r-types ne sont pas nécessairement distincts deux à deux.



Dans ces conditions, 0. ORE a montré (cf. [9]~ II, dual du théorème 11, p. 270)

que n = n’ , qu’il existe une permutation o de l’ensemble {l~2~...~n}
et qu’il existe pour chaque i ~ deux quotients propres et 

qui soient semblables.

Nous avons donc , pour chaque i : U/X. = U/X’03C3(i) module r , puisque toutes les

similitudes sont, par hypothèse, de classe r (03A3 ~ 0393). U/X’03C3(i) e st bien du même

0393-type 03C0i que = Zi .

1.3. - Les ... ~ ~ ainsi obtenus sont appelés
les r-types de quotients injectifs indécomposables associés à l’élément X (plus

court : les r-t pes de X ).

Ces r-types de X sont définis par des quotients U/X ~ ... , ~/~
ayant des dénominateurs X ~ ... , qui dépendent de la décomposition
choisie pour X . Nous nous proposons de définir ces mêmes 0393-types au moyen de

quotients ayant comme dénominateur commun X (les numérateurs dépehdant cette fois-

ci du choix de l’n-décomposition de X ).

THÉORÈME 1.1. - Pour X e (L) , X ~ U , les 1-types de quotients injectifs

i nd éc ompo sables Q/X de dénominateur X y sont en nombre fini, et leur

ensemble coïncide avec celui des 0393-types de quotients injectifs indécomposables
associés à X.

Preuve. - Soit Q un élément injectif minimal du treillis U/X. Si Q est un

élément essentiel de U/X , alors U est extension essentielle de Q dans U/X ,
et Q = U. X est alors n-irréductible dans Q = U , et le théorème est vrai

dans ce cas.

Si Q n’est pas essentiel, il possède dans U/X au moins un complément Y. qui
est élément ~-irréductible, Q et Y. étant alors des injectifs extrémaux réci-

proques dans U/X (cfe [2], proposition 5.1).

Soit Q = Y n ... n Y une décomposition de Q en intersection d’éléments n-

irréductibles. La décomposition X = Y. n Y n ... n Y ne comporte pas non plus

superflus car Q > X et’ d’autre part, CI étant complément de Y.
dans U/X , nous avons

Les r-types associés à X, ... ~ nn ’ sont donc ceux des n quotients

U~Y 2 9 ... a U/Yn (définition 1.3).



Comme d’autre part les quotients co-irréductibles Q/X et (Q u sont

transposés, il en résulte que Q/X est 0393-équivalent à et est du 0393-type

Inversement, soit n, un type de quotient injectif ind,écomposable associé à X j
i

c’est le type d’un quotient Z . i = Il/X, i obtenu au moyen d ’une décomposition de X

en intersection d’éléments ~-irréductibles àe (L) , non superflus :

(1) X = X1 ~ ... ~ Xi ~ ... ~ Xn .

Si n = i , X = Xi = Xi est n-irréductible dans (L) , et ni = ni est le

type dU quotient = U/X de dénominateur X . Si n > 1 , posons

Considérons une enveloppe injective E, de 7, dans le treillis U/X:
i 1

Les quotients E./X et (E. u X.)/X. sont co-irréductibles et transposés, par

suite les quotients injectifs indécomposables E./X et U/X. sont du même r-type

n. dans C . Le théorème est démontré.
i m

Le r-type d’un quotient co-irréductible étant toujours celui d’un quotient in-

jectif indécomposable (cf. § 1 du présent chapitre) , nous pouvons énoncer :

COROLLAIRE 1.1. - Pour X E (L) , X f U , les r-types de quotients co-irréduc-

tibles A/X de dénominateur X ~ sont en nombre fini, et leur ensemble coïncide

avec celui des r-types de quotients injectifs indécomposables associés à X .

Nous pouvons dire, par abus d’expression, que ce théorème 1.1 et son corollaire

précisent la structuré du treillis "juste au-dessus de X ".

Lorsque n est supérieur à 1 (le cas n = 1 étant trivial) , il est possible
de réaliser les n types n1 ~ nz , ... ~ n ! sous la forme de n quotients in-

jectifs indécomposables E 2 ~X ~ .., ~ tels que les éléments 

soient u-indépendants sur X (cf. ~2~ ~ définition 1.1). Considérons à nouveau les
éléments X. 1 associés à la décomposition (1) introduits au cours de l’étude du

théorème précédent :



impliquent :

Les éléments ~L ~ ... ~ X sont donc u-indépendants sur X, ce qui peut
se traduire aussi par (cf. [2]~ proposition 1~2) :

(3) ... ~~ ~ ~ ~ ~ ’" ~ ~"~ *

Xl ’ étant n-irréductible non essentiel (n > 1) de U/X , est injectif maximal
de U/X ([2]~ théorème 5.2) ~ il existe donc y dans le treillis U/X , une enve-
loppe injective Q. de contenue dans X. ([2], théorème 4.1).
Soit, d’autre part, E. une enveloppe injective de Xi dans U/X.

Pour i = 1 , (3) entraîne (les extensions étant essentielles) :

Procédons par récurrence, et supposons que pour i = 1 , 2 , ... , h (h  nous

ayon s tr ouv é E , ... , E 9 Q2 , ... , Q ayant le s pr o pr i ét é s :

-. E, est enveloppe injective de X, dans 
i z

.- Q, est enveloppe inj ective de ~L~ ~ . , , u X dans i .~ 1 ~ 2 ~ . p . ~ h~ ~.+1 n

- E. J. n Q. J. _ X ,
- Q . 1  Q . -1 , i = 2 , 3 , ... 9 h .

Les conditions (3) donnent, pour i = h + 1 (si h + 1  n ),

Qh est un inj ectif de U/X contenant )L . et Xh+2 u... il existe donc,
dans une enveloppe injective de Y . et une enveloppe injective

~h+2 ~ ’*’ ~ ~ ~ toutes deux contenues dans et telles que

nous choisissons E ==Q et Q =Q ).
Ce procède de récurrence permet donc de trouver, dans U/X , des enveloppes in-

j ective s ... ~ E de X~ ~ TT ~ ... ~ X respectivement~ telles que :



E. ~E ~ ... , En sont donc bien u-indépendants sur X, et de plus

(4) E~ u E3 u... E~ U E2 u... 

car est extension essentielle

de ~ dans U/X et X== xi 

3. Eléments 0393-isotypiques de (L).

Le cas où tous les 0393-types de quotients injectifs indécomposables associés à un

élément X de (L) , sont confondus, conduit à la notion d ’ élément r-isotypique.

DEFINITION 1.4. - Un élément X de (L) , X ~ U , est dit 0393-isotypique lorsque

tous les 0393-types de quotients injectifs indécomposables associés à X sont con-

fondus.

Si fl est le type commun à ces quotients, X est dit 0393-isotypique de type 03C0 ,

ou 03C0-0393-isotypique.

Tout élément n-irréductible X, distinct de U , est r-isotypique ; son r-

type est celui du quotient U/X.

Le corollaire 1.1 permet de caractériser un élément r-isotypique par la propo-

sition suivante :

PROPOSITION 1.2. - Pour qu’un élément X de (L) , X ~ U , soit n-r-isotypique,
il faut et il suffit que tous les quotients co-irréductibles de dénominateur X

soient du 

La propriété suivante, à l’exemple de la propriété 10.9 de [6], donne une carac-
térisation des éléments F-isotypique s de (L) .

PROPOSITION 1.3. - Pour qu’un élément X de (L) , X ~ U , soit 0393-isotypique,
il faut et il suffit vérifie la condition suivante :

avec X,> X. X~> X "entraîne "il existe des éléments Y. et

Y~ tels que:

les quotients et Y2/X sont des treillis isomorphes au moyen d’ un isomor-

phisme de la classe r. ".

En effet, supposons que X soit r-isotypique de type n , et que nous ayons



Si X est n-irréductible dans le treillis ce quotient est co-

irréductible et du r-type n de X (proposition 1.2).

Si X est n-décomposable dans il adr~~et une décomposition en intersec-

tion àléléments n-irréductibles de non superflus.

Posons ~z n ... n nous avons :

et Zi/X transposé du quotient co-irréductible (Z1 ~ Z1)/Z1 , est lui-même co-

irréductible, donc est du r-type n de X .

Donc X 1. /X contient un quotient A/X (A = X 1 ou Zl) co-irréductible du r-

type n . De X /X contient un quotient co-irréductible B/X du 

Les quotients A/X et B/X sont r-équivalents et l’existence de Y 1
et Y~ découle immédiatement de la définition de cette r-équivalence (proposition
1.1).

Réciproquement, supposons vérifiée la condition de la proposition, et montrons

que deux quotients co-irréductibles arbitraires A/X ~ B/X , de dénominateur X ~
sont de même r-type. ( X sera alors r-isotypique en vertu de la proposition 1.2.)

Si A n B > X ~ A/X et B/X sont du même r-type ~ celui du quotient co-irréduc-
tible (A n B)/X .

Si A n B = X ~ la condition de l’énoncé montre de suite que A/B et B/X sont

0393-équivalents (proposition 1.1).

4. Décomposition en intersection d’ éléments 

PROPOSITION 1.4. - L’ intersection de deux éléments 03C0-0393-isotypiques de (L) est

un élément n-r-isotypique.

Soient en effet deux éléments 03C0-0393-isotypiques X et Y . Introduisons des dé-

compositions de X et Y en intersection d’éléments n-irréductibles, non super-
f lus :



En supprimant les composantes superflues :

où les Z. sont pris dans ... , X, ... , Ym} .
Les quotients sont donc tous du 

Cette propriété permet, dans une décomposition d’un élément comme intersection

d’un nombre fini d’éléments 0393-isotypiques, de rassembler les éléments de même r--

type. Une décomposition d’un élément comme intersection finie d’éléments 0393-isoty-

piques de 0393-types tous différents, sans élément superflu, s’appelle décomposition

réduite. La possibilité de décomposer tout élément X de (L) ~ distinct de U

en intersection finie d’éléments n-irréductibles (qui sont r-isotypiques) permet

alors d’énoncer le théorème d’existence suivant :

THÉORÈME 1.2. - Tout élément X de (L) noethérien (ou artinien), distinct de

U , admet une décomposition réduite comme intersection d’éléments r-isotypiques.

Ce théorème est complété par le théorème d’unicité suivant :

THÉORÈME 1.3. - Soient deux décompositions réduites :

(~) X = 1 n ... n J~ n ... n J

d’un élément X de (L) comme intersection d’éléments r-isotypiques de (L).
Nous avons n = m et les r-types des I. sont les mêmes que ceux des J..

Preuve. - Décomposons les I. et les J. J en intersection d’éléments n-irréduc-

tibles (sans éléments superflus) :

substituons ces expressions dans les deux n-décompositions de X ~ et supprimons
les éléments n-irréductibles superflus. Après cette suppression, pour chaque i

et chaque j , il reste au moins une composante de 1. et une composante

Y.1 de J. , puisque les deux décompositions (*) sont constituées d’éléments non

superflus. Dans l’~-décomposition de X ainsi obtenue figurent donc (après une
éventuelle permutation des indices) :

Or, nous savons (cf. § 2) que pour ces Xi03BB et Y, restants les 0393-types desi J I~



quotients sont les mêmes que ceux des quotients et que ce sont

les r-types associés à X. Les 0393-types distincts sont donc en nombre égal :
n = m .

Enfin, le r-type de I. est celui de U/X.. qui est de même r-type que l’un

(au moins) des donc de même 0393-type que celui d’un I. (et un seul, car

les composantes de même 0393-type ont été rassemblées).

Chapitre 2

Eléments 0393-isotypiques dans les (S) -al èbres et les moduler

1. Changement de classe d’isomorphismes r .

Considérons deux classes d’isomorphismes F et vérifiant les propriétés

(~ ~ (?) ~ (y) du chapitre 1, et telles que : 
’

E c F c F’ c T .

E et T étant respectivement la classe des similitudes et la classe des isomor-

phismes de treillis, portant sur les quotients du treillis (L) .

De r c r’ résultent les propriétés suivantes :

Si deux quotients A./B. et non triviaux, sont partiellement r-isomor-

phes (cf. définition 1.2) , ils sont aussi partiellement r’-isomorphes.

Dans l’ensemble C des quotients co-irréductibles de (L) ~ la classe module r

du quotient co-irréductible A/B est contenue dans la classe de A/B module r’ .

Tout 0393-type de quotient dans C définit canoniquement (par saturation des clas-
ses) un r’-type de quotient dans C .

Si un élément X de (L) a pour r-types associés 03C02 , ... , 03C0n (ci ° dé-
finition 1.3),, X a aussi pour r’-type s associés les types canoniquement corres-

pondants : 03C0’1 , 03C0’2 , ... , 03C0’n ; de plus, si p (resp. p’ ) est le nombre de types
distincts de 03C02 , ... , (resp. de 03C0’2 , ... , 03C0’n}), nous avons :

Enfin, si X est 0393-isotypique, X est alors r ’-isotypique.

2. Quotients dans une ~~) -al èbre modulaire.

Rappelons qu’une «(;) -algèbre modulaire (L) est constituée par deux treillis

(0) et (L) satisfaisant aux axiomes suivants (cf. L. LESIEUR et R. CROISOT, [6l
chapitre III ~ ~ 3) .



Axions A : (0) est un demi-groupe réticulé quasi-entier complet : (0) est

donc un treillis complet muni d’une structure de demi-groupe multiplicatif satis-

faisant aux lois distributives :

et à

c‘X (quasi-entier).

0 et ~ sont l’élément nul et llélément universel de () .

Axiome B : (L) est un treillis complet, modulaire et n-continu.

Axiome C : Les éléments de (0) opèrent dans (L) ; à tout a E (s) et à tout

X e (L) correspond un élément XX de (L) , avec les lois suivantes :

Il résulte de l’axiome C les deux propriétés suivantes :

- X et Y étant donnés dans (L) , l’ensemble des éléments t‘~ E (~) tels que

dY c X possède un élément maximum noté X . Y et appelé résiduel à gauche de X

par Y.

- X et a étant donnés (X E (L) , t~ E (~) ) ~ l’ensemble des éléments Y E (L)
tels que OLY c X possède un élément maximum noté X . ~ et appelé résiduel à
dr oite de X par 03B1 .

Axiome D : L’ensemble des résiduels à gauche et l’ensemble des résiduels à droite
de tout élément X E (L) vérifient la condition de chatne ascendante.

Soit A/B un quotient de la ({;)-algèbre (L) , A et B E (L) , B ~ A . A/B
est un sous-treillis complet, modulaire et n-continu de (L) , mais n’est pas en
général une (5)-algèbre pour la loi de composition externe induite par celle de
(L) (le composé c~X de a E (~) et de X E n’appartenant pas nécessaire-
ment à A/B ). Cependant, la loi de composition :

(~. ’ X) -~ t~X u B , (notée 

définit sur A/B une structure de (~) -algèbre (la vérification des axiomes C est
aisée) . Tout quotient A/B sera considérée dans la suite, comme muni de cette
structure.



Pour X et Y E A/B et d E (0) , les trois conditions suivantes sont équiva-
lentes:

Par suite, X et Y ont même résiduel à gauche n ’ ~ Y dans les deux ~~} -algè-
bres A/B et (L).

D’autre part, il est facile de montrer que le résiduel à droite de

X E A/B par 0. (résiduel exprimé dans la ~~} -algèbre est donné par :

X .~ ÛL étant le résiduel exprimé dans la (5)-algèbre (L) .
/

DEFINITION 2.1. - Nous dirons qu’un isomorphisme (de treillis)

de deux quotients de ~L~ ~ e st de la classe s’ il vérifie :

Un tel isomorphisme est un isomorphisme des (0) -algèbres A/B et C/D, au sens
donné par L. LESIEUR et R. CROISOT dans [6] (cf. § 5, p. 35) ; cela résulte en par-
ticulier du fait que, pour toute famille d’éléments X. de A/B, la
borne supérieure U f(X ) existe dans C/D et est égale à f( U X.) .

PROPOSITION 2.1. - Toute similitude de deux quotients d’éléments de (L) est un

isomorphisme de la classe r (i. e. E c T ).

Preuve. - La classe 1"~ vérifie les propriétés (a) , (p) , (y) , qui précèdent
le § 1 du chapitre 1. Comme toute similitude de deux quotients de (L) est la

composée d’un nombre fini d’isomorphismes de treillis associés à deux quotients
transposés (cf. [2]~ chapitre 1)~ il suffit d’établir que, si deux quotients A/B
et C/D sont transposés, l’isomorphisme f associé est de la classe r .

5
Premier cas : C=AuD et B=AnD, l’isomorphisme de treillis f : A/B -C/D

est alors donné par

X -~ X u D ,

et on contrôle sans difficulté que



Deuxième cas : et f est donné par

l’isomorphisme inverse f" est donné par

X ~ X u B ,

et est de la classe F d’après le premier cas. La

propriété montre alors que f est aussi de

la classe 1~ .
Remarque. - Tout isomorphisme f : A~B -~ C~D de la classe r  a la propriété

de conserver les résiduels à gauche ~

DÉFINITION 2.2. - Tous les isomorphismes de treillis f : A/B ~ C/D qui véri-

fient la propriété pour tous les résiduels à gauche constituent une classe r
vérifiant les conditions ~a~ ~ ~~i~ ~ (y) ; et

3. Résiduels essentiels d’un élément d’ une () -algèbre noethérienne ou artinienne).

Nous supposons désormais que (L) est une modulaire noethérienne

(ou artinienne) (cf. le début du chapitre 1) ? et nous nous proposons d’étudier les
résiduels essentiels d’un élément X de (L) définition ’~. 5 ~ p. 67) au

moyen des r-types associés à X, r étant une classe intermédiaire d’isomorphis-
mes contenue dans la classe r définie au paragraphe précédent 9

(le choix r = r étant bien entendu un cas particulier intéressant).

Considérons un quotient co-irréductible A/B de (L) (cf. définition 1.1) ;
B étant n-irréductible dans le treillis A/B ~ B est alors tertiaire relative-

ment à la () -algèbre A/B et possède un seul résiduel à gauche essentiel P qui
est résiduel à gauche propre maximum de B dans la (~) -algèbre A/B (cf. ~5~ s
III, théorèmes 3.1 et 3.2). Tout élément N E A/B, B contient un élément
Z E A/B , Z ~ B , tel que B . Z = (p . En effet si P est résiduel essentiel de
B par rapport à Y (B  Y ~ A) 9 la relation Y n N > B (puisque A/B est co-

irréductible) entraîne : P = B  . (Y n N) . Dans ces conditions y nous dirons que
est l’annulateur maximum du quotient co-irréductible A/B ( B étant l’élément

nul de A/B ).



PROPOSITION 2. 2. - Les annulateurs maxima de deux quotients co-irréductibles de
même r-type (r c sont égaux.

Soient A/B et At/B’ deux quotients co-irréductibles de même r-type (ci. § 1~
chapitre 1) ; il existe un sous-quotient non trivial C/B de A/B et un sous-

quotient C’/B’ non trivial de tels que les treillis C/B et C’/B’ t
soient isomorphes au moyen d’un isomorphisme

de la classe r p C ~ B entraîne l’existence d’un élément Z tel que :

B ~ Z ~ C ~ B ‘. Z ==(P (annulateur maximum de C~B ~ 9
f étant de la classe 

P étant l’annulateur maximum de C’/B’ , entraine

P$(P’ .

En procédant de même avec f" , P’ ~P .

Cette proposition 2.2 permet de donner la définition suivante :

DEFINITION 2.3. - Etant donné un 0393-type 03C0 de quotient co-irréductible, on ap-
pelle annulateur maximum l’annulateur maximum d’un quotient oo-irr éductible
du type 7t (03C0 ~ 0393R).

THÉORÈME 2.1. - Les résiduels essentiels élément X de (L) , X ~ U , coïn-
cident avec les annulateurs maxima des r-types de quotients injectifs indécomposa-
bles associés à X (si rcr ).

Cet énoncé est à rapprocher de celui du théorème 10.7 de [6] qui exprime que les
résiduels essentiels d’un sous-module X du module U coïncident avec les annula-
teurs maxima des facteurs directs indécomposables de l’enveloppe injective de U/X.
Preuve du théorème 2.1. - Soit P = X ’. Y un résiduel essentiel de X par rap-

port à l’élément Y > X ; le quotient Y/X contient un sous-quotient co-irréducti-
ble (non trivial) Y./X :

évident si Y/X est co-irréductible ; si Y/X n’est pas co-irréductible,
X admet, dans Y/X, une décomposition en intersection finie d’éléments X., n-

irréductibles de Y/X , 
~



les x.  étant non superflus.

La proposition 5.1 de [2] appliquée au treillis Y~X ~ montre que ... n X 
n

est élément co-irréductible de ce treillis, et est quotient co-irréductible

de (L) .

Ce sous-quotient co-irréductible Y /X est d’un r-type rc étant un r-

type de quotient injectif indécomposable associé à X (corollaire 1.1).

L’annulateur maximum P 1 de Y1/X est donné par = X ~ . N avec 

Ce résiduel X . N , relatif à la (5)-algèbre Y/X ~ est aussi résiduel X ~ . N

de X relatif à la (~) -algèbre (L) (cf § 2 du présent chapitre) 9 P _ X ~. Y

étant essentiel pour (L) , il en résulte G’ ~ = P .

Inversement, si P est l’ annulateur maximum d’Un 0393-type 03C01 de quotient in-

j ectif indécomposable associé à X, Q est annulateur maximum d’ un quotient co-

irréductible Q/X de dénominateur X (corollaire 1.1) :

et il est évident que 6~ est résiduel essentiel de X par rapport à Y , dans la

~~) -algèbre 

Nous savons qu’un élément X de (L) est tertiaire si, et seulement si, X

possède un et un seul résiduel essentiel III, théorème 3.1) ; le théorème

précédent permet d’établir le théorème suivant :

THEOREl.1E 2.2. - Pour que l’élément X de (L) , X ~ U , soit -tertiaire, ilfaut
et il suffit que les r-types de quotients injectifs indécomposables associés à X ~
aient tous le annu1ateur maximum ~’ r ) ,
Il en est ainsi lorsque X est r-isotypique, puisque X ne possède alors par

définition qu’uh seul r-type n de quotients injectifs indécomposables associé.

PROPOSITION 2.3. - T out élément X de (L) , X ~ U , r-isotypique e st tertiaire,
lorsque r c 0393R . L. élément premier P associé à X est alors l’ annulateur maximum
de tout quotient co-irréductible Q/X de dénominateur X .

Remarque. - La démonstration de la proposition 1.4, et le théorème 2.2 montrent
que l’intersection de deux éléments @-tertiaires est P-tertiaire (résultat clas-
sique de [5]).

Le théorème 1.3 permet alors d’obtenir les théorèmes d’existence et "d’unicité"
des décompositions réduites d’un élément X de (L) , comme intersection

d’éléments tertiaires ~cf. ~ 5~ 9 I ~ § 8).



Dans le cas où (S) est un demi-groupe commutatif, nous retrouvons les résultats

classiques de la décomposition noethérienne en intersection d’éléments primaires.

Application au cas des modules noethériens (ou artiniens). - Considérons le treil-

lis (L) des sous-modules d’un module U à gauche et unitaire sur un anneau 6 ;

(5) étant le treillis des idéaux bilatères de ~ ! (L) est une (~) -algèbre. U

est supposé noethérien (ou artinien).

T étant touj ours la classe des isomorphismes de treillis portant sur les quo-

tients d’éléments de (L) , nous définissons comme précédemment, la classe des si-

militudes E (cf. introduction du chapitre 1) ~ la classe r~ (cf. définition 2. 1) ,
la classe rg d’isomorphismes compatibles avec la résiduation à gauche (cf. défi-

nition 2.2) .

Supposons que deux quotients A/B et A’/B’ d’éléments de (L) définissent

deux modules quotients A/B et A’/B’ isomorphes au moyen d’un isomorphisme f

de modules sur  . Nous savons que l’homomorphisme canonique 03C6 : A ~ A/B défi-

nit un isomorphisme e du treillis des sous-modules de A qui contiennent B sur

le treillis des sous-modules de A/B; s A’ -~ A’/B’ définit un isomorphisme

analogue Comme f définit naturellement un isomorphisme 03C3 du treillis des

sous-modules de A/B sur celui des sous-modules l’application 

est un isomorphisme des sous-treillis A/B et A’/B’ de (L) . Nous dirons que f

est un isomorphisme de treillis associé (canoniquement) à l’isomorphisme f de

modules 9 nous appellerons classe r.. la classe de tous les isomorphismes f de

T qui peuvent être canoniquement associés à un isomorphisme f de modules (por-
tant sur les quotients).

Considérons deux quotients A/B et A’/B’ transposés de (L) ; il est aisé de

voir que les deux modules quotients A/B et A’/B’ sont isomorphes : 

de façon naturelle, et que l’isomorphisme f canoniquement associé à f coïncide

avec 1’isomorphisme des treillis A/B et Ji’/B’ défini par le caractère transpo-

sé de ces quotients (cf. ~2~~ ~ 1 du chapitre 1).

D’autre part, tout isomorphisme de la classe rr~ est aussi de la classe 

Ces observations peuvent être traduites par

L’importance de la classe est mise en évidence . par :

THEOREME 2.3. - Pour qu’un sous-module X soit élément F.-isotypique dans la
(~) -algèbre (L) ~ il faut et il suf f it qu’ il soit sous-module isotypique au sens

habituel (cf. ~ 6~ , définition 10.5).



Preuve. - Rappelons la notion de sous-module isotypique : U est noethérien (ou

artinien), soit 
°

(1) n xn

une décomposition du sous-module X de U en intersection d~~~un nombre fini de

sous-modules n-irréductibles sans élément superflu. L’enveloppe injective E(U/X)
de U~X est somme directe de n sous-modules isomorphes respectivement aux enve-

loppes injectives indécomposables E(U/X.) des modules U/X. ,

(2) E (U/X) = E E (U/X2) © ... e E 

(cf. E. MATLIS, [8], théorème 2.3 et L. LESIEUR et R. CROISOT, [6], théorème 10.3).

Les composants directs figurant dans (2) sont indépendants (aux isomorphismes
près) du choix de la décomposition (1) pour X, en vertu du théorème suivant de

G. 

Soit U un 6-module qui est somme directe d’un nombre fini de sous-modules in-

jectifs indécomposables. Pour deux décompositions de U en somme directe d’un

nombre fini de sous-modules injectifs indécomposables : t .

On a n = et il existe une permutation 6 de l’ensemble { 1 ’ 2 , ... , n ~
telle que Ia soit isomorphe à pour tout a .

Le sous-module X est dit isotypique si l’enveloppe injective de U/X est somme

directe de sous-modules injectifs indécomposables tous isomorphes. Cela est équiva-
lent à dire que, pour toute (ou pour une seule) n-décomposition du type (1) , tous
les composants E (U/X.) de la décomposition correspondante (2) sont des modules

1

isomorphes.

Mais les enveloppes injectives indécomposables E (U/X.) et sont iso-
1 J

morphes si et seulement s’il existe un sous-module non nul Y. 1 de isomor-

phe à un sous-module non nul Y. de Y. ---> Y. (cf. [6], corollaire de
la propriété 10.8) a c’est-à-dire, s ’ il existe un sous-module Zi et un sous-module

Z . J tels que X, i  Z , i ; X,  Z , 9 Zi/Xi et sont isomorphes par
l’isomorphisme 03C6 de canoniquement associé à (Y. et

Y. étant identifiés à Zi/Xi et Z./X, ) 9 les quotients co-irréductibles 
et sont alors de 0393M-type n (qui est un des 0393M-types associés à X

par définition 1.3) .

Inversement, si les quotients co-irréductibles et U/X, sont de même
z J
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type n , il existe alors deux sous-quotients non triviaux Z./X. et Z./X.
isomorphes par un isomorphisme ~ de la classe est donc l’associé cano-

nique d’un isomorphisme de modules quotients

et les enveloppes injectives E(U/X.) et E(U/X.) sont des modules isomorphes.
’" J

Remarque 1. - La proposition 1.3 du chapitre 1, et la propriété 10.9 de [6] ,
permettent une preuve presque immédiate du théorème 2.3 ~ mais qui a l’inconvénient

de masquer les rôles joués par les r-types (et types pour les modules).

Remarque 2. - Ce théorème 2.3 et sa démonstration montrent que le chapitre 1,
appliqué au treillis (L) des sous-modules d’un module U et au choix r = 

réalise une théorie des types "d’injectifs" indécomposables et des sous-modules

isotypiques de U, qui ne porte que sur les éléments de (L) et n’utilise pas le

plongement d’ un module dans un module injectif (enveloppe injective dans la prati-
que).
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