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Séminaire DUBREIL-PISOT ) 6-01
(Algebre et Théorie des nombres o
17e année, 1963/64, n° 6 13 janvier 1964

{
FLRMENTS ISOTYPIOUES DANS IES (%) -ALGEBRES MODULAIRES

par Jacques FORT

Intrggpction

Nous nous proposons, dans cette étude, de définir et d'étudier une notion dr'élé-
ment isotypique dans un treillis (L) modulaire, complet, n-continu, noethérien

(ou artinien) ; cette notion a été choisie de telle sorte @

1° Qu'elle coincide avec celle de sous-module isotypique introduite parP.GABRIEL
(cfe [3] et [4]), lorsque (L) est le treillis des sous-modules d'un module noe-

thérien (ou artinien) ;

2° Qu'elle soit comparable & celle d!'élément tertiaire définie par L. LESIEUR et
R. CROISOT (cf. [5] et [6]), lorsque (L) est une (G)-algdbre modulaire (cf. § 2,
chapitre 2).

Les notations utilisées sont celles du précédent exposé, donné en ce séminaire

([2])«

Au chapitre 1, une relation d'équivalence dans l'ensemble C des quotients co-
irréductibles de (L) (définition 1.2 et proposition lel) nous a permis de définir
la notion de TI'-types de quotients co-irréduckibles attachés & un élément donné X
de (L) ;3 T est une classe d'isomorphismes de quotients pouvant &tre choisie ul-
térieurement de plusieurs fagons intéressantes. Il est alors possible, pour chaque
choix de I' , de développer une théorie des éléments [-isotypiques de (L) , et de
décomposer les éléments de (L) en intersection réduite 4'éléments I'-isotypiques
(théoremes 1.2 et 1.3).

Au chapitre 2, nous appliquons les résultats du chapitre 1 aux (G)-algdbres mo-
dulaires (L) et aux modules. Nous déterminons des conditions suffisantes portant
sur la classe ' pour qu'un élément I'-isotypique de (L) soit tertiaire, pear
1'étude des résiduels essentiels de cet &ldment (théoréme 2.1) 5 enfin, il est pos—
sible de choisir la classe I , dans le cas des modules, pour obtenir une théorie
des TI'-types et des sous-modules I'-isotypiques équivalente & celle, connue, des
sous-modules isotypiques (théoréme 2.3).
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Chapitre 1

Eléments I-isotypiques d'un treillis modulaire noethérien (ou artinien)

Dans ce chapitre et le suivant, le treillis (L) est supposé noethérien ou ar-
tinien, afin que soit assurée la représentation de tout élément de (L) comme

intersection finie d'éléments n-irréductibles.

Nous désignerons per T la classe (l) des isomorphismes de treillis portant sur
les quotients du treillis (L) . Un objet de T est défini par la donnée de deux
quotients A/B , A'/B! , et par celle d'un isomorphisme de treillis appliquant A/B
sur A'/Bt s

f
A/B —> AY/B!

De mdme, X désignera la classe des similitudes, portant sur les quotients du
treillis (L) . Comme toute similitude définit un isomorphisme de treillis, de fa-

con naturelle (cf. chapitre 1 de [2]), nous éerirons : =c T .

Nous considérons, dans ce chapitre, une classe intermédiaire T

ZICclctT
ayant en outre les propriétés suivantes :
(@ T est stable pour la loi de composition des isomorphismes ;

(?) Si f: A/B - A'/B' est de la classe I' , alors l'isomorphisme inverse
f': A'/B' > A/B est de la classe [

(Y) si f: A/B > A'/B' est de la classe I' , toutes les restrictions de f aux

sous-quotients C/D de A/B sont aussi dens [ .

Au chapitre 2, nous utiliserons certaines classes importantes T .

l. Quotients co=-irréductibles partiellement I'-isomorphes.

4
DEFINITION l.l. - Un quotient A4/B de (L) est dit co-irréductible lorsque A
est un élément co-irréductible du treillis A/B .

Cela signifie (cfe [2], définition 4.2) que B est n-irréductible dans le quo~
tient A/B et que A >B.

1
() T estun ensemble, somme d'une famille d'ensembles indexée par l'ensemble
Z xZ (Z étent 1'ensemble des quotients de (L) ).
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Précisons qu'un quotient A/B est non trivial lorsque A > B (A £ B) et que
A'/B' est sous-quotient de A/B lorsque A! e A/B , BlEe A/B s AY>B'.,

DéFINITION 1,2. = Deux quotients non triviaux Al/Bl et A2/B2 sont dits par-
tiellement [I-isomorphes lorsqu'il existe un sous-quotient non trivial Cl/Bl de
Al/Bl (de m&me dénominateur B, ), et un sous-quotient non trivial 02/B2 de
A2/B2 (de_méme dénominateur B, ), tels que les treillis c,/B, et 02/132 soient

isomorphes au moyen d'un isomorphisme f 3 Cl/Bl N 02/B2 de la classe T .

03 . . . . . 2 Ie
Cette relation entre quotients, ainsi définie, n'est pas transitive en générale

Elle 1'est cependant dans les conditions sulvantes 3

PROPOSITION l.l. - Dans l'ensemble € des quotients co-irréductibles de L
lo relstion " A/B, = A/B, moduloT si, et seulement gi, 4,/B; et 4,/B,

sont partiellement ['-isomorphes" est une relation d'équivalence (dite I'-équiva-

lence) .

De plus, pour qu'une famille finie de quotients de C

Al/Bl , A2/B2 ) eee s An/Bn

appartienne & une méme classe d'équivalence, il faut et il suffit qu'il existe des

gous-quotients

C,/B, » 02/132 y ses Cn/Bn

non triviaux, deux & deux isomorphes par un isomorphisme de I

Preuve. - Seule, la transitivité de la rélation = est & vérifier. Soient donc

pour cela @ Al/Bl Az/Bz et A2/B2 = AB/B3 (mod T)

I1 existe donc des sous-quotients non triviaux : Dl/Bl sous-quotient de Al/Bl ’
D2/B2 et F2/B2 sous—quotients de AZ/B FB/BB sous-quotient de AB/BB y €t
les isomorphismes de la classe I ¢

2 14

f: D,/B -~ D2/B2 , g F2/B2 - FB/BB .

. - _ =l _ ) , .
Posons ¢ C, =D, nF,, G =1f (cz) y Gy = g(Gz) 3 A2/B2 étant co-irréduc-

tible ¢ C, > B, »

Les sous—quotients Cl/Bl et 03/B3 sont alors non triviaux et isomorphes par
restrioction de go f a Cl/Bl « Cette restriction étant de 1s classe I (pro-
priétés (a) et (y) de T ). Al/B1 = AB/BB 5 = est bien une équivalence dans C .
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Observons de plus que les trois sous-quotiehts non triviaux ainsi obtenus s
Cl/B1 ’ 02/B2 ’ CB/BB sont deux & deux isomorphes en tant que treillis au moyen
d'isomorphismes de la classe I , ce qui permet d'obtenir aisément par récurrence

la derniére partie de la proposition (la condition suffisante étant évidente).

Nous dirons, par définition, que deux quotients co-irréductibles de C sont de
méme type par rapport & T (ou de méme TI-type), si et seulement s'ils sont I-
équivalents. Chaque classe d'équivelence (mod I' ) dens C , définit ainsi un TI-

type de quotient co-irréductible, et un seul.

Tout quotient co~irréductible A/B de € peut &tre considéré comme sous-quotient
d'un quotient AO/B tel que Ay soit élément co-irréductible maximal du treillis
U/B (2), A, contenant A ; A, est élément injectif (complément) minimal du
treillis U/B , et est une enveloppe injective dans U/B de A (cf. (2], théoreme
5.1, et proposition 4.5). Chaque classe mod I' dans C peut donc &tre définie par
un tel représentant AO/B .

Un quotient AO/B non trivial, co-irréductible, en lequel A_. est injectif mi-

0
nimal de U/B , sera appeld par définition, quotient injectif minimal (ou indécom-

o , . ’ . Id
Bosable) 3 l'ensemble de ces quotients sera désigné par Gm (Cm c R

D'aprés ce qui précéde, les I'-types de quotients co-irréductibles de G peu-~
vent &tre identifids aux I'-types de quotients injectifs indécomposables de Gm .

2. Quotients injectifs indécomposables associés & un &lément de (L) .

Considérons un élément X de (L) , X £ U, et une décomposition de X en in-

tersection d'éléments n-irréductibles dans (L) , non superflus :

(1) X=X nX,nenX .

2

Considérons les quotients 2, = U/X, , Z, = U/x2 sy eee y D= U/xn » les X,
étant n-irréductibles, ce sont des quotients injectifs indécomposables. Soient
Ty nz 9 vee ﬂn les T-types (3) de ces quotients dans Cm » Nous voulons mon~
trer que ces TI'-types ne dépendent que de X . Soit donc une deuxiome décomposition
de X en intersection d!'éléments n-irréductibles de (L) , non superflus :

(2) X=X nXinaenX, .

(2) cfe [2], théoréme 5.1, et sa remarque.

(3) Ces I'~types ne sont pas nécessairement distincts deux & deuxe
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Dans ces conditions, 0. ORE a montré (ef. [9], II, dual du théoréme 11, p. 270)
que n=n', qu'il existe une permutation o de l'ensemble {1,2, ., n}
et qu'il existe pour chaque 1 , deux quotients propres Hi/Xi et Hé(i)/Xé(i)
qul soient semblables.

Nous avons donc, pour chaque i @ U/Xi = U/Xé(i) modulo I' , puisque toutes les

simblitudes sont, par hypothése, de classe I' (X c e U/Xé(i) est bien du méme
r-type g, Qque U/Xi = Zi .

7’ ,
DEFINITION 1.3. - Les T-types n; » Ty g eme s T ainsi obtenus sont appelés
les TI~types de quotients injectifs indécomposables associés & 1'élément X (plus

court : les I-types de X ).

Ces I-types de X sont définis par des quotients U/X; , U/X2 y see s U/Xn
ayent des dénominateurs X, , X2 y see Xn , qui dépendent de la décomposition
choisie pour X . Nous nous proposons de définir ces mémes I-types au moyen de
quotients ayant comme dénominateur commun X (les numérateurs dépehdant cette fois-

ci du choix de 1'n-décomposition de X ).

»
THEOREME l.1. - Pour X e (L) , X # U, les I-types de quotients injectifs
indécomposables Q/X de dénominateur X , sont en nombre fini, et leur

ensemble coincide avec celui des [I'-types de quotients injectifs indécomposables

associés & X .

Preuve. ~ Soit Q un élément injectif minimal du treillis U/X . Si Q est un
élément essentiel de U/X , alors U est extension essentielle de Q dans U/X ’
et Q=U. X est alors n-irréductible dans Q = U , et le théoréme est vrai

dans ce cas.

Si Q n'est pas essentiel, il posséde dans U/X au moins un complément Y, qui
est élément n-irréductible, Q et Y, étant alors des injectifs extrémaux réci-

proques dans U/X (cf. [2], proposition 5.1).,

Soit Q = Y2 N ese N Yn une décomposition de @ en intersection d!'éléments -

irréductibles. La décomposition X = Yl n Y2 N soe N Yn ne comporte pas non plus

d'élémenta superflus car Q >X et, d'autre part, @ étant complément de Y
dans U/X , nous avons

1

Yl n (an see ﬂYi_l nYi+1 N eeo nYn) >X .

Les I'-types associés a X , T g eee 5 Ty sont donc ceux des n quotients
U/Y; U/Y2 g ses s U/Yn (d8éfinition 1.3).
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Comme d'autre part les quotients co-irréductibles Q/X et (Q u Yl)/Y1 sont
transposés, il en résulte que Q/X est TI-équivalent & U/Y, , et est du T-type
e
Inversement, soit M, un type de quotient injectif indécomposable associé a X 3

clest le type d'un quotient Zi = U/Xi obtenu au moyen d'une décomposition de X

en intersection d'éléments n-irréductibles de (L) , non superflus 3
(l) X = Xl N seoe an. N eoe an .

i n=1, X=X =X est n-irréductible dans (L) , et m, =m; est le
type du quotient U/X; = U/X de dénominateur X . Si n > 1 , posons

Xi = Xl N eee N Xi-l n Xi+1 N ese N Xn ’

X=X.nX, o
i i
Considérons une enveloppe injective Ei de f& dans le treillis U/X @
X:X.OE. »
i i

Les quotients Ei/X et (Ei U Xi)/xi sont co-irréductibles et transposés, par
suite les quotients injectifs indécomposables Ei/X et U/Xi sont du mfme I'-type

ni dans Gm . Le théoréme est démontré.

Le [-type d'un quotient co-irréductible étant toujours celui d'un quotient in-

jectif indécomposable (cfe § 1 qu présent chapitre), nous pouvons énoncer 3

COROLLAIRE l.l, - Pour Xe (L) , X #U, les T-types de quotients co-irréduc-

tibles A/X de dénominateur X , sont en nombre fini, et leur ensemble coincide

avec celui des [I'-types de quotients injectifs indécomposables associés & X .

Nous pouvons dire, par sbus d'expression, que ce théoréme l.l1 et son corollaire

précisent la structuré du treillis "juste au-dessus de X ".

Lorsque n est supérieur &3 1 (le cas n =1 étant trivial), il est possible
de réaliser les n types Ty 9 Ty 5 ses 5 T 5 SOUS la forme de n quotients in-
jectifs indécomposables E, /X , E2/X y sou o En/X tels que les éléments Eyy B yeegB

soient u-indépendants sur X (cf. [2], définition l.1). Considérons & nouveau les

éléments ?i associds & la décomposition (1) introduits au cours de 1'étude du
théoreme précédent :

xinX.zx et U X’Asx.

1 A#i 1
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impliquent ¢

Yin[UYx]-—-X izl,z,oao,no
M

Les éléments 3?1 ’ YZ y see s ')Tn sont donc uU-indépendants sur X , ce qui peut

se traduire aussi par (cf. [2], proposition 1.2) s

(3) iin(fi+lUYi+2U...U.X-n)=X i=1,2,...,n—1.

Xl , étant n-irréductible non essentiel (n > 1) de U/X , est injectif maximal
de U/X ([2], théoréme 5.2) ; il existe donc , dans le treillis U/X , une enve-

loppe injective Q; de X, u YB U eee U 'fn contenue dans X, ([2], théordme 4.1)«

Soit, d'autre part, E, une enveloppe injective de 3(_1 dans U/X .
Pour i =1, (3) entratne (les extensions étant essentielles)

Procédons par récurrence, et supposons que pour i =1, 2, «se 4 h (h <n), nous
ayons trouwvé E, , E2 y oee Eh s 9 Q2 y see Qh ayant les propriétés :

- B, est enveloppe injective de X, dens /%,

- Qi est enveloppe injective de X:‘H.l U ess U Yn dans U/X Ai =1 42 4400 4h

- EinQi.:X’
-Ei$Qi_l et Qisqi-l, i——-2,3,noo,ho

Les conditions (3) domment, pour i=h+1 (si h+1<n),

th.l“ (T(h+2U --.Ufn) =X,

Q, est un injectif de U/X contenant -ih.,.l e:c- Yh+2 Uese U ')'('n 3 i1 existe donc,
dans U/X s une enveloppe injective Eh+l de Xh+1 et une enveloppe injective

Q1 de sz U... UX , toutes deux contenues dans Qp » et telles que

Bper 0 Oy =X
si h+1= isi 8 = =
( + n , nous choisissons E =Q , et e Qn-l ).

Ce procédé de récurrence permet donc de trouver, dans U/X , des enveloppes in-

Jectives B, , B, , .., E de T, 'X'Z s soe T('n respectivement, telles que :

XsEin(E:'|_+1U.“UEn)$EinQi:X’ i:l,Z,-..,n-l-
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E, E2 g see En sont donc bien u-indépendants sur X , et de plus

(4) EzuEsu...uEngxl, EluEzu...uEnqéxl,

car Eln(EzuE

de ')Tl

3 Uees U En) =X, X1 n El =X ( El est extension essentielle

dans U/X et X:Xln’il).

3. Eléments I-isotypiques de (L) .

Le cas ou tous les I'-types de quotients injectif's indécomposables associés & un

élément X de (L) , sont confondus, conduit & la notion d'élément I'-isotypique.

I 4
DEFINITION l.4. - Un éldment X de (L) , X # U, est dit TI-isotypique lorsque

tous les [I-types de quotients injectifs indécomposables associés & X sont con-

fondus.

Si n est le type commun & ces quotients, X est dit I'-isotypique de type n ,
ou n-I'-isotypique.

Tout élément n-irréductible X , distinct de U , est I'-isotypique ; son I'-

type est celui du quotient U/X .

Le corollaire l.l permet de caractériser un élément I'-isotypique par la propo-

sition suivante :

PROPOSITION 1.2, = Pour qu'un élément X de (L) s X £U , soit n-T'-isotypique,

il faut et il suffit que tous les quotients co-irréductibles de dénominateur X

soient du TI'~type 7 »

La propriété suivante, & 1'exemple de la propriété 10,9 de [6], donne une carac—

térisation des éléments TI'-isotypiques de (L) .

PROPOSITION 1.3. - Pour qu'un élément X de (L) , X # U, soit I'-isotypique,

il faut et il suffit qu'il vérifie la condition suivante :

"X=X nX, avec X;>X, X, >X"entrafne "il existe des éléments Y, gt

Y2 tels que 3

X, >Y, >X, X

1 >Y, >X;

2772 ¢

les quotients Yl/X et Y2/X sont des treillis isomorphes au moyen d'un isomor=-
phisme de la classe I .".

En effet, supposons que X soit I'-isotypique de type n , et que nous ayons
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X=X nX, avec X, >X, X > X .

2 2
Si X est n-irréductible dans le treillis Xl/X , ce quotient Xl/X est co-
irréductible et du I'-type n de X (proposition 1.2).

Si X est n-décomposable dans Xl/X , 11 admet une décomposition en intersec-

tion d'éléments n-irréductibles de X;/X , non superflus.

X:Zlﬂzzﬂ...ﬂzn, Zigxl, i:-'l’z,o'o,n (n>l)o
—_. 7 ° .
Posons Zl = 22 N eee N 2, 3 nous avons :

et ZR/X transposé du quotient co-irréductible (71 U Zl)/Zl , est lui-méme co-
irréductible, donc est du I=type n de X «

Donc X,/X contient un quotient A/X (& =X, ou 7,) co-irréductible du I-
type n o De méme, X2/X contient un quotient co-irréductible B/X du I'-type =
Les quotients A/X et B/X sont I'-équivalents dsns C s et 1l'existence de Yl
et Y

5 découle immédiatement de la définition de cette [I'-équivalence (proposition
1e41)e

Réciproquement, supposons vérifiée la condition de la proposition, et montrons
que deux quotients co-irréductibles arbitraires A/X , B/X , de dénominateur X ,

sont de mdme TI'-type. ( X sera alors I'-isotypique en vertu de la proposition l.2)

Si AnB>X, A/X et B/X sont du mfme TI-type, celui du quotient co-irréduc-
tible (A nB)/X .

Si AnB =X, la condition de 1l'énoncé montre de suite que LB et B/X sont

I'-équivalents (proposition 1.1).

4+ Décomposition en intersection d'éléments I-isotypiquess

PROPOSITION l.4. - L'intersection de deux éléments n-I'-isotypiques de (L) est
un élément n-T-isotypique.

Soient en effet deux éléments n-I-isotypiques X et Y . Introduisons des dé-
compositions de X et Y en intersection d'éléments n-irréductibles, non super=-
flus

X

X N eee 0 X (n > 1)

Y:Yln...ﬂYm (m?l)

XnY:Xlno-oannYlﬂoo-nYm .
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En supprimant les composantes superfluss :

XﬂY:Zlﬂooo an,

Y, g eee 5 Y }o

ot les 2, sont pris dens {X, 5 o0 4 X 1 0

n ?

Les quotients U/Z, 5 «eo U/Zp sont donc tous du I=type 7 e

Cette propriété permet, dans une décomposition d'un élément comme intersection
d'un nombre fini d'éléments I'-isotypiques, de rassembler les éléments de méme I-
type. Une décomposition d'un élément comme intersection finie d'éléments [I-isoty-

piques de T-types tous différents, sans élément superflu, s'appelle décomposition

réduite. La possibilité de décomposer tout élément X de (L) , distinct de U
en intersection finie d'éléments n-irréductibles (qui sont TI-isotypiques) permet

alors d'énoncer le théoréme dlexistence suivant :

r _Q . .
THEOREME le2. — Tout élément X de (L) noethérien (ou artinien), distinct de

U , admet une décomposition réduite comme intersection d'éléments I'-isotypiques.

Ce théoreme est complété par le théoréme d'unicité suivant s

>
THEOREME 1.3. - Soient deux décompositions réduites :

(*) X:IlﬂI n..-nIn=Jan2r\...nJm

2

d'un élément X de (L) comme intersection d'éléments TI-isotypiques de (L) .

Nous avons n =m et les I'-types des Ii sont les mémes que ceux des Jj .

Preuve., - Décomposons les Ii et les J, en intersection d'éléments n-irréduc-
tibles (sans éléments superflus)

hi ) Jj = le N szﬁ ese N ijj ;

substituons ces expressions dans les deux n-décompositions de X , et supprimons
les éléments n-irréductibles superflus. Aprds cette suppression, pour chaque i
et chaque Jj , il reste au moins une composante X,., de Ii et une composante

il
le de Jj s puisque les deux décompositions (x) sont constituées d!'éléments non

superflus. Dans 1l'n-décomposition de X ainsi obtenue figurent donc (aprés une
éventuelle permutation des indices) :

X1 0 eee Xihi (hi s:hi) R le N ees N ijﬁ (k5 < kj) 3

or, nous savons (cf. § 2) que pour ces Xy et Yjp restants les TI'-types des
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quotients U/Xix sont les mfmes que ceux des quotients U/Yj“ y et que ce sont
les TI-types associés & X . Les [I'-types distincts sont donc en nombre égal @
n=1mn.

Enfin, le T-type de I, est celui de U/Xj_l qui est de mdme TI'-type que 1l'un
(au moins) des U/Yjp , donc de mdme T'-type que celui d'un Ij (et un seul, car

les composantes de méme [I'-type ont été rassemblées).

Chapitre 2

Eléments TI'-isotypiques dans les (%)-algdbres et les modules

l. Changement de classe d'isomorphismes I .

Considérons deux classes d'isomorphismes [ et I'' , vérifiant les propriétés

(0 5 ) , (y) du chapitre 1, et telles que :
Zc I c r cT.
¥ et T étant respectivement la classe des similitudes et la classe des isomor-
phismes de treillis, portant sur les quotients du treillis (L) .
De T cTI' résultent les propriétés suivantes :

Si deux quotients Al/Bl et A2/B‘2 , non triviaux, sont partiellement I'-isomor-

phes (cf. définition 1.2), ils sont aussi partiellement [I''-isomorphes.

Dans l'ensemble C des quotients co-irréductibles de (L) , la classe modulo I'
du quotient comirréductible A/B est contenue dans la classe de A/B modulo I'! .

Tout TI'-type de quotient dans C définit canoniquement (par saturation des clas-
ses) un I'-type de quotient dans C .

Si un élément X de (L) a pour TI-types associés Ty s Ty s ees T (cfe dé-
finition 1.3}, X a aussi pour I''-types associés les types canoniquement corres~
pondants @ ni ’ né s see o nﬁ 5 de plus, si p (resp. p' ) est le nombre de types
distincts de {m, , Ty s eee s nn} (resp. de {ni Ay eee g ﬂﬁ} ), nous avons :

P'<p.

Enfin, si X est [I-isotypique, X est alors T t-isotypique.

2. Quotients dans une (©)-algébre modulaire.

Rappelons qu'une (%)-algdbre modulaire (L) est constitude par deux treillis
(t) et (L) satisfaisant aux axiomes suivants (cf. L. IESTEUR et R. CROISOT, [6]
chapitre III, §3).
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Axiome A : (8) est un demi-groupe réticulé quasi-entier complet : (8) est
donc un treillis complet muni d'une structure de demi-groupe multiplicatif satis-

faisant aux lois distributives :

a(VU @) = U S (U sa= U 8, a,
jeI * iel jel jel

et a
IBgAnB (quasi-entier) .
0 et & sont 1'élément nul et 1'élément universel de (T) .
Axiome B : (L) est un treillis complet, modulaire et n-continu.

Axiome C : Les éléments de (%) opérent dans (L) ; & tout @ € (B) et & tout

X e (L) correspond un élément OGX de (L) , avec les lois suivantes 3

6(BX) = (UB)X ox < X
(U a)x= U 4q, X3 a(U x,) = U ax,
jey I jer 17 I T T

0X = 0 3 G = 0 s

I1 résulte de l'axiome C les deux propriétés suivantes

- X et Y étant donnés dans (L) , l'ensemble des éléments & € (&) tels que
Y ¢ X posséde un élément maximum noté X *. Y et appelé résiduel & gauche de X

par Y .

- X et @ étant donnés (X € (L) , d e (B), 1l'ensemble des éléments Y € (L)
tels que dY ¢ X possede un élément maximum noté X .° & , et appelé résiduel &

droite de X par d .

Axiome D : L'ensemble des résiduels & gauche et 1l'ensemble des résiduels & droite

de tout élément X € (L) vérifient la condition de chafne ascendante.

Soit A/B un quotient de la (G)-algébre (L) , A et Be (I) , BSA. A/B
est un sous-treillis complet, modulaire et n-continu de (L) , mais n'est pas en
général une (G)-algdbre pour la loi de composition externe induite par celle de
(L) (le composé OX de Q€ (C) et de X € A/B , n'appartenant pas nécessaire-
ment & A/B ). Cependant, la loi de composition :

@, x) »>d&XuB, (notée G.X )

définit sur A/B une structure de (%)-algébre (la vérification des axiomes C est
aisée)s Tout quotient A/B sera considéré, dans la suite, comme muni de cette

structure.
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Pour X et Ye A/B et d ¢ () , les trois conditions suiventes sont équiva-

lentes :
G.Y$X§ G-YUBSX; aYSXo

Par suite, X et Y ont mfme résiduel & gauche X *. Y dans les deux (T)-alge-
bres A/B et (L) .

Dtautre part, il est facile de montrer que le résiduel 3 droite X .¢° d de
X e A/B par @ (résiduel exprimé dans la (%)-algdbre A/B ) est donné par :

X.:‘a:‘Aﬂ(X-.a),

X " @ étant le résiduel exprimé dans la (B)-algdbre (L) .

2
DEFINITION 2.1. - Nous dirons qu'un isomorphisme (de treillis)

f: A/B->C/D

de deux quotients de (L) , est de la classe FG s'il vérifie :

Vae (o , VIed/B, (LX) = L) .

Un tel isomorphisme est un isomorphisme des (T)-algébres A/B et C/D s ausens
donné par L. LESIEUR et R. CROISOT dans [6] (cf. §5, p. 35) 5 cela résulte en par-
ticulier du fait que, pour toute famille {Xi}iel d'éléments X, de A/B , 1la

borne supérieure U f£(X,) existe dans C/D et est égale & f£(U X.) .
. i . i
i€l iel

PROPOSITION 2.1. - Toute similitude de deux quotients d'éléments de (L) est un
cT).

isomorphisme de la classe T (1o e. T¢ Ty

Preuve. ~ La classe FG vérifie les propriétés (a) , (B) , (y) , qui précddent
le § 1 du chapitre l. Comme toute similitude de deux quotients de (L) est la
composée d'un nombre fini d'isomorphismes de treillis associds & deux quotients
transposés (cf. [2], chapitre 1), il suffit d'établir que, si deux quotients A/B
et C/D sont transposés, lt'isomorphisme f associé est de la classe PG .
Premier cas ¢t C=AuD et B=AnD y l'isomorphisme de treillis f @ A/B-aC/D

C est alors donné par

X-XubD,
A D et on contrble sans difficulté que

F(AX) = Auf(X) o
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Deuxiéme cas ¢ A=B uC et D=BnC, f est donné par

A X-XnC,
1'isomorphisme inverse £! est donng par
X-XuB,

et est de la classe FG d'aprés le premier cas. La
propriété (B) montre alors que f est aussi de

la classe FG .

Remarque. - Tout isomorphisme f : A/B - C/D de la classe I & la propriété

de conserver les résiduels & gauche :

®) PX) ", £(Y) =X °. Y.

1 d
DEFINITION 2.2. - Tous les isomorphismes de treillis f : A/B - C/D qui véri-

fient la propriété (R) pour tous les résiduels & gauche constituent une classe FR

vérifiant les conditions (a) , (B) ’ (Y)

> c FG C FR c T .

3+ Résiduels essentiels d'un élément d'une ()-algdbre noethérienne (ou artinienme).

Nous supposons désormeis que (L) est une (B)-algébre modulaire noethérienne

(ou artinienne) (cf. le début du chapitre 1), et nous nous proposons d'étudier les
résiduels essentiels d'un élément X de (L) (cf. [6], définition 7.5, p. 67) au
moyen des [I'-types associés a X , I étant une classe intermédiaire d'isomorphis-

mes contenue dans la classe FR définie au paragraphe précédent ;

z c r c FR cT

(le choix TI' =T, étant bien entendu un cas particulier intéressant).

G

Considérons un quotient co-irréductible A/B de (L) (cf. définition l.1)

B étant n-irréductible dans le treillis A/B , B est alors tertiaire relative-
ment & la (z)-algébre A/B et possdde un seul résiduel i gauche essentiel @ qui
est résiduel & gauche propre maximum de B dans la (G)-algdbre A/B (cf. [5],
IIT, théorémes 3.1 et 3.2). Tout élément N e A/B, N £B contient un &lément
ZeAB, Z#B,telque B'.Z =0 .Fneffet si @ est résiducl essentiel de
B par rapport & Y (B <Y gA), la relation Yn N >B (puisque A/B est co-
irréductible) entrafne : ® =B °. (Y n N) . Dans ces conditions, nous dirons que
® est 1'annulateur maximum du quotient co-irréductible A/B ( B 4tant 1'élément
nul de A/B ).
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PROPOSITION 2.2. ~ Les annulateurs maxima de deux quotients co-irréductibles de

méme T-type (T ¢ FR)’ sont égaux.

Soient A/B et A'/B!' deux quotients co-irréductibles de méme F~type (cf. §1,
chapitre 1) ; il existe un sous—-quotient non trivial C/B de A/B et un sous-
quotient C!'/B! non trivial de A'/B' , tels que les treillis C/B et C!/B!

soient isomorphes au moyen d'un isomorphisme
fs C/B-cC'/B
de la classe ' ; C # B entrafne 1l'existence d'un élément Z tel que 3
B<ZgC, B 'eZ=¢F (annulateur maximum de C/B ) ;
f étant de la classe Tp ¢
P =f(B) ". £(Z) =B *. £(2) ;
¢ étant 1l'annulateur maximum de C'/B!' , f£(Z) # B! entratne
PSP,
En procédant de méme avec £ , PSP,
Cette proposition 2.2 permet de donner la définition suivante

r
DEFINITION 2.3. - Etant donné un I-type n de quotient co-irréductible, on ap-
pelle annulateur maximum de s 1'annulateur maximum d'un quotient co-irréductible

du type n (n ¢ FR)'

7 A
THEOREME 2.1, - Les résiduels essentiels d'un élément X de (L) , X £ U, coin-

cident avec les annulateurs maxima des [-types de quotients injectifs indécomposa-

bles associés & X (si I ¢ Te )

Cet énoncé est & rapprocher de celui du théoréme 10.7 de [6] qui edprime que les
résiduels essentiels d'un sous-module X du module U coincident avec les annula-

teurs maxima des facteurs directs indécomposables de l'enveloppe injective de U/X.

Preuve du théoréme 2.1, - Soit ® = X °. Y un résiducl essentiel de X par rap-

port & 1'élément Y > X 5 le quotient Y/X contient un sous-quotient co-irréducti-~
ble (non trivial) Yl/X :

Clest évident si Y/X est co-irréductible ; si Y/X n'est pas co-irréductible,
X admet, dans Y/X , une décomposition en intersection finie d'éléments X o, -
irréductibles de Y/X ,

X:Xlﬂxzﬂ... an n>/2’
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les Xi étant non superflus.
La proposition 5.1 de [2] appliquée au treillis Y/X , montre que le in see an
est élément co-irréductible de ce treillis, et Yl/X est quotient co-irréductible
de (L) .

Ce sous-quotient co-irréductible Yl/X est d'un I-type n, , 7 dtant un T'-

type de quotient injectif indécomposable associé & X (corollaire 1.1).

L'annulateur meximum @, de Yl/X est donné par @, = X *. N avec X<NEY S Y.
Ce résiduel X *. N , relatif & la (G)-algébre Y/X , est aussi résiduel X *. N
de X relatif & 1la (%)-algébre (L) (cf §2 du présent chapitre) ; # =X . Y
étant essentiel pour (L) , il en résulte €, =€ .

Inversement, si @ est l'annulateur maximum d'un TI'-type 7, de quotient in-
jectif indécomposable associd & X s ® est annulateur maximum d'un quotient co-

irréductible Q/X de dénominateur X (corollaire 1.1)
P=X"'. Y avec X <YgQ,
et 11 est évident que @ est résiduel essentiel de X per rapport & Y , dans la

() ~algsbre (L) .

Nous savons qu'un élément X de (L) est tertiaire si, et seulement si, X
possede un et un seul résiduel essentiel (cf. [5], III, théoréme 3.1) ; le théordme
précédent permet d'établir le théoréme suivant :

r A
THEOREME 2.2. - Pour que 1'élément X de (L) , X £U , soit (P-tertiaire, ilfaut

et 11 suffit gue les I-types de quotients injectifs indécomposables associds & X,

aient tous le mdme annulateur maximum @ (T c FO%) .

Il en est ainsi lorsque X est [I-isotypique, puisque X ne posséde alors par

définition qu'uh seul I-type 7n de quotients injectifs indécomposables associé.

PROPOSITION 2.3. - Tout élément X de (L) , X ;é U, TI'-isotypique est tertiaire ’
lorsque I' ¢ F(R . L'élément premier ® associé & X est alors 1'annulateur maximum
de_tout quotient co-irréductible Q/X de dénominateur X .

Remarque. - La démonstration de 1la proposition l.4, et le théoreme 2.2 montrent
que l'intersection de deux éléments P-tertiaires est @-tertiaire (résultat clas-
sique de [5]).

Le théoréme 1.3 permet alors d'obtenir les théorémes d'existence et "d'unicitd"
des décompositions réduites dtun élément X de (L) , XA U , comme intersection
d'éléments tertiaires (cf. [5], I, § 8).
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Dans le cas ou () est un demi-groupe commutatif, nous retrouvons les résultats

classiques de la décomposition noethérienne en intersection d'éléments primaires.

Application au cas des modules noethériens (ou artiniens). - Considérons le treil-

lis (L) des sous-modules d'un module U & gauche et unitaire sur un anneau & ;
(t) étant le treillis des idéaux bilatéres de & , (L) est une (z) -algdbre. U

est supposé noethérien (ou artinien).

T étant toujours la classe des isomorphismes de treillis portant sur les quo-
tients d'éléments de (L) , nous définissons comme précédemment, la classe des si-
militudes I (cf. introduction du chapitre 1), la classe T, (cfe définition2.1),
la classe FR d'isomorphismes compatibles avec la résiduation a gauche (cf. défi-
nition 2.2).

Supposons que deux quotients A/B et A'/B' d!'éléments de (L) définissent
deux modules quotients A/B et Av/B' isomorphes au moyen d'un isomorphisme f
da modules sur & . Nous savons que l'homomorphisme canonique ¢ ¢ A - A/B  défi-
nit un isomorphisme © du treillis des sous-modules de A qui contiennent B sur
le treillis des sous-modules de A/B ; o' : A' - A'/B' définit un isomorphisme
enalogue 6! . Comme f définit naturellement un isomorphisme o du treillis des
sous-modules de A/B sur celui des sous-modules Ar/B? , l'application E:G*-locroe
est un isomorphisme des sous-treillis A/B et A'/B' de (L) . Nous dirons que f
est un isomorphisme de treillis associé (canoniquement) & 1l'isomorphisme f de
modules j nous appellerons classe FM la classe de tous les isomorphismes E de
T qui peuvent &tre canoniquement associés & un isomorphisme f de modules (por-
tant sur les quotients).

Considérons deux quotients A/B et A!'/B' transposés de (L) ; il est aisé de
voir que les deux modules quotients A/B et A'/B! sont isomorphes : A/B-gA'/B'
de fagon naturelle, et que 1'isomorphisme t canoniquement associé a f coincide
avec 1'isomorphisme des treillis A/B et A'/B'  défini par le caractére transpo-

sé de ces quotients (cf. [2], § 1 du chapitre 1).

D'autre part, tout isomorphisme de la classe FM est aussi de la classe Fg .

Ces observations peuvent &tre traduites par

> S FM c FG c FR c T .

Ltimportance de la classe FM est mise en évidence par :

7 4
THEOREME 2.3. = Pour qu'un sous-module X soit élément FMfisotypique dans la

(6)-algébre (L) , il faut et il suffit qu'il soit sous-module isotypique au sens
habituel (cf. [6], définition 10.5).
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Preuve. - Rappelons la notion de sous-module isotypique : U est noethérien (ou
artinien), soit ‘

2

une décomposition du sous-module X de U en intersection d*un nombre fini de
sous-modules n-irréductibles sans élément superflu. L'enveloppe injective E(U/X)
de U/X est somme directe de n sous-modules isomorphes respectivement aux enve-

loppes injectives indécomposables E(U/Xi) des modules U/Xi ’
(2 EWM):qu)@ng)@”.@mW%)

(cf. E. MATLIS, [8], théordme 2.3 et L. LESIEUR et R. CROISOT, [6], théoréme 10.3).

Les composants directs figurant dans (2) sont indépendants (aux isomorphismes
prés) du choix de la décomposition (1) pour X , en vertu du théoréme suivant de

Ge AZUMAYA (cf. [1]) :

Soit U wun &-module qui est somme directe d'un nombre fini de sous-modules in-
jectifs indécomposables. Pour deux décompositions de U en somme directe d'un

nombre fini de sous-modules injectifs indécomposables :

U:Il®I ®...®In:Ii®I'e...®I]_:1'.

2 2

Ona n=n', et il existe une permutation o de 1l'ensemble {1 , 2 , ess , n}

telle que Ia solt isomorphe a Ié( pour tout a .

a)
Le sous-module X est dit isotypique si l'enveloppe injective de U/X est somme
directe de sous-modules injectifs indécomposables tous isomorphes. Cela est équiva-
lent & dire que, pour toute (ou pour une seule) n-décomposition du type (1), tous
les composants E(U/Xi) de la décomposition correspondante (2) sont des modules

isomorphes.

Mais les enveloppes injectives indécomposables E(U/Xi) et E(U/Xj) sont iso-
morphes si et seulement s'il existe un sous-module non nul Yi de U/Xi isomor-
phe & un sous-module non nul Yj de U/Xj : Yi ﬁl>-Yj (cf. [61, corollaire de
la propriété 10.8), c'est-a-dire, s'il existe un sous-module Zi et un sous-module
zj de U tels que X, <7, 3 xj < zj ; zi/xi et 7. /X, sont isomorphes par
1'isomorphisme ¢ de FM canoniquement associé & ¢ Zi/Xi - Zj/Xﬁ ( Yi et
Yj étant identifids a Zi/Xi et Z./Xﬁ ) 3 les quotients co-irréductibles U/Xi
et U/Xj sont alors de méme Ntype 7 (qui est un des [ytypes associés & X

par définition 1.3).

Inversement, si les quotients co-irréductibles U/Xi et U/Xj sont de méme
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FM-type n , il existe alors deuf sous-quotients non triviaux Zi/xi et Zj/xj
isomorphes par un isomorphisme ¢ de la classe FM « Uy est donc 1ltassocié cano-

nique d'un isomorphisme de modules quotients
br Zy/X - zj/xj ,
et les enveloppes injectives E(U/Xi) et E(U/Xj) sont des modules isomorphes.

Remarque l. - La proposition 1.3 du chapitre 1, et la propriété 10.9 de [6],
permettent une preuve presque immédiate du théoréme 2.3, mais qui a 1l'inconvénient

de masquer les r8les jouds par les I'-types (et types pour les modules).

Remarque 2. - Ce théoréme 2.3 et sa démonstration montrent que le chapitre 1,
appliqué au treillis (L) des sous-modules d'un module U et au choix T = FM ’
réalise une théorie des types "d'injectifs" indécomposables et des sous-modules
isotypiques de U , qui ne porte que sur les éléments de (L) et n'utilise pas le
plongement d'un module dans un module injectif (enveloppe injective dans la prati-
que) «
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