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Séminaire DUBREIL-PISOT ) 401
(Algébre et Théorie des nombres Y 1
17e année, 1963/64, n° 4 L6 décembre 1963

’
QUELQUES APPLICATIONS DLS MODULES GRADUES

par Jean GUERIIDON

On étudie, en algébre commtative, des propriétés des modules noethériens gradués
E sur les anneaux noethériens gradués A (graduations positives). On définit no-
tamment une notion de dimension r d'un anneav noethérier A qui se rattache 3
la théorie des fonctions de Hilbert. Ce nombre r est compris entre la dimension
d (au sens des chaines d'idéaux premiers) et la dimension homologique globale &
(définie au moyen des chaines de syzygies de tous les A-modules noethériens).
Chaque fois que & est finie, ona & = r , mais la réciproque n'est pas vraie,
par exemple pour un anneau local géométrique non régulier (en particulier anneau
local d'une sous-variété multiple d'une variété). la famille & des anneaux, avec
T < w , donne en particulier une propriété du spectre maximal de 4 (cf. théoréme

12).

A un autre point de vue, la théorie des modules gradués peut s'étudier avec la
seule condition maximale (§ 1), et on a, au passage, quelques caractérisations des

anneaux de Jacobson (cf. § 2 et § 5).

1. Une extension des polynfmes de Hilbert.

On considére un module noethérien gradué E = EL@E ® .0 En ® ose sur l'an-
neau noethérien gradué A = Aok & ... 0 Ap ® ... , les graduations étant posi~
tives. Alors AO est noethérien, et on a A = Ao[ul s see ur] et E est engen-
dré sur A par un nombre fini d'éléments € 5 +++ , & que l'on peut supposer
homogénes. Le cas classique est celui dans lequel AO est artinien et les Uy de
degré 1 . Le cas général s'étudie en introduisant les idéaux premiers de hauteur
nulle de A
(sur B moethérien), 1l'entier £ = ZB(F) de la maniére suivente : 2 est la som—
me des longueurs des modules artiniens FP. (sur les anneaux BP. ), les Pi

i i
étant les idéaux premiers minimesux de B . Lorsque B est artinien, £B(F) est la

01 Ppos oeeey Py et définissant pour tout B module noethérien F

loncueur (finie) de F . On le voit en prenant une suite de composition maximale de

F et en localisant & chaque Pi c'est=2=dire & tout idéal de cohauteur nulle.

On remerque que, dans le cas oi la dimension de B est quelconque, BB(F) peut
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étre nulle sans queb F le soit, et méme, si B est non artinien, et. F artinien,
eB(F) peut 8tro différent de la longueur (finie) de F . On a

L(F/G) =2(F) -~ 2(G) ,
pour tout couple de B-modules tels que l'on ait GES F . On 2 alors le théoréme

suivant

THEOREME 1. - I1 existe un entier N tel gue, pour n 3 N, l'entier a =2, ()
, . 0
soit de la forme a? my (n) + eoe + a:; nm(n) s Gy 5 ees 5 O étant los racines
1'équation z° = 1 = O , m étant le p. pe c. m. des degrés des générateurs

de A sur AO et les nj des polynfmes en n .

On raisonne par récurrence sur r , la proposition étant vraie pour r = 0 . Sup~-
posons-la vraie jusqu'd r - 1 , et soit v 1'endomorphisme (de module gradué)
défini par la miltiplication par u_  en E . Si B estle degré de u, (suppo-
sé homogéne), on a pour chaque n la composante v, de v et la suite exacte

-1 .
0 v, 0) - E, - En“ﬁr - Emﬁr/vn(mn) -0

et pour tout p = Pi de hauteur nulle en AO s On a la suite exacte de (A 0) "

modules ¢

), »[E_ /A~ (E)] =0

0 - [v (O] > (B > (Bpg )y~ neg /a0

n+ﬁr
et la formule domnant le A d'un quotient ; puis une sommation relativement & 1'ine-
dice i permet de faire la récurrence sur r . lLe résultat équivaut & dire que

)d+l

0.
2 an.zn est le quotient par (L - 2" d'un polyn8me en 2z & coefficients en-
0

tiers rationnels. Le nombre d est la dimension du cas classique (les générateurs
de E sur A sont de degré 1 . On a, dans ce cas, m = 1 ), mais ici on se place
a un autre point de vue : A et q restent fixes et E wvarie. La récurrence
précédente montre alors que si m =1, le polyntme m est de degré au plus (d- ).

2. Applications aux filtrations qg-adiques.

Soient E un module de type fini sur un anneau noethérien donné A , et g un
idéal fixé de A . On pose

(= ~] o o0
F= 3 oB/0H ' n n+l _ n n+l _ n
2 q /a ", E gq B/ B, a zA/q(q E/q"  E) et F(z) _% a 7 .

On a, pour 2z , avec lzl <1,
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F ——-fbﬁfé~r S (E) + (1 - 2) L(z)
(Z):(l-)*J""J'(l-Z)“pq B

Z

avec L(z) polynbme en z , eq(E) y 0, @q(E) entiers rationnels.

THéORhME 2e = On a @q(F) = lonz F pour tout . A-module artinien F , si et seu-
lement si q est contenu dans le radical de Jacobson de A .

En effet si 1l'on a wq(F) = long F <« , on a, pour tout n ,

long(F/q" F) & 9P

et il existe k tel que " F=g" F; come F' = q"F est l'ensemble des

x € F tels que les diviseurs maximaux de q et de l'annulateur de =x soient tous
différents, on a q c R, radical de Jacobson (ou intersection des idéaux maximaux).
La réciproque provient du fait que Q.Rn F=0.0n a ainsi obtenu une caractérisa=-

tion du radical de Jacobson lorsque A est noethérien. Lorsque A est un anneau

commutatif unitaire quelconque on a le théoréme suivant :

THEOREME 3¢ = Le radical de Jacobson R d'un anneau commutatif unitaire A est

le plus grand idéal q 1el gque wq(F) = long F pour tout A-module artinien F ,
et tout idéal q' contenu en R a la méme propriété.

En effet si q £ M, avec M idéal maximal de 4 , on a
¢q(A/N) =0 et long(A/M) =1 .

Inversement, si g C R, et si F est artinien, A/ann F est artinien, donc
noethérien ; tout diviseur premier commin de q et ann F est maximal et le théo-

réme 2 montre que
O (F) = long F ,

en désignant par q' la somme g + ann F . Hotons que, dans les théorémes 2 et 3,

le quotient A/q n'est pas artinien, ni méme noethérien dens le cas général.

On obtient une généralisetion des annegux de Jacobson noethériens au moyen du
résultat suivant. Soit A un anneau commutatif unitaire dont tout idéal maximal

est de type fini, et soit F un A-module de type fini dont le spectre maximal
est fini ( A/ann F est semi-local). Soit L' le radical de A' = A/ann F , "L'
est de type fini comme produit fini d'idéaux maximaux de type fini. Soit a_ la
longueur du module artinien L'® F/L'™! 5 ot &z) =2 a z% . Comme A /rri' est
artinien, le théoréme L s'applique avec m =1 , et @(Z) a, au plus, Ll ocme
pdle d'ordre 1L .



404
! N
THEOREME 4. = Si tout idéal maximal de A est de type fini, il v a éguivalence

entre les propriétés suivantes :

a. Tout quotient de A avec un nombre fini d'idéaux maximaux est anneau de

Jacobson ;

b. &(Z) est un polynbme en =z pour tout F de type fini et de spectre

maximal fini s

c. Tout module F de type fini et de spectre maximal fini est artinien :

de Tout gquotient de A avec un nombre fini d'idéavx maximaux est artinien ;

e. Tout idéal premier non maeximal de A est contenu en une infinité d'iddaux

maximaux.
En effet si (a) est vraie, L' est de type firi et composé 4'éléments nilpotents,

et pour un h, on a o , donc on a (b). Si (b) est réalisée, il existe un

h et G, avec G=1'"F = !

G, ona

F . Llors si M' est maximel en A' et contient

L'GeM'Gc G et G=MG.

Comme G et M' sont de type fini, ona G =0, et L' est nilpotent et nil-
idéal, et A' est artinien et également F . Si (c) est vraie, on a (d). Il ess
évident que (d) entraine (e) et (a). Si (e) est vraie et si A n'a qu'vn nombre
fini d'idéaux maximaux, tout idéal premier de A est maximal, et donc de type fi-
ni ; donc A est noethérien d'aprés un théoréme de Cohen, et A est artinien,
d'ol le théoreme. La condition (e) est satisfaite par un anneau de Jacobson. Un
anneau de Jacobson noethérien satisfait donc & toutes les conditions du théoréme.
Un exemple d'anneau non noethérien qui satisfait aux conditions précédentes est

donné par la somme directe d'une infinité d'anneaux artiniens.

Une seconde application est obtenue en considérant un anneauv noethérien quelcon
gque A et un idéal fixé q de A . Si E est un module de type fini, variable
sur A , on pose

[} 0 o
B=2 oY, B -2 n+l ) /Dl _ n
2 q /A, 2 (/" E) , a 4/ B/TTE) et Fp(2) = % s 2" .

Si r est le nombre minimum de générateurs du A-module q/q2 , On a
F(z) = e/(L - 2)T + G(2)

avec e2 0 et (1 - 2)¥ G(z) polynmes en z & coefficients entiers (§ 1). On
notera que e = eE(q) peut différer de la multiplicité du cas classique ( 4 semi~-
local de dimension d , g idéal de définition, E de hauteur d ). On a alors la



4-05
propriété d'additivité :

THEOREME 5. = Si on a une suite exacte de A-modulesde type fini

O—>E1—>...~>Ek->0,

on a

I ey (@) =0
1

i
On peut, par récurrence sur k , se borner @ k=3, et prendre la suite exacte
0O>E->F->G-0 . Alors pour tout entier n et tout idéal premier essentiel mi-

nimal 7 de q , on a la suite exacte
(E/an)»(F/q”F) > (G /q" G;) » 0.
Siona E_ =B/ E et b, (E) =4/ (Bp) + eve + 24/ (E) , et de méme
pour F et G , on a, entre les longueurs ordinaires de Jordan—H‘élder, 1'inégalité
long(En/q E,-() + long(Gn/q Gn) > 1ong(Fn/q bn)

et, en sommant par rapport aux divers n et appliquant les résultats de la secw=
tion 1

(1) b (B) + 1 (0) 3 1 () .

De plus, pour chaque n , (E Lt ¢ F n) /" F .. est contenu dans le noyau de 1lap~
plication (Fﬂ/qn F) - (G, /q G ) et ona

n n " n n
long(F /q" E ) > long(G /q G) + long[ (B, + q E)/q EJ .

Or il existe, d'aprés le théordme d'Artin-Rees, un entier s(t) tel que, pour

n> s(@) , on ait
n n ~ n n=s(n)r s(m
5, + " E)/CE 2B /B 0 d® 1) = 5 ag.

Alors, comme les idéaux 7 sont en nombre fini, si s = sup(e(t)) , on a, en

sommant par rapport aux divers n ,
(2) p (F) 2 p (@) +p  (B) -
De (1) et (2) on tire, pour n s ,
epla) + e5(a) 2 ep(q) > eyla) + ep(a)
d'ol
- ep(q) + epla) = eyla) =
Ce Qe Fo Do
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I1 peut arriver dans le théoréme précédent que eE(q) soit nul sans que E le
soits Prenons A local régulier ce dimension d , q un idéal de définition et
E un module de hauteur d . Alors e n'est pas nul. 51 L/0:E est de dimension

au plus (@ -1) , alorsona e =0.

© 4 .
3. Hotion de dimension caractéristique d'un anneau noethérien.

Tntroduisons la "topologie spectrale" de 1'annegu noethérien A . Soient S 1le
spectre premier et SO le spectre maximal (ensemble des idéaux de cohauvteur nulle),

tous deux topologisés au moyen de la topologie de Zariski. & tout pe S , asso-
cions 1'anneau localisé A et la fonction F(z) associée & la gradvation natu-

relle au moyen des " Ap . le coefficient de Z en F(z) est
2
Mp) = long(pAp/p Ap) .

Soit Ty et T les bornes supérieures (ou 1'infini) de Mp) sur SO et 8

(0g rg&r <) « On appellera r la "dimension caractéristique" de A .

Exemples.

1° Si tout idéal de A a un systime de g généreteurs, ona r £ g . Ce sont les

anneaux de rang fini au sens de COHEN,

20 8i A est régulier au sens de 1'algébre homologique (ef. [10]), alors r est
fini et coincide avec la dimension homologigque globale. lotons que, en posant
A=gl dinh ,ona r<A , et gue la différence (A - r) est nulle ou infinie.
En effet si A n'est pas régulier, A est infinie, et si A est régulier de di-

mension A , alors tout annesu de fractions cst de dimension < A , avec égalité

sur S, .51 d est la dimension de Ap , on a 1'inégalité dgr .

On a en outre le théoréme suivant :

! \
THEOREME 6. - Si A est le guotient d'un anneau régulier de dimension p , on
a2 rgp et en particulier r est finie.

Ceci résulte immédiatement du fait que tout anneau des quotients d'un anneav ré-

gulier est régulier et des formules usuelles de la localisation.

THEOREME 7. - Un_anneau local complet est de dimension caractéristique finie.

On applique le théoréme précédent, aprés avoir rappelé qu'un anneau local com-
plet est, d'aprés I. S. COHEN, une image homomorphe d'un anneau régulier (complet,

non ramifié).
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THEOREME 8. - Un anneau local géométrique (cf. [9]) est de dimension caractéris-

tigue finie.

On applique le théoréme de transition (cf. [9]) et on passe au complété. Le ré-
sultat découle du théoréme précédent. Plus généralement le résultat s'applique &
un anneau local & noyau au sens de [9]. Pour un tel anneau 3 noyau, le passage de

1'anneau au complété ne change pas la famille des fonctions Ep(z) attachées aux

divers éléments de & .

Remarque. - Il conviendrait de donner une démonstration du théoréme 7 qui n'uti-
lise pas le théoréme de structure de Cohen suivant lequel un anneau local complet

est quotient d'un anneau local régulier (complet, non remifié) (cf. [1]).

TQEOREME 9. = Si r est finie, il v a un nombre fini de fonctions associées

Fp(z) s et en particulier un nombre fini de polyndmes caractéristigues de Hilbert.

Plus généralement on a le théoréme suivant :

THEOREME 10. ~ Si une famille T d'éléments p de S est telle que A(p) est

majorée par h entier sur ¥ , alors il y a un nombre fini de fonctions Fp(z)

pour pe X o En effet ces fonctions sont normalement majordes par 2 Ih 2% avec

L _f’n+h-1)
n -~ \\ h -1 ’
et comme la dimension de Ap est au plms h , d'aprés un résultat élémentaire,
on déduit de la relation
n 1
L 27 =
n (l—Z)h

acMe

que (L - z)h F (z) est un polyndme Gp(z) 4 coefficients entiers, normalement
majoré povr |z] <R (0 <R < 1) . La famille des polyndmes G (z) , étant nor-
male, est finie (prendre une limite en cas contraire et utlllser le fait que 1'on
a des entiers).

Notons que si r est finie, il y a2 un nombre fini de polyndmes de Hilbert pour
les divers anneaux locaux de A . La réciproque n'est pas vraie, car pour chaque
P, a n'est polynomial en n que pour n > N avec X qui peut n'étre pas bor-

n
né quand p varie (cf. [2]).

Contreexemple. - Il existe des anneaux noethériens de dimension caractéristique
non finie. Il suffit de prendre un anneau de dimension de Krull infinie (ily a
des chaines d'idéaux premiers de longueur arbitrairement grande). Voir NAGATA (7,

Appendice : soient k un corps, X| 5 eee 3 X des lettres et Py 1'idéal

n’ LI
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de k[x; , vo0 X

, ++s] engendré psr les X tels que ilgj<(i+1)},
Soit S 1'intersection des compléments des p; - Alors A = k[xl y eee s X "'JS

répond & la question.

Conjecture. — Tout anneau local est de dimension caractéristigue finie.

I1 serait intéressant de trouver un anneau noethérien de dimension finie et de

dimension caractéristique infinie.

4. Etude d'une application du spectre maximal.

La correspondance p £ Fp(z) » lorsque p déerit §, , définit une applica-
tion £ de § dans l'espace I des séries entidres 3 coefficients entiers. On
munit & de la topologie de Zariski et E de la topologie de la convergence uni-
forme. Un systeme fondamental de voisinages de ¢y €I est donné par les ensem-
bles V(R , e, ¢o) =ainsi définis : ¢ €V s'il existe R et & positifs avec
OKR<1 ensorte quo |z| <R entraine |¢ - 9ol < &« La topologie sur =
est séparée comme on le voit en appliquant les inégalités de Cauchy et utilisant
le fait que les coefficients sont des nombres entiers rationnels. On munira SO
de la topologie induite de celle de $ . Fegr exemple f est continue si A est

semi=-local ou bien si A est régulier. On a le théoréme suivant :

THéORtME 1. - S 1'application f : p - Fﬁ(z) est continue, A est de dimen-
P .

sion de Krull finie et de dimension caractéristique finie.

Soit al(p) le coefficient de 2z en Fp(z) « L'image & de 8y par f est
séparée, et comme SO est quasi-compact, ¢ est compacte. Soit alors p 1'appli-
cation Fp - W4 avec Hp = sup|F (z)| pour |z| €1/2 . Comme les coefficients
=F (1/2) . Alors K est une application continue. En ef=-
!

sont positifs, on a M F
<1/2 et

q
fet, 3 tout >0, |z

Fp(z) €V(l/2, e, q) entraine IFq(z) - Fp(z)| e
et donc

[n(g) = pip)| €=

Comme ¢ est compacte, p_ est borné sur € » et, d'aprés les inégalités de
Cauchy, al(p) est borné et la dimension caractéristique est finie. La dimension
de Krull l'est également d'aprés la section précédente et 1'image & est finje

d'aprés le théoréme 9. On utilisera la définition swivante :
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DEFINITION, - Un anneau noethérien est dit "ponctuel" si 1'image f(SO) est un

point. Il revient au méme de dire que, pour tout idéal maximal, la série F(z) est

la mAme. On a le théoréme ci-aprés :

THéORﬁME 12. - L'spplication f est continue si et seulement si A est somme

directe finie d'anneaux ponctuels.

Si f est continue, le nombre des fonctions Fp(Z) , pour p € 8, , est en par-
ticulier fini, et f(SO) ={o; 5 oos ,(pn} . Si n=1, le théoréme est vérifié.
Si celui~ci est vrai jusqu'a (n - 1) inclusivement, soit fMlj} 1'ensemble des
idéaux maximaux tels que @) =9, et {MQk} celui des autres. On pose

1
— .M — Ly A .
I =0M,, 5 = (g
Prenons
e < inf[ aup [, (2) - ¢,(2)|] ;
il z|=R
il existe alors, pour tout M = Mlj avec j fixé, un idéal W tel que M Z_ W
et que M' €8, et M A_W entralne, la topologie étant discréte, Py =0yt = @q o
On en déduit que Mlj 3 I, (car tout M contient W o). Finalement I, et

2k
I, sont étrangers. Alors

A/(T) + Ié) = 4/1, @ A/I2

et 1'hypothése de récurrence s'applique & A/I2 .

Réciproguement, si A = A1 © eoe O Ah avec A£ ponctuel pour £ =1, 2, 5.4, b,
on voit facilement qu'il y a continuité car les radicaux (de Jacobson) des divers

Az sont premiers entre eux.

L'exemple le plus important d'anneau ponctuel est celui des anneaux réguliers
(noethériens) .

Remargue. - Les théorémes de ces paragraphes ne sont plus vrais si, au lieu de
décrire So s p déerit $ (prendre un anneau régulier mon principal par exemple).

Probléme. = Trouver un anneau ponctuel qui ne soit pas régulier.

5. Sur une topologie linéaire.

Considérons, sur tout anneau noethérien B , la topologie linéaire T(B) pour
laguelle un systéme fondamental de voisinages de zéro est constitué par les idéaux
de dimension nulle.
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Siona A=Ayj@®h @ ... etsi A  est noethérien, alors A et A, sont si-
multanément anneaux de Jacobson (ou de Hilbert, cf. GOLDMANN, [3].). En effet, 4
est le quotient d'un anneau de polynfmes sur AO o On voit d'autre part que si A

et A
= 70
gie _T(AO) sur Ay . Cela résulte du fait qu'un anneau C est anneau de Jacobson

sont des anneaux de Jacobson, la topologie T(&) sur A induit la topolo-

si et seulement si les idéaux maximaux de C[X] se contractént suivant les idéaux
maximaux de C . La réciproque n'est pas vrale, mais on a le résultat particulier

suivant, qu'on établit par récurrence sur r : si B = AO[Xl y eee Xr] et si la
topologie T(B) _sur B induit la topologie T(AO) sur AO , alors AO et B

sont des anneaux de Jacobson.
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ERRATA aux notes [4], [5] et [6].

™

a. Référence [“], dans 1'énoncé du théoréme 2, remplacer E par F .

b. Référence [5], page 3067, lignes 7 et 6 & psrtir du bas, lire "et donc tout
voisinage pour T contient un voisinage de la forme V(R sy £, U) et est un voi-

sinage pour o .

c. Référence [6], page 4145, ligne 20, ajouter "anneauv noethérien de dimension

e s . - , 2
finie ou non, d étant le nombre minimm des générateurs sur L de q/q” ".



