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Séminaire DUBREIL-PISOT \ 3-01L
(Algébre et Théorie des nombres) a 4z
17e année, 1963/64, n® 3 0 décembre 1963

APPLICATION DE IA THEORIE DES HYPERTAS AUX DEMI-GROUPES

par Maurice KOSKAS

Nous avons, dans un précédent exposé, étudié la structure d'hypertas [4], et nous
avons donné quelques applications aux demi-groupes, grouvpoides et demi-hyper-grou-
pes [3].

Nous allons, & présent, exposer d'autres applications de la théorie des hypertas.
Mais il nous faut auparavant approfondir la théorie. Nous introduisons pour cela

la notion de bi~hypertas.

I. Etude de la structure de bi-~hypertas.

L. Définitions, exemples.

Définitions. - On appelle bi-hypertas la donnée d'un ensemble E , et de deux
demi-groupes d'applications de E dans &) , 0, et ®2 , tels que :

Vel€©l,e€6) H 6106226

2 €0y ° 6 .

2

Un bi-hypertas est noté (E , O @2) . Nous notons ® le demi-groupe engendré
par @l U @2 . Nous considérerons souvent par la suite les trois hypertas

(E’QI),(E’ODz))(E’@)'

Etant donné un bi-hypertas (& , 0, ,
ses ([4]) ge (B, 0,) , &, ®2) , (E, ®) , soit respectivement

@2) , on peut définir les hypertas irver-

(E’Qi),E’Qé)’(E’Q')‘

On vérifie facilement que @' est engendré par O U, et que (E, 0
est un bi~hypertas, que 1'on appelle bi-hypertas inverse de (B , 0 @2) .

Remarque. - Un bi-hypertas (E , ©, , 0,) est appellé bi-tas lorsque (E , 0,)
et (E, @2) sont des tas.

Exemples. - Soit D (resp. H ), un demi-groupe (resp. un demi-hypergroupe).
Nous notons R , le demi-groupe engendré par les translations & droite de D
(resp. de H), £ , le demi-groupe engendré par les translations & gauche de D
(resp. de H).
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MO,R,e) (resp. (H, R ,£) ) est un bi-hypertas ; son bi-hypertas inverse
est O, R ,2") (resp. (H,R', £)).
On vérifie aisément que (D , &) (resp. (H , #' ) est un pseudo-tas lorsque
D (resp. H ) est simplifiable & gauche.
Rappelons que H est dit simplifiable & gauche si

axxnanyEiP@=x=y.

2. Régularité, conditions S pour un hypertas.

Définition. - Un bi-hypertas (B , 0, , @) est dit régulier si :

A4 %

, idéal de (B, @) , @, , idéalde (B, 0, ,ona: o ng ¢ .
Exemples. = D est un demi-groupe, H , un demi-hypergroupe.
a. Les bi-hypertas (D, R, £) et (H, ® , £) sont réguliers.

b. (D, R, 2') (resp. (H, R' , £') ) est régulier si et seulement si
D (resp. H ) n'est pas réunion d'un idéal & gauche propre et d'un idéal & droite
propre.

c. Nous donnerons au.ccurs de 1l'exposé d'autres exemples de régularité.

Les conditions S . - (E , 0y @2) étant un bi-hypertas, nous définissons sur

E , deux relations d'équivalence p, et p, en posant :

V x,y €k,

X Py (1i=1,2 <>V Gy s idéal de (B , @i) ;, Xeq <> yeaq .

Nous définissons alors les conditions S , éventuellement vérifides par
E,0 , @2) :

(812) Vx,y,ueE, 8 €0 : x¢ el(u) sy V€ el(u) = X PV

(821) Vx,y,ueE, 6,e0,: xe¢ Gz(u) , Y e Eb(u) = xp 7y

(8%,) VvV x,yeE, 6 €0 : 6(x) a6y £¢ = xp, ¥

(8'21) V x,yekE ) 62 € (92 : 62(}() n‘e2(Y) 7é¢ => X Pl y

On montre aisément que (E , o, ®2) vérifie S, (resp. S, ), si et seule-

ment si (E , @] , @) vérifie S!

1]
1o (resp. S o1 ).
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D'autre part :

si (E, @l) est un pseudo-tas, (E , 0, , @2) vérifie S, .

si (B, ®;) est un hypertas injectif, (E , ®; , 0,) vérifie Sio

Exemples.

D est un demi-groupe, H est un demi-hypergroupe.

(D, &, £) vérifie toujours les conditions S, et S, (nous posons : 0O, = £

5 =
@1-:6{)

(D, R, £) vérifie la condition Siz., si et seulement si D vérifie la condi-
tion :

(¢;) Va,x,yeD: xa=ya => Dxu{x}=Dy u{y}.

On définit de méme pour un demi-groupe D , la condition :
(Cé) YV a,x,yeD, ax =ay => XD u{x}=yD ufy}.

I1 est clair que Cj (resp. C5 ) généralise la simplifiabilité & droite (resp.
a gauche).

Examinons maintenant le cas de H . Nous posons également 0 = R, @2 =£.

(H, R, £ vérifie la condition S;5 » si et seulement si H vérifie la condi-
tion :

(Dl) Va8, x,yel:
Xea x eowa, , yea x conwa => Haxuy x}=Hsxyulyl.
On définit de méme D, :
(DZ) Va0, , X,yel:
Xea w eeemwa , yEa # o ka =>x%Hu x}=y=xHuiy}.
Tout hypergroupe vérifie manifestement les conditions Dl et D2 .
D'autre part, (H, R , &) vérifie la condition Siz si et seulement si H

vérifie la condition :

(Ci) Voa , .., X,y €H

n ’

(x » Ay % eeo % an) a (y = 8y ®eeow an) £0 = Hexx u{x}=Hxy uly}.
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On définit de méme la condition Cé :
(Cé)valy°"’an,xsyeH=
(a; & oou a, % x) n (a1 *oeee % oay 7)) AP = xxHu{xl=yx« Huly}

Ces deux derniéres conditions généralisent celles de simplifiabilité d'un coté.

3. Noyau, éléments nets d'un bi-hypertas.

Dans ce paragraphe, (E , 0y @2) est un bi-hypertas fixé, ® est le demi-

groupe engendré par 0, v Oy -

Définitions.

On appelle idéal bilatére de (E , ® » @2) tout complexe de E qui est 2 la
fois un idéal de (E , @1) et de (B, &b) .

On appelle noyau de (E , ® &b) 1'intersection de tous les idéaux bilatéres
de (E, 0 , ﬁb) (ce peut 8tre la partie vide).

&, o , ) est dit simple si E coincide avec le noyau, autrement dit si
1 SHIDE s
(E , 0 » @b) ne possede pas d'idéal bilatére propre.

Le théoréme qui suit est fondamental dams notre exposé.

THEOREME I-l. - Soit (E , ®, , ®)) un bi-hypertas vérifiant la condition S, ,
et tel gue la famille § des idéaux minimaux de (E , @1) est non vide. Dans ces
conditions, Y, L est un idéal bilatére de (B , O 5 0,) .

Lorsque de plus, (E , Oy » @2) est simple, ou est régulier, ng L coincide

avec le noyaude (B , @, , 0,) , et tout idéal de (E , ®;) contient un élément
de S.

Démonstration. - ﬂgsl; est un idéal de (E , @1) ; nous allons démontrer que

c'est aussi un idéal de (E , @2) . Pour cela, il suffit q'établir que :
6, €0,, Les, ez(L) £ 0 = ez(L) e 5.
Compte tenu de la permutabilité des applications de @, avec celles de @2 , 11

est clair que 62(L) est un idéal de (E , @1) « Montrons que c'est un idéal mini-
mal.,

Soit A, un idéal de (E , @l) contenu dans 62(L) . Posons

—_ K C
Bp={belL: o6,(b) S41l.
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On a manifestement :

62(81> < Al < ez(L) 5 B]_ cl.

B, n'est pas vide, car si a est un élément de 4, , il existe L el tel que

a appartient 2 62(2) . Autrement dit, on a : 62(3) n Ay 4 @ . Compte tenu de

la condition S,, , il en résulte que l'on a :

6,(8) S 4

donc £ appartient a B, .

On vérifie facilement que B, est un idéal de (E , @l) . Par suite, puisque L
est un idéal minimal , ona B; =L, soit A = ez(L) .

On conclut que GZ(L) est un idéel minimal de (B , ®;) , et en définitive que
ng L est un idéal bilatére de (E , 9, , @2) .

Supposons maintenant que (E , 0, , @2) soit régulier (le cas oo (E , 0, , @2)
est simple se traite de la méme fagon).

Soient A wun idéal de (E , ®) , L un idéal minimael de (E , ®l) . AnlL

est non vide, et est un idéal de (E , @1) contenu dans L . Donc on a :
AnL=L, soit LcA.

L étant un élément quelconque de & , on a :

I1 résulte immédiatement de 14 que 5 L est le noyau de &, o, ®2) . Nous

posons : K = ng L.

Soit alors A, un idéal quelconque de (E , ®) . A& nK est non vide, autre-

ment dit, il existe L € §, et a €L nk . Ona alors :

1

L= U
U

= 0 (a)_(_:_A .
ele@l 1 1

{lE}
Co Q. Fo Do

Le théoréme I-l a de nombreuses conséquences, que nous étudions par la suite ;
en particulier, il permet 1'étude des éléments nets d'un bi-hypertas.

Nous posons :

i=1,2, Z, ={a€E: V beE, 3 60, : aco(b)}.
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On vérifie facilement que 2; est la partie vide ou un idéal de (B , @i) . On

a le théoréme suivant :

THEOREME I-2. - 81 (E , © , ®,) ¥érifie la condition S, , et si % n'est

pas vide, on a ¢

- 2, est un idéal bilatére de (E, ® , ®) , plus précisément, est le noyau
_(_12 (E3@19®2)'

- T, C 2 -

@2) vérifie les conditions S, et S, (en

COROLIATRE I-2.a. - 8i (E , 0, ,
et (B, @2) sont des pseudos-tas), et si Z, et 7,

particulier si (E , ®1)

ne sont pas vides, on a :

Z, = 7, = noyau de &, 0 , ab) .

II. Applications des théorémes de la partie I.

L'application du théoréme I-2 au bi-hypertas (D , R , £) associé & un demi-

groupe D , fournit le théoréme suivant bien connu :

THEOREME ([1]). = Si D est un demi-groupe possédant un idéal & droite minimal,

son noyau est réunion des idéaux & droite minimaux. De plus, tout idéal 3 droite

de D, contient un idéal & droite minimal.

Ce théoréme peut &tre généralisé dans différentes directions.

L. Applications directes du théoréme I-L.

Nous nous bornerons dans ce paragraphe & des indications sommaires.

ae M idéaux d'un cbté d'un demi-groupe. - Soit D un demi-groupe dont M
est uh sous-demi-groupe.

Définition. - Un complexe A de D est appellé M-iddéal & droite de D si on a

AMcA.

Pour tout m e M , soit em la translation & droite de D définie par m . Nous

notons RM le demi-groupe des translations i droite de D de la forme em
vV meM .

s

I1 est clair que (D, Ry £) est un bi-tas.

g3
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La proposition suivante permet d'sppliquer & ce bi-tas le théoréme I-l.

PROPOSITION. - Si M rencontre tout idéal & gauche de D (en particulier si
M contient un complexe net & gauche), (D , Ry £) est régulier.

Nous n'énongons pas les théorémes auxquels on parvient en appliquant le théo-
réme I-l.

be M idéaux d'un cbdté d'un demi-hypergroupe. = H étant un demi-hypergroupe

dont M est un sous~demi~hypergroupe, on peut généraliser les considérations de

la partie (a) en introduisant le bi-hypertas (H , QM , ) .
En général on impose & M les deux conditions suivantes :

- M rencontre tout idéal & gauche de H (ceci entraine la régularité de
(H, Ry, £) ).
-V xeH, meM, x#%#m est réduit & un élément.

On peut alors appliquer le théoréme I-l au bi-hypertas (H , £ , RM) .

c. Demi-hypergroupe vérifiant une condition D . = On a le résultat suivant :

THEOREME II-1, - Si H est un demi-hypergroupe vérifiant la condition D2 et

possédant un idéal & droite minimal, son noyau est réunion des idéaux & droite mi-

nimaux. De plus, tout idéal & droite de H contient un idéal & droite minimal.

2. Applications du théoréme I-1 utilisant 1'hypertas inverse.

On peut établir d'autres résultats & partir du théoréme I-1, en utilisant 1'hy-

pertas inverse.
Donnons tout d'abord la définition suivante :

Définition. - On appelle idéal & gauche maximal d'un demi-hypergroupe ou d'un

demi-groupe D , tout idéal & gauche qui est :

- égala D lorsque D est simple & gauche.
- un élément maximal de la famille des idéaux & gauche propres de D , lorsque D

n'est pas simple & gauche.

On peut de méme définir les notions d'idéal & droite maximal, et d'idéal bilatére
maximal.

Ces définitions se généralisent immédiatement au cas o D est remplacé par un

bi-hypertas.



3-08

THéOREME IT-2. = Soit H un demi-hypergroupe vérifiant la condition Ci et tel

que la famille 8§ de ses idéaux & gauche maximeux est non vide. Alors pgg p est

un idéal bilatere de H , &ventuellement vide.

De plus pour gue . H soit simple, il faut et il suffit gue H soit simple 2

Zauche.
Démonstration. .- Considérons le bi-hypertas (H , £' , ®') dinverse de H, £, R).

Puisque H vérifie la condition C} , (H, £ , R') vérifie la condition Sl

Nous remarquons tout de suite que pour qu'un complexe A de H soit un idéal &
gauche propre (resp. un idéal bilatére propre), il faut et il suffit que H - A
soit un idéal propre de 1l'hypertas (H , £') (resp. un idéal bilatére propre du
bi-hypertas (H, ' , ®') ).

I1 en résulte que :

a. les idéaux & gauche, propres, maximaux de H sont les complémentaires q‘'i-

déaux propres minimaux de (H , ¢') .

b. H est simple si et seulement si le bi-hypertas (H, £' , ®) 1'est aussi.

by

Ceci dit nous allons supposer que H n'est pas simple 3 gauche, ce qui entraine
Pr q g

que tout idéal de H , appartenant & la famille § est propre.

On peut appliquer le théoréme I-l au bi-hypertas (H , £' , ®) . Il entratne,
compte tenu des remarques faites plus haut que pgg H-p estun idéal bilatére
du bi-hypertas (H , ©' , ®) éventuellement égal & H .

Done pgg p est un idéal bilatére de H , éventuellement vide . Montrons alors

que H ne peut &tre simple, et pour cela faisons un raisonnement par l'absurde en

supposant H simple.
Alors le bi-hypertas (H, € , ®) est lui aussi simple, et on a, par suite

1 = i n - .
pgg H-p=H, soit g P 1]

De plus, tout idéal de (H , £') non vide contient un idéal de (H , £') minimal.

Autrement dit, on peut plonger tout iddal 2 gauche propre de H dans un idéal a
gauche maximal.

On a, puisque H est supposé simple
HxH=H.

On peut alors appliquer & l'hypertas (H , £) le théoréme 118 de [4]. Il en
résulte que :
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A

H posséde un complexe générateur & gauche minimal £ dont le cardinal coincide

avec celui de ¢ .
Ona: H=H«x A .

Soit alors a €A . Il existe he€H et beA tel que a e h v b . Compte te-
nu des propriétés des complexes générateurs minimaux, il vient a = b , donc

a€hwxa.
Soit xeH.Ona s
XwacXxhwxa.
Il existe donc uex#h telque (x2xa)n (uwa) ¢ .

En vertu de la condition C; » il en résulte que x appartient 3 H xu . Autre-

ment dit,
XxX€H#xxw%h.
On a donc :
H=H=%xh.

{h} est un complexe générateur & gauche minimal, et donc on a :
A=8=1,
La famille @ ne contient donc qu'un seul idéal, ce qui contredit le résultat
oy p=9.
Donc H n'est pas simple.

I1 est évident d'autre part que si H est simple 2 gauche, H est simple.

Ca Qo F¢ Do

Enongons le théoréme lorsque H est remplacé par un demi-groupe D .

THEOREME IT-2', - Soit D un demi-groupe vérifiant la condition Ci , et tel gue

la famille ¢ de ses idéaux & gauche maximaux est non vide. Alors :&;9 p est un

idéal bilatere de H , éventuellement vide. De plus, pour que D soit simple, il
faut et il suffit que D soit simple & gauche.

Remarque. = Si D ou H est simplifiable & droite, il vérifie Ci . On pourrait
donc (nous ne le faisons pas) énoncer des corollaires évidents des théorémes II-2
et II-2',

COROLLAIRE II-2.a. ~ Tout demi-hypergroupe H (resp. tout demi-groupe D ) sim—
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ple & droite, vérifiant C] et possédant au moins un idéal & gauche maximal, est

un hypereroupe (resp. est un groupe).

b

En effet H (resp. D ) est simple & gauche et & droite.

COROLLAIRE II-Z.b. - Tout demi-hypergroupe H (resp. tout demi-groupe D ) sim=

ple & droite, vérifiant C] et possédant un élément neutre & droite e , est un

hypererovpe (resp. est un groupe).

On démontre ce corollaire en raisonnant par l'absurde. Si par exemple H n'était
pas un hypergroupe, l'ensemble p défini par p={xeH: e gH % x} serait un
idéal & gauche maximum de H . Le corollaire II-2.a permet alors de conclure. Nous

examinerons plus loin un cas particulier intéressant du corollaire II-2.a.

3. Applications du théoréme I-2.

Le théoréme I-2 permet 1'étude des éléments zéroids de Clifford-Miller ([1]), et
des éléments inversibles de Ljapin ([2] , [7]). I1 permet méme des généralisations

assez intéressantes.

On sait que les éléments zéroids d'un c6té d'un demi-groupe (ou d'un demi-hyper-
groupe) sont les éléments nets du m8me cbté. lLe corollaire I-2.a entraine alors le

théoréme bien connu de Clifford-Miller ([1]) :

) \
THEOREME. - Si D est un demi-groupe possédant des éléments nets & gauche et

des éléments nets & droite, l'ensemble des premiers coincide avec 1'ensemble des

Seconds, et est le noyau K de D . K est un groupe et D est un homogroupe
(Cel.

Nous allons maintenant indiquer sommairement comment on peut généraliser ce théo-

réme.

A. Eléments lM-nets dans un demi-groupe.

Définition. - Soit D wun demi-groupe dont M est un sous-demi-groupe. Un é1lé-

ment x de D est dit M-net & droite si :
V. yeD, 3 melM: ym =X »
On définit de m8me les éléments M=-nets & gauche.

Notons Zl(M) (resp. ZZ(M) ), l'ensemble des éléments de D , M-nets & droite
(resp. & gauche). lNotons z, (resp. Zy ) l'ensemble des éléments nets & droite

(resp. & gauche) de D . On a manifestement :

ZiuCl s ByyEl .
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On montre alors la proposition suivante :

PROPOSITION II-3.

a. Si Zl(M) et 22 ne sont pas vides, on 2 : Zl(M) = 22 =2y »

b. Si Zl(M) et ZZ(M) ne sont pas vides, on a : Zl(M) = ZZ(M) =2, =Ly«

c. Si M' est un autre sous-demi-groupe de D et si ZL(M) et ZZ(M') ne

sont pas vides, on a :
Zl(M) = ZZ(M') = Z1 = 22 .

B. Eléments DM-nets dans un demi-hypergroupe.

On peut généraliser de différentes fagons les considérations précédentes au cas
ou H est un demi-hypergroupe dont M est un sous-demi-hypergroupe. Il est néces-
saire que M vérifie une condition supplémentaire. On impose en général la condi-

tion suivante :

e
YV x,y, ael, My eee I € M e
XeaxM# oo AM , JEARM & oot M => Hexu{x}=Hzyul{y}.
Nous n'énongons pas les résultats que 1'on peut obtenir.

C. Demi-hypergroupes vérifiant une condition D .

Parmi les théorémes que l'on peut obtenir, citons le théoréme suivant :

THEOREME I1-3'. - Si H est un demi-hypergroupe vérifiant les conditions
D, et D, , et possédant des éléments nets & gauche, et des éléments nets & droite,
1'ensemble des premiers coincide avec 1'ensemble des seconds et est le noyau K

de H . K est un sous-hypergroupe de H .

Remarque. - Ce théoréme fournit une généralisation intéressante de la notion
d ' homogroupe.

Nous allons maintenant étudier les éléments inversibles au sens de Ljapin dens
un demi-groupe ou un demi-hypergroupe. Auparavant, nous allons établir quelques

résultats concernant les hypergroupes vérifiant une condition de simplifiabilité.

) \
THEOREME II-4. - Tout hypergroupe simplifiable d'un c6té est un groupe.

Démonstration. -~ Elle comporte plusieurs étapes.

Soit H wun hypergroupe simplifiable 2 droite, par exemple. Montrons tout d'abord
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que H posséde une unité.

Soit Xy € H . Il existe e e H tel que Xg €€ %Xy o Si y appartient a H,

on a

Y #Xa L F %€ %Xy e

I1 résulte de la simplifiabilité & droite que l'ona y ey« e . Donc e est

unité 3 droite de H .

Posons alors :

H ={zeH: zecex z}.

Ona: e eH .Montrons que H =H (ce qui entraine que e est unité de H ).
Soient ueH, ye He o Il existe z , £ ¢ H tels que
ue(yxz) n(fxu) .
On peut alors écrire :
uefrucfrywaz.
Donc :
(yez)n (Ferywaz) £0 .

Ceci entraine que y appartient @ f « y . Mais, puisque y e He , On a aussi

Yy €e vy . Donc e=1¢f.

On a alors : uee xu, ce qui entratne u e He . u étant quelconque, on a

H:Ho
e

En définitive, H possede une unité e . Nous allons maintenant établir que H

est simplifiable & gauche.
H étant un hypergroupe simplifiable & droite, on a :
V xeH, 3 x'eH unique : eex' % x.
x' est noté x—l « On peut alors écrire si x e H :
X€Exw el xxn !y x ; XEexn X o
On a donc :

X% X #wxnewxnx#£@,

. -1
ce qui entraine e ex#» x =~ .,

Etablissons alors quelques propriétés de "l'inverse" introduit ici.
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On a tout d'abord :
=1

yEaAaxX => aEy% X .

En effet, si y € a # x , on peut écrire :
-1
ye(yre)n(larx)c(yaex #x) nlanx) .
-l .
Ceci entraine a ey % x . On a aussi :
-1 -1 -1

aEX Ry => a &y nwX .

En effet, si a €ex »y , on peut écrire :
-l

-1
ee€ea %aca *IX%Y,

d'oh il résulte,

donc, en vertu de la propriété précédente,

-1 -1 -1
a EYy %X .

Montrons maintenant la simplifiabilité & gauche. On a :

ue (xxvy)n (xxy") = at € (y-l % an) 0 (y'-l * X-l)
et donc y"'l = y'-l , Y=75' .
Ainsi H est un hypergroupe simplifiable des deux cdtés.
Pour terminer, montrons que H est un groupe, soit que la loi y est univoque.

Soient x ,yeH; u,vexeay.Ilexiste a, beH tels que y appar-

tient & (a=xu) n(b% v) . u appartient alors 2
(exu) n(xwawnu,
donc e appartient d xw a .

On montre de méme que e appartientd x #b . Doncona a="b.

Puisque de plus y appartientd (ax u) n(a«v) ,ona u=v.
Ainsi x % y est réduit & un seul élément.
C. Qe F. D.

COROLLAIRE II-4.a. - Tout demi-hypergroupe H simple & droite, simplifiable &
droite et possédant un idéal & gauche maximal, est un groupe.

En effet, il résulte du corollaire II-2.a que H est un hypergroupe. Le théo-
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réme II-4 entraine alors que H est un groupe.

Remarque. - Je ne sais pas construire un demi-hypergroupe simplifiable d'un cbté
qui n'est pas un demi-groupe.

Rappellons maintenant quelques définitions et résultats relatifs aux éléments

inversibles d'un cdté au sens de LJAPIN ([7]).

Définition. - Un élément a d'un demi-groupe D est dit inversible & droite

(resp. & gauche) au sens de Ljapin, si ona D =aD (resp. D =Da ).

Un élément inversible des deux cdtés est dit inversible.

d
4 gauche) au sens de Ljapin.

Nous notons I. (resp. Ig ) 1l'ensemble des éléments inversibles & droite (resp.

Nous posons d'autre part, I = Id n Ig .

On &tablit alors les résultats suivants ([2] , [7]) :

- Id , Ig , I s'ils ne sont pas vides sont des demi-groupes.
- Id (resp. I_ ) est vide ou est un complexe consistant & gauche (1) (resp. 2
droite) de D .

- I est vide ou est un sous-groupe de D dont 1l'unité est celle de D .
On peut maintenant généraliser aux demi~hypergroupes ces définitions.

Définitions. - Un €lément a d'un demi-hypergroupe H est dit inversible3 droite
(resp. &_gauche) au sens de Ljapin si ona H=a %« H (resp. H=Hwxa ). Un

é1ément inversible des deux cdtés est dit inversible.

Nous notons Id (resp. Ip ) 1l'ensemble des éléments inversibles & droite (resp.

4 gauche) au sens de Ljapin.,o I=1I,n Ig .

IEMME II-5.a.

x,yel (resp. Ig ) = (% 9Pn I £ @ (resp. X% ¥ n Ig £¢) .

On peut écrire, si x et y appartiennent & Id s
Hzx*H=zy=+*xH=x%ywH.

Donc il existe ue€ x %y tel que yeuwx H. On a :

H=zy* H=zu« H.

Donc u € Iy n (x%x7y)

1
(") Cela signifie que l'ona : uv € I, = ue Id .
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Définition. - Un complexe A de H est dit consistant 2 gauche (resp. & droite)
si @

(x2y) nA#£#8 = xeh (resp. (x2xy) nhA#@ => yebh).

IEME II-5.b. - 81 I, (resp. Ig ) n'est pas vide, c'est un complexe consis-

tant 3 gauche (resp. & droite) de H .

EME II-5.c. - 81 H yvérifie la condition O] , en particulier si H est sim-

plifiable & droite, et si Iﬁ n'est pas vide, Ig est un complexe consistant de

d
Ce résultat fort important découle de l'application du théoréme I-R au bi-hypertas

H etona: I.cI .
gL on a S g

(H, &', ®') . Nous allons maintenant, en supposant H simplifiable & droite,

1'affiner.

IEMME II-5.d. - Si H est simplifiable & droite, et si Ig n'est pas vide, Ig
peut 8tre muni d'une structure de demi-hypergroupe simplifiable & droite et simple

4 gauche, en posant :

V x,yel xxy=X%y) n Ig .

g b

Tout élément de Id est Inversible & droite au sens de Ljapin dans I .
g

Remarquons tout d'abord que si x et y appartiennent & Ig s X % ¥y rencontre

Ig . On peut donc poser :
xxy=(xxy)n Ig .
Soient x , y , z= des éléments de Ig . Montrons que l'on a
xx (yx2z)=(xxy) x z .
Pour cela nous allons établir que l'on a
x= (yxz) =(xxy=x2z)n Ig .
(On montre de méme que (X xy) x z=x#y % 2 n Ig .)
I1 est évident que l'on a :
xx (yxz) c(x»yx 2) nIg.

Soit alors ue (xx y# z) n Ig e Il existe veywz, tel que uelks 9 n Ig .
Ig étant consistant, i1l en résulte v e Ig soit veyxz,et uexx (yx z) .

En définitive Ig muni de la loi x est un demi-hypergroupe, évidemment simpli-
fiable & droite.
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Montrons que Ig est simple & gauche, c'est-d-dire ne posséde pas d'idéal 3 gau-
che propre.

Soient x , y des éléments de Ig . Il existe z € H tel que X appartient &
z *y (puisque y € Ig ). Ig étant consistant, 2z appartient & Ig , et on a :
X E€EE XY o

Soit enfin z € Id . Montrons que 2z est inversible & droite au sens de Ljapin

dans I .
. 8

I1 est clair tout d'abord que =z appartient 3 Ig (car I, c Ig ). Soit alors

d
x €I . JI1existe ye H tel que x appartienta sz %y . Ig étant consistant,

o

y appartient & Ig , et on a s

XEZXY

IEMME II-5.e. = Tout demi-hypergroupe simplifiable & droite, simple & gauche,

2

possédant des éléments inversibles & droite au sens de Ljapin est un groupe.

Soit K un tel demi~hypergroupe. Nous notons Id 1l'ensemble de ses éléments
inversibles & droite au sens de Ljapin (Id # @) . Pour montrer que K est un

groupe, il suffit 4'établir que K est un hypergroupe (en vertu du théoréme II-4).

Montrons tout d'ebord que K possédde une unité. Soit Xy € K o Il existe eeK,
tel que X5 appartient & e =% Xy e En vertu de la simplifiabilité & droite de K ,

e est unité & droite de K .

Soit alors a € Id . Il existe be K tel que X appartient & a « b . On peut
écrire

Xp€exxycenax b .
Donc on a
(axb)n(exanb) £0,
donc aussi g
a€ewxa.

Soit alors y € K . Il existe aussi f € K tel que y appartient & f %y . On

montre alors par le méme raisonnement que a appartientd fxa . Ona :

(ex a) n (Fxa) #¢ .

Ceci entraine e =f . e est donc unité de K .

Soit alors x € K . Il existe x' wunique, tel que e € x' * x . x' est noté
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—l 14 o
X  « On peut écrire :

-1
XEX wegxwn X

bag

X o

-1 . .
Dorc il existe ue€x % x , tel que 1'on ait ¢ x euw x . Il est clair que

u=¢€ ., Donc, on a :

- -1
V x €K, e € (x*x l) n(x % x) .

Soient alors x et y des éléments de X . On a :

-1 -1
e Eywy et X €ex XCywy % X.

En d'autres termes, il existe z € K tel que : X €y % z .
K est donc également simple & droite ; c'est par suite un hypergroupe.
Co Q,o Fo Do

Remargue. - On montre de la méme fagon qu'un demi-groupe simplifiable & droite,
simple & gauche, possédant des éléments inversibles & droite au sens de Ljapin, est

un groupe.

THEOREME II-5.

ae S1 H est un demi-hypergroupe simplifiable d'un cdté, et si Id et Ig

ne sont pas vides, on a Id = Ig =T1.

Muni de la Joi x , I est un groupe dont 1'unité est unité 3 droite de H, et
est_un complexe consistant de H .

be Soit H un demi-hypergroupe dont H*' est un complexe consistant possédant
les propriétés suivantes :

-~ H=HxH =H"=2«H.
-V x,yeH , 3 z,2'€H: xe(ywz)anlz"xny).
-V x,yeH , xxynH £¢.

Alors on a :

Muni de la loi x (xxy=xwynH'), H' estun hypergroupe.

Démonstration. -~ Nous montrons la partie (a). la partie (b) est évidente.

En vertu des lemmes II-5.d et II-5.e, Ig muni de la loi x est un groupe. On

a vu de plus que c'est un complexe consistant de H .
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On vérifie aisément que son unité est unité & droite de H .

Montrons pour terminer que Id =I .
Soient xe%, ae%.llwnm ye% tel que a appartienta xw% y .

Id étant consistant & gauche, on a donc x € Id .
C. Q. Fo. D,

On peut particulariser le théoréme II-5 su cas ou H est remplacé par un demi-
groupe D .
THEOREME II-6.

a. 31 D est demi-groupe simplifiable d'un cdté, et si Ia et I ne sont

pas vides, on a Id = Ig =I. I estun sous-groupe consistant de D , dont 1'é-

lément neutre est unité bilatére de D .

be Si D est un demi-groupe avec élément unité bilatére e , dont G est un

fous=-groupe consistant, on a Id = Ig =G .

On peut comparer ce théoréme au résultat de CLIFFORD-MILIER établissant qu'un de-
mi-groupe possédant des éléments zérolds & gauche et & droite est un homogroupe ([8])

Ici la condition d'8tre un idéal est remplacée par celle de consistance.

4. Eléments grossissants.

Définition (2). - Un élément x d'un demi-groupe D est dit grossissant 3 gau~

che, s'il existe un sous-demi-groupe propre M de D tel que D = xM .

On montre aisément ([2] , [7]) la proposition suivante :

PROPCSITION II-7. - Tout élément grossissant & gavche de D est inversible a

by

droite, mais non inversible & gauche.

I1 en résulte le corollaire ci-aprés.

COROLIAIRE II-7.a. = Tout demi~-groupe vérifiant la condition Ci et possédant
une unité & droite, ne posséde pas d'éléments grossissants & gauche. On peut géné-

raliser de la fagon suivante ce corollaire :
Soit M un sous-demi-groupe strict de D vérifiant la condition :

V. x,yeD, meM: xm=ym => Dx y{x} =Dy uiy}.

2 1 o 0 . 3 ’ [ e
(%) Hotre définition est différente de celle donnée par LJAPIN qui impose l'exis-
tence d'un complexe M strictement contenu dans D tel que D = xM .
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Posons :
Id(M):{XGD: D:XM} .

On a la proposition suivantc :

PROPOSITION II-8. - Si Id(M) n'est pas vide, Ig est vide.

On établit cette proposition en appliquant le théoréme I-2 au bi-hypertas
o, e, R'M) (inverse du bi-tas (D, £, ﬂM) ) ¢ Si Id(M) et Ig ne sont pas
vides tous les deux, ce théoréme entraine 1'inclusion Id(M) g_Ig , ce qui est ab-

surde, en vertu de la proposition II-7.

I1I. Complexes W-minimaux.

1. Rappel ([4]) ; idéaux p-minimevx d'un demi-hypergroupe.

PROPOSITION III-l. - Soit (E , ®) un hypertas dont W est un idéal différent

de E , mais éventuellement vide. Pour que W soit le résidu d'un complexe de E

disjoint de W , il faut et il suffit que 1'on ait : W, O =W (3). Dans ce cas,

(]

W est dit fortement large.

Dans ce paragraphe 1, W est supposé implicitement fortement large, et est éven-

tuellement vide, mais distinct de E .

Définition. - Un complexe £ de E est dit W-minimal s'il est gisjoint de W ,
admet W pour résidu et est minimal pour ces conditions. Nous notons By o la fa-

mille des complexes W-minimaux de (E , @) .

Nous posons EW =E - W . D'autre part, si © appartient & ® , nous notons @w

1'application, en général multivoque, définie sur E; par :

V X ¢ Ew , Gw(x) = 6(x) nEw .
Nous posons @ = {ew}eeg - On vérifie que (E, , ®,;) est un hypertas. On pose :
@ = L)

®, 0= & 0
La proposition suivante raméne 1'étude des complexes W-minimaux & celle des

complexes nets minimaux (entreprise dans [4]).

(3) Rappelons que l'onpose : W .. @ ={x cE: B(x) cW, V 60} .

®
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PROPOSITION III-2. - les complexes disjoints de W et admettant W pour résidu
sont les complexes de E, , nets dans 1'hypertas (E , @)w .

Définition ([5]). = Un idéal & de (E , ®) qui rencontre E, est dit W-mini-

mal si on a :
V acE, idéal de (E , Q) : SaWlgcacd = a=3nW.
Le rapport qui existe entre cette notion et celle d'idéal minimal d'un hypertas
est précisé par la proposition qui suit :
PROPOSITION III-3.

ae 51 3 est un idéal W-minimalde (E, 0) , 3 n Ew est un idéal minimal

de (B, @)w s dUW est un idéal W-minimal de (E , @) .

b. 51 J est un idéal minimal de (E , @)w sy JUW est un idéal W-minimal
de (E, 0.

THEOREME III-4. - Soit (E, ® un hypertas dont W est un idéal fortement large.

a. Pour gue }(’w soit non vide, il faut et il suffit que tout idéal de (B s ®)

rencontrant Ew contienne un idéal W-minimal. Le cardinal de tout complexe Wemi-

nimal de (E , @) est alors égal au cardinal de la famille des idéaux W-minimaux

de (E, @) contenant W . De plus, tout complexe disjoint de W et admetbant W

pour résidu contient un complexe W-minimal.

b. %w étant supposé non vide., soient Zw la _réunion des complexes We-mini-

maux de (E , 0) , R; la réunion des idéaux W-minimauwxde (E, @) . On a :

Rw = Zw JW .

On peut appliquer ce théoréme aux demi-groupes et aux demi~hypergroupes. Plus

by

précisément H étant un demi-hypergroupe, D , un demi-grbupe, si on l'applique & :

(H, £) : on trouve des résultats sur les complexes W-minimaux & gauche de H H
(D, £) & on retrouve les résultats de P. LEFEVEE [5] ;
(D, £, R) : on retrouve ici encore des résultats de P. IEFEVRE [5]

(H, ') ou (D, £) : on trouve des résultats nouveaux, dont nous avons exposé
une partie dans (1). Citons bridvement un résultat non donné dans f4].

Définitions. - Soit p un idéal i gavche de H s non vide. Un complexe A de H

est dit p-générateur & gauche s'il est contenu dans P,etsiona p=Hwx4,

Un idéal & gauche o de H non vide est dit p-maximal s'il ne contient pas p ,
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et si :
V b, idéal & gauche de H, acbgaup = b=acup.

Nous convenons également que lorsque p est un idéal & gauche minimal, c'est aus-
si un idéal & gauche p-maximal.
La notion d'idéal & gauche p-maximal généralise clairement la notion d'idéal &

gauche maximal.

Le résultat suivant découle du théoréme III-4.

THEOREME III-5. - Soit H un demi~hypergroupe, dont p est un idéal & gauche,

non vide et tel que p=H*xp .

b

Pour que H posséde des complexes p-générateurs 3 gauche minimaux, il faut et
il suffit gue tout idéal & gauche de H , ne contenant pas p , soit contenu dans.

un idéal & gauche, p=maximal.
Le cardinal de tout complexe p-générateur & gauche minimal de H est égal au
cardinal de la famille des idéaux & gauche, p-maximaux contenus dans p .

2. Utilisation des bi-hypertas.

Dans ce paragraphe, D est un demi-groupe dont W est un idéal bilatére éven-

tuellement vide, mais distinct de D .

Nous savons définir les pseudo-tas (Dw , RW) et (Dw , Ew) o On vérifie facile-

ment que (Dw R RW R ﬁw) est un bi-pseudo-tas ; on le note (D, R} , E)w .
Définition. = W est dit :

- premier si ab €W, a gW = beW.
- premier au sens de IESTEUR ([6]) si, aDbc W, a gW = bewW.

PROPOSITION ITI-6. - Si W est premier, ou premier au sens de IESIEUR, 1'hypertas
b, R, E)w est régulier.

On montre, en utilisant la théorie des bi-hypertas, le théoréme qui suit.

THEOREME ITI-7.

a. 81 W est fortement large ([5]) & droite, et si D posséde des complexes

by

W-minimavx & droite, la réunion Rw des idéaux W-minimaux & droite de D est un

idéal bilatére.
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be Si W est fortement large des deux cdtés, et est premier, ou premier au

sens de IESIEUR, si D posséde des complexes W-minimaux 3 droite et des complexes

W-minimaux & gauche, la réunion, Rw , des idéaux W-minimaux & droite cofincide

avec la réunion, Rﬁ , des idéaux W-minimaux & gauche.
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