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Séminaire DUBREIL~PISOT 18=01
(Algébre et Théorie des nombres)
lbe année, 1962/63, n° 18 ler et 8 mars 1963

ALGRBRES NON-ASSOCIATIVES ET APPLICATIONS A IA GENETIQUE

par ime lMonique BERTRAND

L. Algébres non-associatives.

Nous allons voir quelques aspects des théories d'algébres non agsociatives, et,

en particulier, ceux qui permettent une application & la génétiques

En effet, les applications principales de ces algébres sont ces applications
génétiques, et il n'est pas difficile de voir pourquoi :

Considérons un ensemble E d'individus capables de s'unir et de se reproduire,

et définissons, dans cet ensemble, une loi de composition, ou produite

Si A et B sont deux éléments de E , 1'élément P=A x B, PeE, est
1'individu produit de l'union de A et B « Si A et B ont plusieurs enfants,

la notation A x B désignera leur ensemble : on voit que cette loi n'est pas

associativec
Eerivons
-~ d'une part, (A x B) x C ~ d'autre part, & x (B x C)
A B B C
Ax B C A Bx C
\\\//’// ‘\\\////
(AxB)xC AX(BXC)

on voit bien qu'en général :

(AxB)xC;{Ax(BxC).

I. Notions sur les "formesil.

50it un ensemble E muni d'une loi non-associative, notée multiplicativement.

Nous allons donner quelques définitions qui nous serviront par la suite.

Les produits non-associatifs sont classés selon leur "forme", clest-a-dire,
selon la maniére dont les facteurs sont associés sans s'inquidter de leur identité.
Ainsi, si la loi n'est pas commutative, P= (BheC)D, F = (LB.C)D sont dif-
férents, mais ils ont mPme forme, tandis que P" = D(ABeC) est de forme différente.



1802
Nous allons définir

- le degré & d'une formees C'est le nombre d'éléments de F qui figurent dans
1Y éeriture du produite

Par exemple ¢ P= (AB«C)D, & =4,

w 1'altitude o d'une formee C'est le nombre de "générations" donnant naissance

au produite

Exemple s
(ABeC)D s'éerit s (4B)(CD) stécrit ¢
L B L B C D
N4 \/ \/
AB ©
LB CD
4LBeC D
(4B4C)D (£B) (CD)
d'ed a =3 d'oh o =2

II. Rappels et résultats valables dans une algebre nommassociatives

le Lxiomes de définition.

~ anneau Al $ un anneau Al est un ensemble muni d'une loi d'eddition qui en

fait un groupe abélien, et d'une loi de multiplication qui en fait un groupoide,

by

en supposant, de plus, la distributivité & droite et & gauche de la multiplice=
tion par rapport & l'additione La commutativité de la loi de multiplication n'est

pas supposée au départe
- algsbre & : une algébre L est définie de la fagon suivante 3
L est un anneau non-associatif ;

L est de plus un B-module unitaire, c'est=d-dire : B étant un anneau asso-
ciatif, commutatif et unitaire, on a les propriétés suivantes : pour tout xe 4,

pour tout y € 4 , pour tout a, BEB:
a(x+y)=ox+ay, (a+ p) x=ox+px
a(Bx) = (ap) x, alxy) = (ax) y = x(ay)

Nous nous bornerons dans toute la suite aux algébres de degré fini, dont on

rappelle la définition s
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On a pu trouver, dans L, n éléments e; , eee , ¢ formsnt une base, c'est-
a~dire

~ pour tout x €L, il existe § 4 see y & éléments de B tels que

3
X = E;i ei

i=1
n n
. . | . , - —
-s8i x= .Z E’i e et y= .Z ny 4 » 1'égalité x =y entraine E,i =g
=1 i=1

pour tout i .

D'autre part, il résulte des axiomes de définition qu'il existe des éléments
Yijx @veC i,Jsk=1, see g n tels que
n
e. e, = 2 ¥Y.._ € pour toub i et tout j .
i7j k=1 Y:x.,]k x P J

On a ainsi écrit une table de multiplication de 4 e

2e hlgebre ayant un élément unité e o « Soit donc € =8, €y 5 eee , € UnE
base de A o

ae Equations caractéristiques. = L tout x € L , associons les transforma~

tions de matrices Rx et LX (par rapport & la base choisie) s définies par :

yelh-z'ch, z'=yx matrice R_

yeh »z"e b, z"=xy matrice Lx

Rx et Lx sont respectivement les matrices de multiplication & droite et a
gauche de x o Considérons 1'équation caractéristique de RX

Nl

n n
=R | =0, X «t, A7 + oot (-1)"det R =0

oh les t; sont des polynOmes homogénes, en § , ses , §, coordomnées de X,
de degré i au plus, et cela, d'aprées la définition meme de 1'équation caracté=
ristiques Or x = ex = eRX ’ %P = eR}IZ °

(Dans tout cet exposé la notation x* , Pour x € L, signifie [(x x X) X] X eee
p fois 3 il est nécessaire de le préciser, la non~associativité de la loi de
multiplication rendent 1'écriture " x* " ambiguSe)

Done si ¢ d(x) désigne le polynBme obtenu en remplagant, dans le premier mem-
bre de 1'équation caractéristique, A par x, on a

cd(x) = € cd(RX) =0

puisque Rx est racine de son équation caractéristiquee.
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D'oy le résultat @

L*élément géniral xe A, A, étant une algébre non-associative ayant une
base finie sur un anneau B , est racine de son équation caractéristique & drodtes

De mdme & gauche.

bo Equation principale. = Il résulte de ce qui précéde qu'il existe une

équation & droite s

I Xp-a.‘ﬁ._ Xp_l cee = A e=10 xe k
X XX X eeoX
telle que p soit minimum. p

N\

C'est 1'équation minima & droite de x , ou équation principale & droite de 4 ,
ou équation cu rang & droite de L+ p est le degré & droite de A o De mlme 3

gauche.

Remarque l. — S'il existe une autre équation principale, son degré est néces-

sairement p .

Soit donc
A X'p - A X'pnl eco = A e=0
X XX XoerX
A,_XP"-Ag }Cp-l coe -nA' e = 0
b XX XeecX
on en déduit
1
! o ! eoo ! - ! =
(AX AZXX AX AXX) xp * + (AX AXoooX AX AX‘ooX) © 0

p étant minimum, on a

A' A=A _A'  eca AP A =A4A_A!
X XX X XX X XeeoX X XeesX
-

-
ou encore, si A et A' désignent les vecteurs dont les composantes sont les
coefficients des équations, éventuellement changés de signe, on a

- -
A A=A AN .
X X
Remarque 20 =~ Remplagons x par Ax
p _ b=l p-1 _
A. ANC}Cp A. A}\J{’A}CX ...—A)\x’h“’x}.(e-_O -
Si B est d'intégrité, utilisant Al A= A A, ona

Ax AXx,?\x = }‘A,‘--:{Ax,x

LR J

— 2P
AXAXX,.oo,KX"’)\ A)\XAXOQOX ¢
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Supposons maintenant B d'intégrité, et supposons de plus que 1l'on puisse
prendre AX =1

Alors les remarques précédentes montrent que 1'équation principale est unique
et que les coefficients des x' sont des polyndmes homogénes en F’i de degré

q ou sont identiquement nulse

Cas oh B est un corps F « - C'est afortiori un domaine d'intégrité, et l'on y

définit 1'équation principale comme 1'équation de plus petit degré & droite, dont
le premier coefficient est 1 et dont les autres coefficients sont des fractions
rationnelles en 51 ece in o Le lemme de Gauss permet alors de montrer que ces

coefficients sont en fait des polyndmes. Et on montre aussi que le polyndme prine

cipal divise le polyn8me caractéristique.

3¢ Algébre sans élément unité, - On se raméne au cas précédent en considérant

1'algdbre A s déduite de & en ajoutant e= ey ©6lément neutre & A+ On
compléte la base et sa loi de multiplication avee

. R +
©=6,e soo e yijo_o, v (i, 3, Yojx = 6jk’ Yio = 6ik X =x+§je
on écrit comme au 2°

C-(!i ) = X+(n+l) - 'tI x-t-(n)

- eee = 0
équation caractéristique de < .
Si 1'on fait, dans cette équation, o= 0, on trouve que x satisfait a
X c d(x) =0 .

Donc résultats analogues & ceux du 2%

ITT. Axiomatisation des algdbres génétiquess

A partir d'ici, B est un corps F .

le Algébre pondérée.

ae Définition. -~ & est dite pondérée sur F s 8'il existe un homomorphisme
ws A->TF tel que s

il existe xy € F tel que w(xo) £ 0
Wx + y) = wx) + Wy) 5 wxy) = W(x) Wy) ; wox) = aw(x)

oW XxX,y€hA, ae€F. w est la fonction poids.
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I1 en résulte que W est un homomorphisme de A sur F . En effet, soit
ax
0
aeFs: wf ] = o o Donc si N est le noyau de W, c'estd~dire s
wlx)

N={nehd; on) =0}, A-N estde mbme dimension que F , c'est-d-dire 1 .

be Autre définition. - Parmi toutes les bases de A , on appelle base géné-

tique de A, toute base {c } telle que, si c; ¢y = Z \A ik C » OB ait

i Yijk':lg v (i: J)-

(4 )
ce THEOREMEs =~ Pour que A soit pondérée dens F , il faut et il suffit que

A posséde une base génétique.

Démonstratione

~ Supposons qu'il existe une base génétique {ci} s alors nous disons que la
fonetion w , définie par
n n
wx) =w(2 & e.)= 2 E,
=1 11 =1 1

conviente
En effet d'abord w(ci) =13 de plus w est un homomorphisme 3
w(x + y) = w(x) + w(y) wlax) = a'w(x)

ceci de fagon évidente.

wixy) = ? Xy= ~ E’i le ¢y Cj = 123 Ei n‘](i Yijk ck)

j
Xy = i(l:ji N3 Yige Ok

W) = i%k Yijie 5 = Z & nJOl:c fpid

o) = I g - o )
i j
- Réciproquement, supposons qu'il existe w, fonction poids de A sur F .
Soit N son noyau, et soit by 5 eee, b ~une base de N o Il existe be A
tel que w(b) =

Formons donc {ci} base de A définie par ¢, = b, c; =b+ Db, ,
i=2,.e.,n,alors w(ci):l, i:lpooo’n’d'dlz

1

w(c:.L cj) = w(ci) ow(cj)

d' autre part,
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w(ci cj) = i Yijk
d'ou
2 YZL K=
et {ci} est base génétiques

Nous allons maintenant supposer le produit commutatife

8e Définition. -~ Une algébre A , commutetive, pondérée sur F , sera dite
génétique si elle satisfait & la définition suivante s
Soit comme plus haut Rx la matrice de multiplication & droite de x e A «
Soit T un élément de 1l'algébre des transformations de 4

T= of+ f(RXl y see s Rxp)
aeF, I identité, x, € &, f polyndme. Alors s'il existe w telle que,
pour tout T de cette forme, les coefficients du polyndme caractéristique de T,
dans la mesure ol ils dépendent des X; 5 D dépendent que des w(xi) s A est
algébre génétiques

L4 hY
be THEOREMEs ~ Soient A 1'algdbre génétique et N noyau de W e Si on a

T:f(Rnl,...,Rn) n, €N
m
alors ™ - 0.
En effet
P T

avec tj polyndmes dont les termes constants sont +. e

0
D'abord, t; =0, ¥ j.
0

En effet, si 1'on fait n,=0, Vv i,

I -1 = ey, oy
0 o)
et [AI-7T| =2", puisque T= 0, donc tjoz 0, V j.

D'autre part A étant génétique, les tJ ne dépendent que des w(n )  comme

n; €N, w(n) =0, et de plus tjo-_-O,donc AL - T = A,

Donc 1'équation caractéristique de T est AR = 0 s done ™= 0,
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Cette notion d'algebre génétique est une généralisation de la notion introduite
par ETHERINGTON de M"train algebrals

3¢ "Train algebra'.

a. Définition. = Une algébre commutative pondérée sera dite "train algebra'
quand les coefficients de 1'équation principale dépendront seulement des w(&i) ,
(x= . §; &) 5 c'est-d~dire qu'il existe B; ese B, € F, tels que 1'équation
principale s!écrive

x5 + By w(x) Nt R ﬁrul[w(x)]r-l x =0

ceci d'aprés 1fétude de 1'équation principale faite au § II.

be THéORﬁME. - Une algebre génétique sur F est train algebra sur F «
En effet, soit A génétique sur F et soit T = R e
o(A) = | AT - Rkl = s Y, W(x) yaat i Yh[w(x)]n avec Y; €F .
En faisant une extension finie de F
soit
r e |
Y(A) = X+ ¥ A5 h e L A

1'équation principalee D'aprés II, elle divise Ap()A) , d'od 1'on peut écrire

r

AT+ ooe + IPI"-]. >\.= A.()\. -~ A.l w) XY} ()\. - XI\-J. (A))

= Lad j wj >\» ocs >\'
b= (= 1) 1

et A est une train algebra.

4e "Spécial train algebras™.

ae Définition. ~ Une algébre pondérée commtative est dite "spéeial train
algebra® lorsque :

= N est nilpotent d'altitude o , c'est-id-dire : tous les produits (d* é1éments
quelconques de A ) d'altitude a sont nulse

1 1
- N,N" , ose ’ Nf - N [ Nkzz ensemble des combinaisons linéaires des pro=
duits d'altitude k ] sont des idédauxe

be Décomposition canonique. = Exploitons les hypothdses de définitione
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- A pondérée. - Choisissons une base de A, telle que e; ees €1 €N,

N noyau de w, et, e, = a de poids L.

Alors

a’ = a+ (e) ae, = (e) o ej = (e)

en désignant par (e) une combinaison linéaire quelconque des ey ¢

- N nilpotent d'altitude a « = On a

1 -2 1

ot e ... cxt cn

avec 1'inclusion stricte, puisque ¥ = {0} . Nous pouvons donc réaliser une par=
tition de la base de N en Ej-éléments , E ~éléments , eo. , Ek-e'léments, vee
ainsi définis ¢
on s s ol
les E -éléments appartenant & N et non a N y les B -éléments & N et

non & N y see 5 les Ey ,-éléments 2 P et nona N s eoe y les B ,-é1é-
I Id o a 1 = 2 .
ments & Na’ 1 e Alors le produit de deux EO-elements appartient & N (par défi-

nition), celui de deux Ek—éléments a I\Ik"'1 .

- N ’ ¥ y - 1 sont des idéauxe - Alors, a multiplié par E, —~é1ément
donne une combinaison lindaire de Ek s Ek+ 1 *+» Considérons maintenant chaque
ensemble Egy d'éléments de la base, comme formant un vecteur dont les composantes
sont les éléments de Eg 3

a kb E E

e: pe e'l' qe 6:-1+ eso
o1 Py est une matrice carréde et dg » Ty e+« sont des matrices rectangulaires
en général.

Une transformation linéaire de A sur les By, soit H, domme Fy = H(Ey) ,
E = 1ir) .,
S C
1
aFeszeH— (Fe) + Hag By i + e
S8i H est la matrice qui transforme Py en metrice diagonale et si cela a été

fait pour chaque Ee s A a été remende & sa forme canoniquee

Pour la suite, il suffira que chaque Py ait été réduite 3 sa forme jacobienne
c'estmd~dire qu'elle ait ses valeurs propres sur la diagonale principale et des
O en dessous.

Alors en notant )\i les valeurs propres des matrices rg (ily a n}»i en tout)
si
n-1

Xx=Ea+ % ai ei alors g:w(x)
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EA1 * % * %
0 EAZ *
RX = 0 0 ..
0 0 g%n

Co THEOE%ME. ~ Une "special train algebra® est une algébre génétique sur F .

Soit f(R.Xl cos Rkp)n + al =T o Alors d'aprés la forme de R
f(«?;l AMos By My R
f(Rxl y soe Rxp) = 0 £(8; A s & Ay y eee) oen
0 0 208 Ay g ooe
a‘ ol
AL = 1] =

[(A=a) I~ f(RXl ces Rxp)l

=(rma=n)(Aeanny) e (Amaan)

avee Ny = £(E Ay B Ay oo, & A;) 5 donc les coefficients de I ~T| ne

dépendent que des w(xi) puisqu’ils ne dépendent que des Ei = w(xi) et des Ai .

A est une algébre génétique.

Nous allons voir maintenant quelques exemples particuliers d'algtbres utilisdes
en génétique, et tout d'abord nous allons rappeler quelques notions sur 1'hdrédité
mendélienne.

Bo Algébres utilisdesen génétiques

I. Notions sur 1'hérédité mendéliennce

Si nous considérons chez une espéce quelconque les cellules reproductrices, elles
contiennent 2n chromosomes, n paires de chromosomes.

Si nous classons les individus de cette espéce relativement 3 un caractére hérée
ditaire déterminé, par exemple chez 1'homme la couleur des yeux, chez certaines
mouches la forme des ailes, etcs, il se trouve que les modalités de ce caractére
se trouvent déterminées,par une paire bien définie de chromosomes parmi les n
paires, et de plus, se trouvent localiséecs & un endroit bien déterminé sur chaque
chromosome de la paire en question § cet endroit est appelé M"locus"e. Donc, & chaque
locus de cette paire se trouve "quelque chose", qui déterminera la modalité du
caractére chez 1'individu en question. Ce "quelque chose" s'appelle un géne.
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Considérons donc un individu I , relativement & un caractére C « Prenons pour
fixer ces idées l'exemple classique des belles de nuits, et le caractére : cou=
leurs Des deux génes qui déterminent la couleur, 1'un vient du pére et 1'autre
de la méres Supposons que 1'un des parents de I soit une belle de nuit rouge
il a transmis & I le géne R, et que 1'autre soit une belle de nuit blanche
il a transmis & I le géne B o I se trouve avoir pour formule RB o L'un de
ses deux chromosomes porte R , 1l'autre B « On représente le "parent rouge" par
RR, le blanc par BB I est rose = RB &

(1)

Si maintenant nous croisons deux individus RB ensemble, ils donneront ¢

RR RB BB

en proportion ¢ %—BR,%RB,%—BB.

Pour justifier le symbolisme qui va suivre, et qui est classique, introduisons

la notion de géne dominant et géne récessife

Soient D et R les deux modalités d'un caractére. Dans certains cas il se
trouve que "1'hétérozygote", c'est-i-dire 1'individu ayant pour formule DR ’
est apparemment identique & 1'individu. DD « Le géne D domine alors le géne B ’
qui est dit récessifs

Nous pouvons alors maintenant introduire nos premiers exemplese

II. Algébres gamétiques et zygotiques de 1'hérédité mendélienne simplee

le Algébre gamétiquee

Considérons une population formée d'individus DD (ou ? )y DRy RR (ou 7 )e
Ces individus sont capables de fournir les "gamétes"™ D et R, dans une cer=
taine proportione C'est ce que va exprimer la définition de 1'algébre gamétique.

Considérons 1'algébre engendrée sur le corps des réels par (D, R) ;3 la loi
d'addition signalant simplement la présence des deux gamétes P= aD + @R
signifie que, dans une population P » on peut trouver le gaméte D avec la proe
portion o , le gaméte R avee la proportion B (d'ch @« B=1), la loi de
multiplication rendant compte des lois de 1'hérddité

D2::DD=D DR:%D-}-%R R2=RR=R'

En effet les indivudus DD libdrent le gamdte D s les DR une proportion
égale de D et de R, et RR le gaméte R »
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Un élément de cette algébre est donc 1'élément général P= aD + PR avec
a+ =1« On voit facilement que, d'aprés ces définitions, la base (D, R)
est une base génétique, donc que 1'algebre est pondérées

De fagon plus générale, considérons un corps F de caractéristique # 2 et,l
sgr F , 1'algebre commutative 4 = (u1 s uz) avec u‘} Uy Uy U=y Uy byl
Uy = Uy e I1 est facile de voir que ce produit n'est pas associatif :

2 1 1 1 3
n(w) =9 u=gu + 7y (o w) =gy +ry, .

u, +
Un changementzde base, u= -—1——2———- sy 2=1U =u, domme A= (u,y 2), uz =u,
=%2, = 0 o Alors soit x= E&u+nz « On voit que w(x) =& convient.

Ie noyau N est (z) « On a -0, 0m voit que A est "special train algebra".
- Berivons R =<1£ 10 o Quel que soit, dans T = al + f(Rxl ees Rxp) y la
zn 78§

forme du polynSme f , on voit que, parmi ses termes, ne figureront que des
matrices carrées avec les O en premiére ligne deuxiéme colonne, donc que les
coefficients de |AI = T| ne dépendront que des Ei y c'est-d=dire des w(xi) .

2+ Algébre zygotique.

Considérons toujours une population formée de DD s DR y RR « Et appelons
A+ DD, B=DR, C=RR . Considérons 1'algdbre engendrée par (A, B, C) sur
le corps des réels, avec la mBme loi d'addition qu'mu § l, et la loi de multipli-
cation rendant compte des lois de croisement des "génotypes", A, B, C e

4% = (0D)(DD) = A B° = (DR)(DR) = #h+zB4+zC P (RR)(RR) =

BC= (DR)(RR) = 5 B+ »C  Ch= (RR)(DD) = B AB= (DD)(DR) = 5 A+ 5 B .
Un élément de 1'algébre est comme ci=dessus P= oA + BB+ YC avec O+ B+ Y=1,

Plus généralement, considérons sur F 1! algebre A=(a, b, c) avec &= a ,
bz..z-a+2-b+z-c, c2=c, bC_-zb-i-?C, ca= b, ab..-z-a-l--z-b,et
fg:l.sons un changement dg base pour avoir A= (u, v, w) , W= a ’ uv..é-v ’
V=gw, Ww=vw=w =0, x:Eu+nv+2w>.Onpeutprendre w(x) =

et le N noyauest N= (v, w) «

On a Nz = (w) ’ 1\73 = 0« A est "special train algebra'e

On voit que ces deux exemples d'algdbres ne sont pas inddpendantse On les ddduit
facilement 1'une de 1'autre, et le procédé par lequel on obtient la deuxime s'! ap-
pelle la duplication, ce que nous allons étudier maintenants
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IIT. Duplication des algébres commutativess

l. Définitione

Soit A une algdbre commutative d'ordre n sur F, et solt u; eee u, une

base de A avec
Uy uj":‘zkYijkuk -
Définissons A' de la fagon suivante = A' est commtative d*ordre 5(—11—2"'—12-

sur F et ses éléments de base sont Vij 0 i£j, 1yJ=1y eee yn, avec
pour loi de multiplication

Vi Vrs T > Yijk Yest Vit ® Vg T ek V7K
la définition de A' est indépendante du choix de la base, car l'on peut voir
facilement que 4 isomorphe & Al entraine A' isomorphe 3 Ai o A' est dite

déduite par duplication de A «

as A pondérée entralne A' pondérées = En effet, si 1l'on a pu prendre

n
= 2 = 2 . d A
w(x) = 2 g pour x= 2 g u; dans

on voit facilement que dans A' on peut prendre
wixt) = 2 Ei avec x' = 2 E
i,] i, J
be Définition d'un homomorphisme de A' dans A .

J

H: At 2 A,

L
vijeA -»H(vi.])::u u, ..ZYiJku.keA.
D'ol le transformé de 1! element x' e A'

x= 2 E’:L;, ij H(x') = 5:Lj o ik uk)

iy
Hx') =§ (1,3 15 Yigd Y -

Eg fait H est un homomorphisme de A!' sur Az puisque les uy uj engendrent
A" . Soit Q' le noyaw de H .

ce Ie noyau ' est tel que MA' = O o - En effet, soit We @ .
= i‘j'j Sy vag  HOY =§ (ii; 513 YigK)
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comme H(w') = 0, on a
2 a Yig= O vV k-
i,J
Si nous prouvons que W' V=0, v étant un élément quelconque de la base de

rs
A' , nous aurons prouvé la proposition QA' = 0,

Or,

Wy, = 2 E..v..V (2 Yoy Youu V)
rs 1,3 ij 'ij ‘rs T ',j l,]k’ ijk "rst "kt

Wy = 2 (2 &Y. Y =0 .
rs Kt i, ij J.Jk) rst Vkt

2¢ IEMfEe ~ Soit a' € A' , soit Rl; une matrice de multiplication de a' dans
o .

T = al' + f(R;,l y eoe s R;,p) est un élément de 1'algébre des transformations
de A' ,

Soit T=al + f(Ral y soe o Rap) 1'élément de 1'algtbre des transformations
de A tel que a, = H(a:'l) .

Alors nous allons prouver le résultat s

IAI' = Tt = (A - a)l/Z(n-l)n AL - 7| -

Démonstrations = Soient Q' 1le noyeu de H s et m son ordree On peut écrire

A':Q'-;-Q’l avec ordre de Qi:p:%n(n+l)~m~ .

Si 1'on éerit A' sous cette forme, se souvenant que Q'A! = 0 s la matrice R,

sVéerit
0 0
R!', =
! @a' Na>

Ma, et Na, étant des matrices pxm et P x p respectivemente

Comme A' = Q' est isomorphe 3 IS » on peut considérer N comme la matrice

de multiplication & droite correspondant 3 H(a!) dans Az

2
0 0O )
et R' ] — .
a Q B
Alors

N, = Rﬂ(a') avec a= H(a') € &
f(R;'l LN ] R;" ) =

P x f£(rR*

%\ |
s ese s R )
4 )/
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£f(R* , «o , B¥) O

a
£(R_ eon R, ) = L P
1 P % 0
Alors IM'-T‘I:(?\.-OL)mI(?\.-OL) Ip-'f(R: ,coo,R:)lo
1 p
* *
Or M =T = (A= )P |\ =a) I, - f(Ral , Rap)
d'ou I}\It - T" = - a)m"(n"'P) ,7\.1 - T‘

clestea=dire
ALY =T = (A -a)(n(n"l))/z AL - T »

3. THE’ZOBEME. - L' algeébre déduite par duplication d'une algdbre A génétique
est une algébre génétique. En effety si L admet comme fonction poids W s pre=
nons pour w! dans A%

w'(a!) = w{H(a')) .
D'aprés le lemme précédent les coefficients de |AI' = | dépendent seulement
des w(ai) s c'ested~dire des w(H(a:'i_)) 5 g'es‘o—é-dire des w'(a;_) e L' est

génétique.

4+ hpplication.

On voit facilement que 1'algébre zygotique étudide ci-dessus est déduite par
duplication de 1'algébre gamétique. L'algdbre gamétique, étant "special train
algebra" donc a fortiori, algébre génétique, 1'algdbre zygotique est donc géné-
tique d'aprés le théoréme qui précéde. Elle est d'ailleurs davantage puisqu'elle
est M"special train algebra.

Autre exemple : Considérons 1'algébre déduite par duplicetion de 1'algébre
zygotique, elle est engendrée par :

E=zAMj; F=BB; G=003; H=BC; I=CLj; J=A4B
avec comme table s
(AA)Z-_-E’Z-_-.E F2=-1-6-E+Z-F+1}6G+%'-H+éI+é-J etce
Par changement de base, nous aurons
b=(vyp 5, P35, P, ps)

2 . 1 . 1 . R 1 . 1 . .
WV EVE Vo SgPii Vo, =xP3i Py=7R3 P P=glyi By = TpPss
vpj=pipj=0 pour 1=1, «ee ,5, j=3,4, 5 Ecrivant
x:&v-a-?nipi, wix) = &



3
N=(P1,P2,P3,P4,p5) N2=(p29p43p5) N=(p4)p5) N =0.

Cependant /L n'est pas "special train algebra® car LN2 n'est pas
¥ = vp, = é-pB £ ¥ 5 ¥ n'est pas un idéal de & o

Cependant A est une algébre génétique d'aprés le théoréme précédente

IV, Lutre exemple 3 "crossing=over's

Nous avons jusqu'd présent considéré un seul caractére n'ayant que deux modali-
tés. Or un caractére peut présenter plusieurs modalités, par exemple les groupes
sanguins chez 1'homme (4 modalitéds). D!autre part on peut étudier la transmizsion

by

conjointe de deux caractéres & la fois, ou plusj

Supposons done deux caractéres L et Bs A ayant m modalités et B ayent
p modalités. Supposons de plus que ces caractéres sont localiséds sur la mBme
paire de chromoscmes. Un individu I possédera donc une paire de chromosomes ainsi

faite

Théoriquement, dans le croisement avec un autre individu, I devrait trensmettre
soit le couple de génes Ai Bk , soit le couple Aj BZ o Or 1l'expérience prouve
qu'il n'en est rien. Pendant la durde des phénoménes subis par les cellules repro-
ductrices, il arrive qu'il y ait comme 1'on dit "crossing-over", c'est-i~dire que
I peut transmettre Ai Bz ou Aj Bk : ce que 1l'on exprime @

BBAVB! = (1= W) (LB + LVBY) 4 > W(LB' + L7B?)

®W est la fréquence de recombinaison. Elle est souvent faible, mais intervient

souvent de fagon non négligesble.

Ily a mp éléments de base A. Bz

X:Za B Zd. =1,
i, it i 2 1,0 i2
Flus généralement, soit A4 1'algdbre sur F engendrée par les Ai B, »

i=1, 600, m, £=1, cec , p avec
1 W
L = - R : =
1 B AjBk_z(l w)(Ai B, ij B,) + 7 (& B+ Aj B,)) x= Zz Cyy by By -
Etudions cette algébre.
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Pour cela posons @

u:AOB LO 0°? j:l’coo,p-l

J
iT 170 0°0°?

Wy = (ko By = 4o By) (L; By = kg Bg)

V:LBﬂAB i:l,ooo’m-—l

Ly By est un &lément choisi au hasard et définitivement fixé, ily a (p = 1)
u, y, (m=19 v; et (me1)(p=1) Wiy et avec I, cela fait 3

1+(m-1)+(p~1)+(m—l(p-»l):mp éléments
exprimons

TR T (44 Bj - &y By (I-.i By - 4 Bp)
tous calculs effectuds :
w .
wig =g (By By = Lo By = (vy + uy))

on voit ainsi que les I, uJ 5 Vi wij sont indépendants. Etant au nombre de

mp , ils forment une base de & . D' autre part, en prenant pour fonction poids la
somme des coordonnées,

w(I) =1 w(uj) = w(vi) = w(wij) =0 .

Donc le noyau de A est
N::(uj,vi,wij) i=1, eoo yDy J=1, oo ym.
D'autre part, on a
Iu;j:AoBo(AQ 3 -4 BO) z(l-w)(f. By + 4 B)+-2(A B + &g B)-A B,
1 g r 1
. Iujs-g([.o Bj —lso BO) Iuj=-2-uj
de mbme I =V

D'autre part, ug:.- o, v?_ =0

lew w w 2
R R N R 0.
Wy 5 Wy 5 Uy Wy g S ) Wy g Vi = 0
I1 en résulte que 4 est "speciel train algebra" avec
1
Wy vy) et W= (), W= (0) .

Nous allons en déduire 1'équation principale de 4

N= (u,

x-E_’,I-q»Za V5 +Zp u +Zy

ij 1.]
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x(x = &) = X Ex

2 2 -

=8I+ zaaivi-..,Zagj ug + permes en wy 4
2
X = E&x = termes en wij::)\wi.

2 (
(x = Ex) x = +termes en Ve = A x s wij

J

(x?’mEX)(x-nil“f” =0 .



