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Séminaire DUBRE IL~PISQT 17-01
(Algébre et Théorie des nombres)
16e année, 1962/63, n° 17 21 mars 1963

ARITHMéTIQUE DES FORMES QUADRATIQUES QUATERNAIRES
par Bartel L. VAN DER WAERDEN

En utilisant la théorie des fonctions 6 , C. G. JACOBI a établi (cf. [6]) que
le nombre N des représentations d'un entier naturel m 8ous forme d'une Somme

de quatre carrés i
(1) m =z + y2 PP
est égale & huit fois la somme des diviseurs de m s 81 m est impair, et & vingt
quatre fois la somme des diviseurs de m s 81 m est pair. Done, si la décompo=
sition de m en facteurs premiers naturels est s
mzzaﬂpb
p
oi p décrit 1l'ensemble des diviseurs premiers impairs de m, on a
Nz=8T (p° + veo + p+1) si a=0
p
N = 24Tl (pb + e +p+ 1) si afo0,
b
A, HURWITZ, [5], a donné une démonstration algébrique de ce résultat ; cette
démonstration, qui repose sur l'arithmétique des quaternions, est analogue & celle
qui avait été utilisée par GAUSS [3], dans 1'étude de la décomposition d'un entier
naturel m sous forme d'une somme de deux carrés

2 2
m=3x +y -

Pour obtenir une telle représentation de m s 11 suffit de représenter m comme
produit de deux entiers de Gauss conjuguds s

m= (x +yi)(x - yi) ,

On utilise la propriété de factorisation unique vérifiée par 1'anneau des entiers

de Gauss, pour factoriser m , d'abord en facteurs premiers naturels et, ensuite,
si cela est possible, pour factoriser chacun des facteurs premiers naturels de
I en facteurs complexes conjugués,

On détermine alors aisément le nombre des représentations de m sous forme
d'une somme de deux carrés.
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Pour traiter la forme (1), A. HURWITZ considére 1l'algébre des quaternions. On
désigne par (I, i, j, k) 1a base canonique de cette algtbre., Un quaternion

a=xi+yj+zk+ 1l

est dit entier si x, y, 2 et t sont des entiers naturels ou bien si chacun
des nombres x ,y, z et t estde la forme n + % s O0 n est un entier,
Dans le cas ob x, y, z et t sont entiers, nous dirons que le quaternion q
est entier au sens strict. On désignera par q le quaternion conjugué de q .

la norme d'un quaternion q étant définie par la relation

- 2
n(q) = g3 = ° + y° + z° + t°,

le probléeme de la représentation d'un entier naturel m sous la forme (1) est
équivalent au probléme suivant : étant donné un nombre naturel m , quel est le

nombre de quaternions entiers au sens strict dont la norme est égale & m ?

11 est plus simple de répondre & la question précédente si 1'on y remplace
"entiers au sens strict" par'entiers¥,

Remarquant que l'anneau des quaternions entiers (au sens large) vérifie 1la pro=
priété de factorisation unique, A. HURWITZ démontre le théortme suivant s

e N
THEOREME. - Le nombre des quaternions entiers, dont la norme est égale 3

m=2anpb
P
est
24T+ p™ s s pa ).

P
Si m est pair, tous les quaternions entiers, dont la norme est égale & m,
sont entiers au sens strict. Si m est impair, la famille des quaternions entiers
au sens strict de norme m ne constitue que le tiers de la famille des juater=
nions entiers, de norme m . On retrouve, ainsi, le résultat de Jacobi.

'Un quaternion entier q pouvant s'éerire

1+j+k+1

g=xi+yj+zk+t ™

i X, y,2z et t sontdes entiers, sa norme n(q) prend la frme s

(2) x2+y2+22+(x+y+z)t+t2.

Il en résulte le théoréme suivant, di & A, HURWITZ
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THéOR:ENE. -~ le nombre des représentations d'un nombre entier naturel

m = 28' ﬂ pb
p
sous la forme (3) est
24“ (pb+pb-1+ cee + D + 1) -
p
Soit %
fx,) = &, x.
i 1,%=1 ik *1 %k
we forme quaternaire entiére, c'est-a-dire que les nombres 854 9 Zaij ’

i et j=1,2,3, 4, sont entiers rationnels et que 8sp = 84 « On appelle
discriminant de la forme f 1le déterminant

azfl
ox; ox |

Par suite, le discriminant de la forme (1) est égal & 16 3 celui de la forme
(), a 4.

la forme

D =

4
flx,) = 2 84y X5 X

Y iket
est dite primitive si les nombres 8119 oee 5 Bgg 5 2Biny eeey 2a34 sont
premiers dans leur ensemble.

Deux formes

4 4
f= 2 84, X, et g= 2 b ¥s Vi
s her L% i1 LK
sont dites équivalentes si elles se correspondent par une transformation lindaire

uwnimodulaire, c'est-i-dire si f =g pour x, =2 aljf ¥, ©u les nombres aljf sont

entiers rationnels tel que det(alg) =+ 1,

Ia substitution + = 2t' transforme la forme () en une forme équivale nte
alc forme (1), Done la forme (1) s'obtient & partir d'une forme dont le
discriminant est plus petit que le sien. Par contre, il n'en est pas ainsi de la

forme (3). Nous dirons, pour cette raison, que la forme (3) est une forme non
dérivée (Stammform).,

Les formes non dérivées correspondent, dans la théorie géométrique des formes
L4
quadratiques, développée par J. DIEUDONNE, E. WITT et M, EICHIER (Voir par exemple
[2]) aux réseaux maximaux (maximalen Gritter). Dans cette théorie, la forme (1)
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by I 03 Id
correspond & un réseau cubique ; la forme (3) , & un réseau cubique centré.

En vue de généraliser la théorie de A. HURWITZ, H. BRANDT a, le premier, intro-
duit la notion d'algébre de quaternions généralisés ; on désigne sous ce nom une
algébre % sur un anneau cormutatif A ayant un élément unité (on prendra pour
A le corps des nombres rationnels) ayant une base de quatre éléments, dont le
premier est élément-unité de ¥ , qu'on identifie & 1*é1ément-unité 1 de 4,

et dont les trois autres wuy , W, , u3 S multiplient suivant la table

"2 2 2
iz G=p dy=-op

ul u2 = - U2 u1 = u3
uluz'.:."-—~‘l:|.3'!.l.lzcxu2
Up Vg = = Uy Uy == Py

& et [ étant des nombres rationnels.

<

Pour tout quaternion q =t + xu; + yu, + zu; , on désigne par q le quater-

nion t - xu; - yu, - 2y qu'on appelle le quaternion conjugué de q » Le pro-
duit qq est appelé la norme du quaternion q , et est noté n(g) . na

2 2 2 2
n(g) = t° = ox™ - By” + apz” .

On appelle trace du quaternion q , le nombre rationnel s(g) =q + g =2t

Un quaternion (généralisé) q est dit entier si sa norme et sa trace sont des
entiers rationnels.

Dans une algébre de quaternions généralisés, He. BRANDT [1] a développé une
théorie des modules, des anneaux et des idéaux. Un module a de 1'algebre %

est l'ensemble des combinaisons linéeires & coefficients entiers de quatre qua-

ternions a;, o, , a et o, linéairement indépendants. Un anneau (Ordnung)
est un module fermé pour le multiplication et qui contient 1'élément-unité de
A , Ies é1léments d'un anneau sont des quaternions entiers,

les anneaux maximaux (maximale Ordnungen) sont d'une importance primordiale
dans la théorie de H, BRANDT,

Chaque module a détermine deux anneaux

oe

Dg:{q; ael; aa & al

Dg=1a; ae?; aagal

désignés respectivement sous le nom d'anneau 3 gaushe et d'anneau & droite asso=
ciés 4 « .
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Si Dy et Dg sont des anneaux maximaux, alors a est appelé idéal de ¥ ,

Les idéaux correspondent donc aux idéaux fractionnaires de la théorie classique

des corps de nombres algébriques.

51 a et ¢ sont deux idéauz tels que l'anneau i droite associéd & « coln-
cide avec l'anneau i gauche associé & ¢, H, BRANDT définit le produit oec e
Respectivement, & cette opération, 1'ensemble des idéaux de U est un groupoide,

A chaque module %= (a; , a,, % , &) correspond e classe de formes dont
un représentant est

4
F(x;) = n(jE1 X, 01) .

Soit n(a) 1e p. go c. d. des coefficients de F . On a g
F(xi) =n(a) ’Fa(xi)

ol Fa(xi) est une forme entiére primitive, appelée la forme de normes (Normenfomm)
du module « ,

On démontre que la forme F, est une forme non dérivée si et seulement si «

est un idéal,

Puisque F(x,) se déduit de la forme t° - ox* = Py° 4 opz> par trensformation
linéaire rationnelle et que le discriminant de cette dernidre forme est un carré,
& savoir (4&;3)2 s on en déduit que le discriminant de F  est un carré.

a

La méthode des quaternions ne s'applique qu'aux formes A discriminant carrd.
Pour de telles formes, H. BRANDT e défini une loi de composition, analogue & celle

des formes binaires, précédemment définie par GAUSS.

Définition, - Si, par une substitution

4
z = 2

q 4 (q=1,2,3,4)
r,s=

m X
; @s’r’s
une forme C(zi) est transformée en un produit de deux formes A(xi)’B(yi) on

dit que G s'obtient par composition de A et de B .

Respectivement & cette loi de composition l%ensemble des classes de formes &
discriminant carré donné, D = & » est un groupokde,

D'autre part deux idéaux « et c¢ de 1'algebre % sont dits équivalents s'il
existe deux quaternions p et o tels que n(po) >0 et que ¢ = Pad .

L'ensemble des classes d'idéaux de % est un groupo¥de fini,
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Ge AEBERLI a démontré le théoréme suivant ¢

THETORﬁ‘.NEo « le groupofde des classes d'idéaux d‘une algdbre de quaternions est

isomorphe au groupoide des classes de formes de normes non dérivées qui ont tou-

tes le méme discriminant D = 62 -

En utilisant les traveux de G. AEBERLI, et en appliquant la méthode de A. HURWIIZ,
Ho GROSS [4] a trouvé le nombre des représentations d'un nombre entier donné m

par une forme quadratique positive f & discriminant carré,

Soit f la forme d2 normes d'un idéal « de l'algébre % ., Soient D . et D4
1l'anneau & gauche et l'anneau & droitc associés & a , Soit € 1la classe de
1'idéal @ o, On a 3

/N
THEOREME, - Le nombre des représentations de m par la forme f est égal au

produit du nombre des unités de 1l'anncau Dg par le nombre des idéaux i gauche

de 1l'annsau Dd dont la norme est égale & m et qui appartiennent & la classe
c " .

Lorsqu'il n'y a qu'une classe d'idéaux (par exemple, dans le cas ewisagé par
A, HURWITZ) le nombre des idéaux & gauche de 1'annsau Dy , ayant m pour norme

| "1 : , . 4
et appartenant & la clagsse € = est égal au nombre des idéaux de norme m dans
un anneau maximal quelconque ; ce nombre est égal &

b
¢D=”(p +oao+p+1)
p

oi p déerit 1'ensemble des facteurs premiers de m qui ne sont pas diviseurs
du discriminant D de f .

Comme 1‘'anneau de Hurwitz posséde vingt quatre unités, on retrouve la formule
V=241, (m) .
Appliquens; par exemple, le théoréme de Gross, & la forme
(3) f=x2+xy+y2+22+zt-l+'b2

dont le discriminant est égal & 9 . L'anneau correspondant posséde douze unités.
Far suite le nombre des représentations de m par la forme (3) est

N=12 \pq(m) .

11y a trois ans, j'ai proposé & Oscar WEBER [7] de déterminer, par la méthode
de réduction des formes quadratiques, les classes de formes positives dont le dis-
criminant n*est pas un carré et est aussi petit que possible, Je lui ai demandé
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également si 1l'on observe des propriétés réguliéres dans 1l'ensemble des nombres

de représentations des entiers par de telles formes,

O. WEBER a démontré que le plus petit discriminant, non carré, est D=5 , 4
ce discriminant ne correspond qu'une classe de formes qui est représentée par la

forme
4 f=x2+2+22+t2+x + yz + 2t .
y ¥

D'autre part, il a trouvé empiriquement la f ormule suivante. Soit

n=5 K @) =16t @=-1,

[On représente par le symbole de Jacobi (-g-) le reste quadratique de p
modulo 5.] Soit

S'(m) = M(p° + p=l) M - &N .

Alors, si m n'est pas divisible par 5, le nombre de représentations primitives

de m est 3
. m
N' = 20 S'(m) si (.5) =1

N' = 30 St (m) si (-?):-1’;

8i m est divisible par 5 ;

N' = 24,5% 5 (m) si =0, 1 ou 4 (mod 5)

N' = 26,52 51 (m) si

]

2 ou 3 (mod 5) .

g WwB

Cette formule explicite dépassa mes espdrances les plus hardies,.

De la formule de O. WEEER, on déduit aisément le nombre total N des repré-
sentations do m = 5% ! par la forme (4), Soit

35 (m') = Z do(—g-

dd‘'=m'

ol - (a5-r) est le symbole de Jacobi. On a s

N = 5{5%*! _ (%1)}.85(m*) .

En utilisant les fonctions 6 » et en étendant la méthode de Jacobi, J. CHAFELON
avait donné le nombre des représentations d'un entier m par la forme ¢

*

(5) x2+y2+22+5t2'.
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Or, si f désigne la forme (4), on remarque que & peut s'écrire 3
& =12 + ¥ + 7% + 5T°.
On déduit ainsi la formule de O, WEEER de celle trouvée par J. CHAFELON,

0. WEBER a aussi trouvé qu'il ne correspond, au discriminant D = 13, qu'une

classe de formes qui est représentée par la forme s
(6) f=x2+y2+z2+xy+yz+zt+2t2.

On remarque que l'on a
8f=X2+Y2+22+ 13T2.

Le nombre N de représentations de
1.
m=3"n ="’ =1 =-1

par la forme (6) est s
W= {5% - )l @)

4!
S,,m) = 2 doly) .
13 alm Ji)
dd'=m'

Cette formule, trouvée empiriquement par O, WEBER, n'a pas encore été démontrée.
Pour la forme
7) x2+y2+22+2t2.

Jo LIOUVILIE a donné une formule générale que T. PEPIN a démontrée par une
méthode directs,

Pour la forme
(8) =+ y2 MPCINE
Je LIOUVILIE a aussi donné une formule sans démonstration. E. BERZ a démontré ces
deux derniéres formules au moyen des fonctions 6 , Pour la forme (8), la démons-

tration, trés difficile, a nécessité des idées nouvelles.
Dans le cas (7), on éerit s
n=2n =N, =1t @=-1
et on Imtrodvit la ccmis
q?
Sz(m') = dz d.(‘z-) .
m
dd'=m
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Le nombre de représentations de m par la forme (7) est 3
1 m!
N = 2{2%*" . ()1 8,(m') .

Dans le cas (8), on écrit m = 2% Bb m! , et le nombre de représentations de m

- {3b+1 - 1)a+b+(m'-1)/2.(%_'_)}{ga+1 v (= 1)a+b-t+(m'..1)/2. 21 )}_ SB(m') .

g

4

d!
ar S, (m) = 2 d.(5) .
dd t=m?
Il n'existe qu'une seule classe de formes dont le discriminant est D = 8 .
Elle est représentée par la forme g

(9) x2+y2+zz+t2+xy+yz.

0. WEEER a démontré ciue le nombre de représentations de m par (9) est égal au
nombre de représentations de 2m par la forme (7).

FUCHS a obtenu quelques formules trés générales, par une méthode élémentaire
due & M, EICHIER.

GERMANN a dressé tme table de classes e formes positives & coefficients entiers
dont le discriminant est inférieur & 64,

AMREIN a commencé des recherches sur 12s genres des formes quaternaires.,

On peut aussi mettre les résultats de H. GROSS, O, WEEER, E, BENZ et FUCHS

en relation avec la "formule analytique de mesure" (Analytische Massformel) de
Siegel,

Il existe donc dans ce doraine tout un programme de recherches futures.
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