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Séminaire DUBREIL~PISOT 15.01
(Algdbre et Théorie des nombres)
l6e annde, 1962/63, n° 15 4 mars 1963

QUELQUES REMARQUES SUR UNE CONSTRUCTION DE SCHENSTED
par Marcel P. SCHUTZENEERGER

1. Introductione

Soient A et B deux sous-ensembles de N et a: A +B une bijectione
Dans un article récent (1)3 Co SCHENSTED a donné une construction remarquable
associant de fagon injective 8 a s A -+ B une paire (P(a, 4) , Qa , 4)) de
tableaux standards de Young de m&me forme. Nous nous proposons ici d®apporter
quelques précisions supplémentaires aux propriétés déji établies par SCHENSTED
en rattachant cette question au probléme classique de S. NEWCOMB et en observant
que la tableau Q(a , A) est en fait identique 3 P(ot"1 s B) o Nous supposerons
que le lecteur est familier avec les définitions et les résultats fondamentaux
de SCHENSTED.

Pour simplifier les notations, nous considérerons les tableaux standards de
Young comme des éléments particuliers du module & des applications de NxN
dans & bien que, de fait, seules interviennent les structures d'ordre de ces
ensembless

Pour tout T € & , la forme (ou support) de T sera 1l'ensemble

[T] ={(1, §) e Nx Nz Ti?j;éo}

~

et {T} désignera 1l'image par T de |T| dans Z .

Quand T : |T| +{T} est bijective (donc, en perticulier quand T est standard)
on dénotera par T~ 1'application inverse. Enfin pour a € Z\{0} et
(1,3 eNxN, 8;; € T sera définie de fagon évidente par lai,jl =1, 3],

{ai,j} = a .

Pour tout sous-ensemble #ini A' de A et tout entier non négatif m, on
posera 3

P(a,Aé):O si m=20

oty irductivencnt,

) :
(") SCHENSTED (Ce)e ~ Longest increasing and decreasing subsequences, Canade
Jo Of I‘.lath., to 13’ 1961’ p. 179-’192.
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H s 1

Pla Ax'n) = Pl , Am_l)eaal'n si 0 <m £Card A4 ’
ol a}’n dénote le meiéme élément de A' par ordre croissant j

P(a,AI'n)zP(a,A;l):P(a,A') si m>Card A' =n |

I1 est logique de considérer ici O« o a} comme le tableau standard (a ai) 1,1
et, par conséquent, P(a » A') est exactement le P-symbole de SCHENSTED de la

séquence (a a} 5 @ a) ; eeo , a a!) « De mbme :

Q((X P AB) =0 H
A, &) = (e, K )+ (8,
(i, 3) = [B(a, AD\[P(a, & )],

Qa , A1) = Q@ , 4°) pour m >C0ard A' =n o

pour 0 <m < Card A' avec

[}

Qa , Am)

Quand A' = [1, n] ceci est la définition mlme du Qesymbole de SCHENSTED de
?

(@ a] , @@}, oas ; @ al), et pour A' quelconque, Q(a , A') se déduit sime

]

plement de ce Q-symbole en remplagant dans ce dernier tableau chaque m € [1 ’ n]

par al'n.

Posons ||0]| = 0 et pour chaque T € &\{0},
"'1 - . . ] .
o™ = Min(i + 5 =12 (i, 3) e]T]) .
I1 résulte de la définition méme de 1'opération « que pour A' = A on a

L R, a) - oy a0l e R, b) - G =0

On pourra donc toujours définir

P(oc,A)—_—limP(ayAm) et Q(a,A):lim(Q(a,Am) .

m- o mM-co
Toutes les notations qui viennent d'®tre introduites seront systématiquement
utilisées dans tout ce qui suite

2+ L'opération A «
Soit Q= Q(a , Am) Z0 (m<» o On définit un autre tableau standard

Q' = AQ(a , Am) et une séquence IUml = ((il ’ jl) ’ (iz ’ 32) 9 ooe (ip ’ jp))
d'éléments de |Q! par les conditions suivantes :

(1) (il ’ jl) = (1 ’ 1)

et, pour chaque ke [l , p=- 1],

(ik+1’ jk+l)=(ik+l’ jk) ou :(ik, jk+ 1);
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(2) Q;i.',j' = Qi',j' si (4 ’ i) £ IUmi

= Qi,j avec (1, §) = (i1 5 Jju1) € !Uml
si (1, §") = (4, J e]Umi et kel[l, p=1]

0 si (it, ") = (1

I

le dernier élément de |U |

-e

(3) Q' est un tableau standard .

De fagon plus cxplicite, comnaissant déja (i', j') = (4, , jk) € ]Uml s ON
pose k= p (c'est-a=dire que 1l'on considére (i' , j') comme le dernier élé-
ment de ]Uml ) si

Q 0 .

it+l, '

=Q

Sinon on détermine (:I.k.'.1 R jk-a-l) € ]Uml par les conditions
(ik-l-l s jk'l'l) = (i' s + 1 [} j')

si 0 <Q, <Q

< Ak —
ate1, g0~ Oar grer 0w sl 0= Gay by Sy o
= (i' , §* + 1)
si 0 <Q, ity jl+l <Qly S41y5t ou si 0= Ql 141, ! < Qi',j'-l»l .qui assurent auto-

ma'blquement que (3) ost shtisfaites

Donc, {AQ} est 1l'ensemble {Q} privé de son plus petit élément Ql ; » D'aprés
les définitions mBmes, ]U | ¢ |u ll s et par conséquent,

|U] = Lim |U | , ainsi que AQ(x , A) = Lim AQ(a , 4 )
n m
-0 Moo

sont bien définis. Plus généralement, si Q est un autre tableau standard on a

laa - sqIt 3 e =Tt v 1

Exemples = Si Q = 24,;8 avec les notations de SCHENSTED,

M=gl, s®aeap))=5"®, Pa=, fa=f, Pa=9, tfa=0 .

Remarque le = Si A £ f, on a identiquement
sa(a , A) = A , A\a,]) .

Démonstratione = Le résultat peut 8tre vérifié directement pour Card A <2 et,
dénotant pour abréger par A' 1'ensemble A\[a;}, il suffit de vérifier que,
pour m> 1, 1'égalité de M@ , Am—l) et Q(a, Ax’n-z) entraine celle de
Ma, h) et Qa, A ).
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Par définition il existe (i, j) et (i', j') e Nx N tels que
Q(a , Al’n-l) = Q(a , AI'&_Z) + (
Donc, d'aprés 1'hypothése dfinduction,

e, &) =Qa, &)+ (a)

m'iyj

am)i',j' et Q(a, Am) = Mo , Am-l) + (am)i,j .
- (am)i',,]'
et il ne reste qu'a vérifier (i, j) = (', j')

Rappelant le résultat fondamental de SCHENSTED (lemme 6, loco citato pe 183) 2

P(o , Am)

1

(¢ a, » Pla, Ax'n-.?.)) «oa

= Qa al - (P(G. 9 A:n-z) « O a_m)
et utilisant 1'identité de forme des P-symboles et des Qesymboles on a 3
IQ(Q ’ Am—-l)l\IQ(a’ » A;rﬁz)l = (i" s j")
et
Qo &)1 5 [QCa, & )] ull, 5) , (', 3", (4, g .

Distinguons maintenant deux cas ¢
1 (im, ") # (1, j) ety par conséquent,
lae , &)] = [Qx, & )] v {li, ), (%, M} .
La commutativité des opérations - et « implique la relation

- - 't ) . t ) =
Q(a ] Am) Q(a‘ £} Am-l) - Q(a $ Am’_].) Q(a ’ Aln-'z) - (am)i,j
Done, (i, j) = (i', j') puisque le tableau obtenu en remplagant a par
zéro dans AQ(a , A ) est égal a 4Q(a , A 1), clest-d-dire 3 Q(a,
par 1'hypothése d'inductione

b2

2° (i", jm) = (i, j) et, par conséquent,
e, &3] = e, & ) v, ), @,
ox (i, j)=|Fa, Am)]\lp(a s M) e
Cette dernitre relation implique (i, §) = (i + 1 s 3) ou (i, j+ 1) et

par conséquent |Q(a s A1;1-2)| vi{(E ’ ?J'.)} n'est pas la forme d'un tableau stane
darde Comme AQ(a , & ) est un tablean standard tel que

pQ , A1 = [ , &2 )] vi(ar, i) e Q@ , &)

on a donc encore (i' , j') = (i, j) et la vérification est achevde.

[
PROPRIETE le = La correspondance de Schensted associant la paire
(Plo y 4) , Q@ y A)) & a: A ->B est injective.
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Démonstrations = Le résultat plus fort prouvant, pour 4 fini, le caractére
bijectif de la correspondance est dft & SCHENSTED (lemme 3, loco citato pe 182),
Nous considérons le cas de 4 infini, et nous vérifions que la donnée de
P= Ma, h) etde Q=Q(a, L) détermine de fagon univoque a; , @ a; , Pla,A?)
et Q(a, A') (avec 4% = A\{ a;} comme plus haut).

Pour tout m positif fini, SCHENSTED a montré (loco citato) qu'il existe une
et une seule paire (b, Pr'a) telle que PI'n soit un tableau standard satisfai-

sant les relations
|2l = |2, &)] et boP = Pa,4);
la remarque 1 montre, qu'en fait, b=a a , P''= Pa, &l ;) et en outre
{a,} = {ax , s) N, 8N} (= {a1NQY)
De par la définition mBme de 1'opération -, on a
0-1 .
(P(Ct Iy Am)) b= (11'11 9 1) ’
L il'n est au moins égal au nombre i défini par
(1,5 3) = |Q(a , Am)[\IAQ(a , Am)l .

Comme lim i' = i'” < », il en résulte
m-)oom *
limi =1 <o .
jul
M-

Ainsi, puisque, identiquement, (1, jm) e |U] et i < s la valeur de i*

m iml-l
est déterminde de fagon unique par Q « Plus précisément

F=mex{i: (1, ) e|U, 1+j=al
da>0
et les inégalités qui viennent d'8tre écrites montrent que ce nombre 1* est
fini pour tout tableau standard qui est un Qmsymboles

Définissons maintenant pour chaque d > i* le tableau standard P(-d) par les
relations

§d) _p
1yJ 1ed
D'aprés le résultat de SCHENSTED rappelé plus haut, il existe pour chaque
%
d > i une et une seule paire (b(d) s P’(d)) satisfaisant

FO _p(@ L w @ @€ @) g an i)

si i+ j<ds =0 si da+ 3j>da e

C'est une propriété élémentaire de - que b(d) < b, identiquements Par consée
quent b= lim b(@)

A0

et trivialement
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Pla , ') = lim p ()
dro
ce qui achéve la vérificatione
I1 est utile de noter que si P=Q, ona b= Pl,l (et, par conséquent,
b= {QI\AQ} ) si et sculement si i* = 1 « Ceci résulte immédiatement de la
remarque plus générale que S étant un tableau standard quelconque et 0<s <Sl, 19
on a 1'identité

A(s »S) =A(S«s8) =8 .

3. Relation avec le probléme de Newcombe

Soit Q= Q(a , A) et pour m positif

. . -1 . . -l
Np=s8g(i’ + §'=1=-3) a0 (1, )=0"a e (1',i)=0" 2, .

Par exemple, pour € = 2?73 on trouve que la suite n; , Mo s eoo s Mg est égale
& +1, -1, +1, +#1, =1, lespaires (2,4), (6,8, (8,9 et
(4 5 6) illustrant respectivement les cas (1), (2), (3) et (4) énumérés plus begy
Le lien entre les Q-symboles de Schensted et le probléme de Newcomb est fourni
par la

Remarque 2¢ =~ Pour chaque m positif, n, =+ 1 ou =1 selon que

< a ou a
aam a o 1 >a ol

Démonstratione « Pour a >a, fixe, définissons

- T T LT . T -1 TroT -1

Np=sga(i' + ' =1i=3) o (L,3) =7 a , @G, )= () a .1
et vérifions d'abord que Mg = :{m identiciuement. Pour cela, il est commode de
distinguer quatre cas @

oa=1", j=3i"=-13
0 1>i', j<i';
3° i=1i'"=1,j3=j";
4° 1 <ivt, >3 .

Ce sont les seuls possibles, car le fait que Q est standard et que a <a -
exclut i' <1 et Jj' <j, et, d'autre part, le fait que a, et a , sont
deux éléments consécutifs de {Q} exclut les cas i= i' et j <j't=1,
I<i' et j<J§' ou i<i'=1l et j=j' qui entraineraient 1'existence
d'un élément a = Qi,j'-l y = Qi,j’ s 0B = Qi'-l,j s respectivement, tel que

a < a a
m <81 °
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Dans les cas (2) et (4) puisque (AQ) (l ’ J) y = (i -1 ’ j) ou
-1 N .
= (1, §=1) et (M) aml’-’(l‘,.]), =(i' =1, 3') ou =(i',']'-?.)
et puisque AQ est standard, on obtient directement 1' égalité Ny, = 'r'l'm cherchéee

Traitons en détails les sousecas suivants du cas (1) @
(11) i>1 et (i=1, 3+ 1)(=(i =1, 3")) € |U| « Dans ce cas
e =0 a et (e, = (1-1, ) a = (1,
selon que (i, j') appartient cu non 3 |U| « Donc Ny = N

(1) i>1 et (i=1, j) # |U| « Puisqu'il n'existe aucun élément de {Q}

entre a et a , ona Q a_« Done (i=1,j+1)e|U etonest

ramené au cas précédent.

-1 . .
(13) i>1 et (1, 3=1) € |0 « Oubien (AQ)7 & = (i, j) et
(aq)~" a,;=(i', J') oubien (i, j)e |U] « Dans ce dernier cas le fait que

a et a sont consecutlfs entraine a 1 Q3_+1,3+1 ou 0= Ql+1’3+1 done
(i, i) e |1, (AQ) 1_(1,3),etenf1n Ny = Ny ®
(14) Dans tous les cas restants,
(AQ) =(i, j) et (AQ) 1 = (1' , ') -

Done Y]m =.ﬁ‘m 'S

Ceci achéve 1l'examen du cas (1) et le cas (3) pouvant 2tre traité de fagon abso-
lument analogue, nous ne répéterons pas la discussione

Considérons maintenant le Q-symbole Qm relatif & a et & 1l'ensemble

{am,a

el 9 cee } o De par la définition mBme des Q-symboles on a

o = (l ’ l) et Qm m‘_]_ = (1 2) ou = (2 s l)
selon que o & < oclaml ou oa, >a &l ® Puisque, d'aprés la remarque 1,
Qm est égal & A™ Q pour chaque m positif la remarque 2 résulte directement

de Ny = My Par induction sur m e

4. La formule Qo , A) = P(oc"l B) .
Soient a, et 2t deux éléments d'un sous-ensemble quelconque A' de A o

Nous définissons le déplacement Pg(ap LRNEY L') de «a 2, bar a a dans

(1a construction de) Pla 4 A') par les régles suivantes :
Dp(a ,a,,a,A‘)-—O

si p'>p ousi p'<p et si P(a s 1'0-1)-1 ay = Pla, A}'))"l

D pr 5
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= ((0, 0, (1, )
. -1 .
o1 (i,g):P(a,A;)) a, si p=p' 3

= ((i' 9 j') [ (i [} j))

)™

x et (i, j) = Pla, I.I'))'I ap.) si4 p'<p et

(on (i, 3*) = Pla , A;)..l
144 .

Dans les deux derniers cas on dira encore que O a_ déplace o ap' de (i'y, "
a (i, j), lavalewr (0, 0) de (i', j') pour 8, = 8 étant évidemment
purement conventionnellee De par la définition mBme de 1'opération « a ap si
(i* , 3') £ (0, 0) on a nécessairement i' = i+ 1 et j < j' ; en outre on
observera que ce déplacement se produit si et seulement s'il existe a' e A' tel
e o8 Sasal<aa, etque Pg(ap g ally oy At) = ((im, jm) , (3', §')) »
Donc, dans tous les cas,

E,E(ap ’ a;), y &, A1)

=P.R(ap’ a.p, s Oy {ap"eA' : p"<ps Otap" <Ctap' 3 aafsaapn}) o

Ces notations sont étendues de fagon évidente & la bijection o ¢ B -4 et
aux sous-ensembles B' de B .

Remarque 3. =~ Pour tout a, a' € L, on a

1

Dp(a, a' y, &, A) =Dp(aa® , aa, a” , B) ,

Démonstratione = Il suffit évidemment de vérifier 1'énoncé pour tous les enseme

bles finis et, procédant par induction, nous supposerons A& = An s B= Bn (n <«
et que le résultat est déja établi pour chacun des sous-ensembles propres de 4 e

Soit a* = a"l bn (o&, comme toujours, bn-:. max{b ¢ b e B} )o Si

X
a, a' € A\la' } , on a rappelé plus haut que

Dp(a, a' y a, &) = Dp(a, &' , a, N[ 1)

et

1 1

Dp(a &' ya a,a” , B) = Dpa a* ,a a, a”

Done, dans ce cas, la relation cherchde se déduit immédiatement de 1'hypothése

d'i.nduction. En raison de la symétrie de 1'énoncé (entre o ¢ L + B et
@~ ¢ B A ), il ne reste & discuter que les deux cas ol

s Bn-l) .

*
° 01 = '
1° soit a=a , al = a ;
*

. *
% soit a=4a , a'=a ,avec a £a .
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Cas (1). = D'aprés la définition #me de & a a* et le fait que a a® est plus

grand que tous les éléments de {P(a , A)} , 1'ensemble des éléments déplacés per

s s * . . %
‘a a® se réduit & a a¥ lui-mBme. Donc, si a # a s ona

-l
O=Dpla, a' y, &, A) =Dp(a a' ,j, xa, & , B) .

Au contraire, si a*= a , Dpla, a' ;a, A) = ((0, 0, (L, 3) o j
est le plus petit entier tel que (1, j) # lP(oc s A )f + La mBme observation
vaut pour Dp(a a' , o a, a -1 , B) avec cette fois (1, j') # ]P(on"'l , n_l)l
et 1'égalité des deux déplacements résulte de 1'hypothése d'induction qui implique

|B@ , & )| = la?t , o=t & )| = |t B1)l

puisque dans le cas examiné ici « An..l =B

n—-l

Cas (R)s = Considérons d'abord le cas oy

Dp(a, a' , a4, &) = ((1, J), (i+1,3).
Ceci implique P(a , An-l)-l
xe€hd , tel que ax ait déplacé b de (i* , j') (qui est éventuellement
(0,0 )a (1,3 .

En outre il doit exister y € An-l tel que o a $oy < bn et que o a
déplace ay de (i", j") a (i, j) « De fait oy est le plus grand des
éléments de B ) qui soit déplacé par a G Appliquant 1'hypothése d'induc~
tion 3 A\[a*}= & a~t
déplagant a = a dans P(oc"l , Bn-l) et que par conséquent,

P(a~1,B )-la=(i9 i) -

De fagon analogue, 1'hypothése d'induction appliquée & A el montre que
-l -
a' = a b~ déplace x de (i* 5 3*) a (i, j) deans Pla 1 An-l) .

b = (i, j) et par conséquent, 1'existence de

Bn-l s on en conclut que y est le dernier élément de Bn-l

Comme x < & il en reésulte que 1l'opération « a! déplace a = 2, de (i, j)
en (i+ 1, 7) ce qui achdve la vérification dans ce cas puisque, trivialement,

—

i=73 s ces deux nombres ne dépendant que des formes
&k -l
| P(a , An_l\{a Dl et |Pa™, Bn__l\{a an})|
qui sont identiques d'aprés 1'hypothése d!inductione

En raison de la symétrie, on a établi du mBme coup que 22(8‘11 s a* sy O 4 A) =
si et seulement si P.E(bn s & a ot s B) = 0 ce qui termine la vérification

de la remarque.

Observons maintenant que la construction qui vient d'@tre discutée donne
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-l -l
Po » Q@ An) = P(a ) Q An-l) + (an)i,j

or (i, j)=|Ha, An)l\]P(oc 5 Anml)l « Donc, supposant déja établi que

P(O‘.l y @ An..l) = Q(a , An-l) . Oh a encore

P(oc"1 s O A) = Qa , An)
et, par induction, dans tous les cas
Pt , B) = Q@ , 4)
ce qui est la formule cherchée.
Donnons une application de cette remarque au cas particulier de A= B

PROPRIZTS 2.~ Whe conditio nécessaire et suffisante pour que o ¢ A -4 soit

une involution est que PFla , 4) = Qa , &) »

Démonstration. - I” est trivial que A= B et a= ot entrainent
Pla™" » B) = Pla , &) , clest-a~dire P(a , &) = Qb » &) d'aprés la formule

vérifide dans cette sectione

Réciproquement, supposons Pla , 4) = Q(a s &) et montrons qu'il en résulte
ag=b o xa =ab .
Ha o !a.\{al 5 Q al}) = Q(a 5 Ix\{a_l s @ a,l})
ce qui, par induction établit la propriété.
Revenant aux notations de la fin de la section 2, nous distinguons deux cas
selon que i*>1 ou =1,

(1) i">1,0ma Ag{a 4 &) = Q(a , A\{al}) et 1'on sait en déduire a a, et

1
Pla , A\{al D) « D'aprés la formule de la présente section

P(a A\{al D= Q(a"l , B\{a al}) .
Donc par la remarque 1 3
AP(a , A\ a}) = AQ(a™t » B\la a}) = Tt > B\a a; 5 b1,

. "‘l N
Partons maintenant de Q(a s B) qui, toujours d'aprés la mlme formule, est
égal & Pla , A) o Répétant le meme calcul que plus haut, on en déduit
Qo , A\{a b; o al}) qui =" donc égal & Q(a L , B\« a; » bl}) d'aprés
1'hypothése P(a , L) = Q(a 5 &) o Une troisidme application de la formule donne
-l el
Q(a™ , B\{a a; 5 bj}) = Pla , A\ o 5 o7 b}

et le résultat est vrai dans ce case
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(2) i* = 1 . Dans ce cas les observations faites & la fin de la section 2 et
la formule de la présente section donnent directement
aa =a et Pla , A\ al}) = Q(a , A\{al}) .
La propriété est donc vérifide dans tous les case

Examinons plus en détail le cas oy L= B# § est fini et Pla , &) = Q(a , A)
et;, pour tout tableau standard S , dénotons par Imp|S| 1le nombre des j e N
tels qu'il existe un nombre impair de 4 € N pour lesquels (i s J) € ]SI « I1
résulte des définitions que, dans le cas (2) discuté plus haut,

|(e , &) \]2Q(a , L)| = (i, 3%

et qu'il n'existe pas d'autre i € N tels que (i, i) e |Q(a y £)]| o Done

gliEIQ(a , A\{al})l = Z@BlQ(a s b)) = 1.
Dens le cas (1) soit (i* , j*) = [Q(a , 4)|\|AQ(a , 4)| ou par hypothdse i* >1.
Soit IU’I la séquence relative & 1l'opération A dans Pla R A\{al}) o Il est
facile de voir qu'il existe un entier k tel que (L Jpu) € |U| entratne
(L 5 Jpo) € U] s K<k et (L gs dp) € Ut si k'> ko Il s'en
déduit que

| P(a ; 8\{a; D|\|[oKa , AN[a, D] = (2% =1, 5%
et par conséquent, d'aprés nos remarques antérieures
“1
Twp|Q(a 5 £\ 8y s @ bl})l = Imp|Q@ , 4)] .

Par induction, 1'on conclut de ces deux relations que si o est une involution
sur 1l'ensemble fini L , le nombre des éléments laissés invarients par o est

précisément égal & Imp|Qx , 4)]

5o L'opération I o
Soit Q wun tableau standard tel que 0< Card{Q} = n< w ¢ On définit QI €T
par 1'équation
I
Q=21{(a)., . : ke[l,n
(ak lk’Jk [ 9 ]}
oh a désigne le k-idme élément de {Q} par ordre croissant et ou, ici
. . 1
(1, , ) = IAn"k‘:[ AN[&™ Q| (avee 2%Q= Q). Trivielenent, {a} = {q},
la] = |Q | et Q T QTI ou T indique la transposition. De plus si la bijece
tion o : {QN\[a4} - {Q}\{ah} définie par o 1= & Powr k€[l,na1i]
est étendue de fagon naturelle 3 & o on vérifie sans peine que



15=12
QL = (et + (2).

n 1n,jn ¢
I II 248
On verra plus bas que Q est standard et Q7 = Q « Par exemple, pour Q= 679

comme plus haut,

I 267 I 478 I 267
Soit maintenant G = Qo , A) ot 0 <Card b= n<w e La bijection T3 A -+B
étant définie par @ 8 =aa , pour k€ [1, n], il a été prouvé par

Nkt
SCHENSTED que
P, L) = Pl , &)T

(lemme 7 loco citato pe 186)e Nous vérifions par induction sur n que
Q@ , 4) =Q(a, 4) T on observant que le résultat est vrai pour n=1 et en
supposant qu'il est déja &tabli pour A' = A\{ al} .

Compte tenu de la relation Go A' = A' , et écrivant comme d'habitude 4 ,
pour A\ an} , ceci revient 3 supposer

AEF , &) =oq@, &
Meintenant, Q@ , 4) = Q(@ , An_l) + (an)i,j et, comme on 1'a noté plus haut,

IT
)

a@@ , H = opa, T+ (o), i
n

D'aprés la remarque 1, AQ(a , A) = Q(@ , A') et par conséquent 3

- IT
QT , A) = Qfla , &) - (an)jn’in+ <an)i,j .

I1 suffit donc de vérifier |Q(T , A)| = |Qf , A)ITI e Or ceci résulte immé-
diatement de |Q(x , A)Il = |Q(e , A)| , de 1'égalité de forme des P-symboles et
des Qesymboles et de 1'égalité |P(T , &)|= |Be , A)TI impliquée par 1'iden=-
tité de Schenstede La formule est donc établiee




