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Séminaire DUBREIL-PISOT ) 26-01
(Algébre et Théorie des nombres i '
l6e année, 1962/63, n° 26 27 et 28 mai 1963

SUR QUCIQUES EXTENSICNS AIGEBRIQUES INFINIES

par Wolfang KRULL
I. Résumé, en frangais.

Pour expliquer nos idées fondamentales sur un exemple aussi simple que pcssible,
nous prendrons le corps K, (resp. N ) de tous les nombres rationnels (resp. algé-
briques). X désignera un corps quelconque compris entre KO et N . Si l'on veut
étudier systématiquement les sur-corps infinis K de K, » on doit d'une part étu-
dier la structure du plus grand corps M résoluble sur KO « D'autre part, on doit
se demander comment obtenir des énoncés concernant la structure de N sur M . Dans
le deuxieme probléme, il est naturel, en suivant F. K. SCHMIDT [3], de procéder en
descendant plutdt qu'en montant et de s'intéresser aux corps sur lesquels N Iui-
méme est résoluble. Dans ce qui suit, nous appellerons ces corps des R-corps. Ab-
straction faite du cas trivial du corps de tous les nombres algébriques réels et de
Ses conjugués sur Ky s une premiére classe de R-corps est fournie par la théorie

de la valuation. En effet, pour chaque valuation v de N , le corps de décomposi-

tion ou le corps de Hensel Z correspondant (sui va-corps de base X quelconque)

est toujours un R-corps. Si 1l'on veut sortir des classes de corps de Hensel, 1'ob-
servation suivante indique une voie possible. On connait, pour un corps de Hensel 2Z,
la propriété suivante : soit 0 la restriction & Z de la valuation v de N ;
chaque valuation v, de 7, différente de v, , est'saturée", c'est-a-dire que
l'extension v' de la valuation vi & N n'avgmente ni le corps des restes, ni le
groupe des valeurs. Or on constate que cette remarque se laisse étendre & 1'intercec-
tion Zi N e n Zn d'un nombre fini de corps de Hensel, & condition de Supposer que
les restrictions vK,i » au corps de base K , des valuations A des Zi , sont
toutes discretes, ce qui est toujours le cas pour K :== KO . On est alors conduit a
étudier de plus prés les corps sur lesquels presque toutes les valuations sont satu-
rées. A vral dire, cette recherche ne conduit guére, quant au probléme des R-corps,
qu'a des résultats négatifs : il est facile de construire des corps K qui ne sont
pas des R-corps, bien que toutes leurs valuations, & l'exception de n d'entre
elles, soient saturées ( n pouvant méme &tre égal 3 0 ). Cependant la généralisa-
tion d'une méthode connue pour la construction de polyndmes & coefficients entiers

et & groupe symétrique ou alternd, fournit, au moins, des conditions nécessaires
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auxquelles doit satisfaire le corps des restes de la valuation d'un R-corps. Mais
avant tout, on peut opposer au théoreme que, sur un corps de Hensel Z et sur tous
les surcorps de Z , toutes les valuations, sauf une au plus, sont saturées, le théo-
réme suivant : si K n'est pas un corps de Hensel et s'il existe au moins une va-

luation de K non saturée, alors il existe toujours des suites

K:LOCL].CLQCLBC‘..,

telles que chaque corps L. , (i=0,1, ...) posséde une infinité de valua-
tions non saturées, tandis que sur chaque corps 121 (i=1,2, ...) presque
toutes les valuations sont saturées. On constate ici, sur un exemple, & quelles in-
téressantes surprises on doit s'attendre dans une étude systématique des extensions
algébriques infinies. Le moyen décisif, dans toutes les démonstrations, est un lemme
conmu d'apres lequel, étant donné un corps K , il existe toujours des sur-corps al-
gébriques finis L sur lesquels n valuations Vg1t Eon de K se décom-
posent d'une maniére donnée d'avance, des qu'il existe seulement une valuation non

saturée v, de K différente des v, . .
K K,i

Dans 1'étude du probléme des R-corps, c'est la théorie de Galois et non la théo-
rie des valuations qui fait faire un pas essentiel. On peut définir, dans le groupe
de Galois G de N sur K , des p-groupes de Sylow, et étendre & G les théore-
mes de Sylow de la théorie des groupes finis. Du point de vue de la théorie des
corps, il en résulte : pour chaque nombre premier p , il existe toujours entre K
et N un p-corps de Sylow P . Ces corps sont tous conjugués les uns des autres
sur K. P est un p-corps de Sylow sur K si et seulement si les deux conditions

suivantes sont réalisées :

(a) Tout sous-corps de P , fini sur X , a un degré sur K non divisible par p ;
(b) Chaque sous-corps de N , fini sur P , admet pour degré sur P une puissance

de p .

Tout corps Q , compris entre K et N , qui vérifie la propriété (b) est sur-
corps d'un p-corps de Sylow P . Enfin, il résulte du fait que tous les p-groupes

finis sont résolubles, que tous les p-corps de Sylow sont des R-corps.

Naturellement, on étudie ensuite de plus prés les relations entre les p=corps de
Sylow et les corps de Hensel et ceci, d'abord pour KO et M . Dans le cas du corps
Ko s on censtate qu'aucun p-corps de Sylow n'est corps de Hensel, mais aussi, in-
versement, qu'aucun corps de Hensel ne peut contenir un p-corps de Sylow. Ici, ce
sont des considérations sur les groupes des valeurs et le corps des restes des va-

luations qui jouent un rble essentiel. On obtient un résultat tout & fait simple en
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prenant comme corps de base le plus grand corps M résoluble sur KO « Du fait que
toutes les valuations de M sont saturées et que chaque nombre premier p a, dans
une infinité de valuations de M , une valeur positive, résulte facilement : sur M
aucun p-corps de Sylow n'est un corps de Hensel ; chaque p-corps de Sylow est sous-
corps d'un corps de Hensel, et chaque corps de Hensel est, pour un nombre premier p

déterminé, un sur-corps d'un p-corps de Sylow.

Le résultat le plus important est peut-8tre la remarque suivante : dans 1'étude
des R-corps, il vaut mieux prendre, a priori, M comme corps de base. On a alors
seulement & faire avec des valuations saturées, et on ne risque pas d'attendre trop
de la théorie des valuations. Par contre, on voit que 1'importance de la théorie des
valuations ne doit pas non plus &tre sous-estimée car elle pose un probléme impor-
tant pour les travaux ultérieurs, celul de la recherche précise des rapports entre
les corps de Hensel et les p-corps de Sylow sur M . Remarquons du reste que nos
considérations conduisent aussi & des questions concernant la structure de M sur
Ky « Il ne serait sans doute pas sans intérét de chercher s'il existe déja entre

KO et M des "suites remarquables de corps"
LO C Ll C LQ C e e 0

du type précédemment décrit.
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Verallgemeinerung einer bvekannten Hetiiode zur Konstruktion ganzzahliger
Polynome mit symmetrischer oder alternierender Gruppg notwendige Bedingungen,
denen die RestklasuenkSrper der Bewertungen eines R-Kdrpers geniligen miissen.
Vor allem aber kann man dem Satz, daf tei einem Henselkdrper 2 und damit
suchbei allen Oberkdrpern von 2 alle Bewertungen mit héchstens einer Aus-
nahme abgesdtiigt sein umiissen, das folgeude Theorem gegeniiberstellen: Es sei

ens eine Bewertung von X nicht ab-

fd

K kein HenselkOrper, und es sel mindest

gesdttigt. Dann existieren siets Folgen K = XOQ L,8 X, ¢ XB C ..

2
derart, dai jeder Kbrper L. . (i=1,2,«+.} unendlich viele nicht abgesétiig-
3 J ?1+1 N 4 /
te Bewertungen besitzt, wihrend bvel jedem Xbrper L., (i=1 4Cyee.) fast alle
&i
Bewertungen abgesdttigt sind. - Es zeigt sich hier an einenm Beispiel, mit

was flr merkwirdigen *"erraucnun en man beim systematischen Studium unend-

licher algebreischer KOrpererweiterungen rechnen mul. Das entscheidende

3

Hilfemittiel bel allen Beweicen ist ein bekanntes Lemma, nach dem zu einem

gegabenen GrundkSrper K stets eadliche algebraische Cberkfrper £ existie-
res, in denen n Bewertungon v, s eV, von K in vorgegebener Weise zer-
fallen, falls es nur eisne von den v verscriedene, nicht abgesittigie Be-

wertung v, von K givt,

Bei dem Problem der R-KSrper fihrt rich: die Jewertungstheorie sondern die

Galolstheorie einen wesenilichen Schritt weiter. Nen kann in der Galois-

- g . 4

gruppe G von N {ber Jé p-Sylowgruyren definieren und die Sylowsdtze aus

4

)

der Theorie der endiichen Gruppen zuf G tbertr rager. Korpertheoretisch folgt
darsus dannt Bs gibt zwischen X und N Tir Jjede Primzarl p stets p-Sylow-

&l

kérper F. Diese sind alle vntereinander iter conjugiert. P ist iber Ko

¢

genau dann p-Sylowkdryer, wenn fir ibn zweierlei gilt: &; Jeder Uber K

endliche Unterk8rper von P het iber H einer dureh P unteilbvaren Grad.

\ o ¢
b, Jeder iiver JD endliche Unterkdrper von N hat dber 33 ¢ine p~Potenz zur
Grad. Jeder Kérper Q zwischen W und N uit der Eigenschaft t) ist Ober-

korper eines p-Sylcowkdrpers 3) - SchlieBlick ergiit sich aus der fuflds-

barkeit der endlichen p-Gruppen: Alls p-Syiowkdrper sind S-Kérper.

Mar wird nun natirlich die Beziehungen zwischen r=Sylowkdrpern und Hensel-
kGrpern ndher untersuchen, und zwar vor sllem Tir die GrundxSrper K, und M .
In Falle XK, ergibt sich, dad kein p-Sylowkdrper ein Hen 1selkirper ist, das
aber auch umgekehrt kein Henselkidrper einen p~Sylowkdrper enthalten kann,

d

Hier spielen Betrachtungen iiher Wertor uppen und Pestklessenkdrper von Fe-
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wertungen eine wesentliche Rolle. Im Felle M erhdlt man, wie J. Neukirch
T

fD
[¢1]
£
’.....‘
ot
o

gezeigt hat, ein gauz einfaches R t: Hier ist jeder Henselkdrper gleich

N . Die Bewertungstheorie Versagt 4ise

gewlissarmagen, und es bleiben an
nichttrivialen R-Kérperrn alleir die von der Galoistheorie gelieferten p=3ylow-

kCrper iibrig.

le Vorbemerkunzen

Fir Korper verwenden wir die Buchstaben M, L, M, N,P,qQ,%, 2. Vit L be~
zeichnen wir stets den "Srundkdrper', mit N die algebraisch-sepatable Eille
von X, also den Idrper aller iber W algebraisch-separablen Blemente. Sehx

K8rper aller algebraischen Zahlen, fur & el

oft wiEhlen wir
beliebigen Unterkdryper; W, bezeic.net i diesem Fall immer den Korper der
rationalen Za.len. G ist siets die Caloisgruppe von N iiber J< . Wir ver-

sehen ¢ mit der natirlichen Tcpolcgie, bel der die Umgebungen des Eins-
elemenis diejenigen invarianten Untergrupyen U vor G sind, die zu den iliber
XK endlichen, separ&bisn Yormaloberkbrpern von K gelbren. Bs werden nur
rug, en vor G betrachtei (bezeichnet mit
-ziehung zwischen den zugelassenen

zwischen W und N umkehrbvar ein-

I 8sbar, wenn flr jsde Umgebungsgruppe U
die Quotientengruppe G/U im ltlichen Sinpe p=Gruppe bzw. aufldsbar iszt. Man

£

beachte, dal aufl Grunu dieser Definitionen alle p-Gruppen aufldsbar gind,

riits

der Einleltung, wenn

rascender Normierung
' N\ . y

iélﬁ,‘..; den Rest-

"Werschiedene®

o850 22U

Z < N

st ban . : © 3
schreiben wir vy (v, einer Pevwertung v (v,,...) von N
i < i I ’
aus, 5O bedeuiel v, uschrinkung von v (v, ,..s) auf £
£
Ay S o L 2 e . - Ny L2 -
Den Restkirper bzv. Vi arere; Dezelchnen wir mit |-
33 R K
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fst N M2 &L 4 80 ist ¥ cle algeoraisch abgeschlossene Hulle, K el
algebraischer Oberkdrper von Kl , wahrend A die zu r' genorige Dlva_smﬁs-
gruppe (elso die Grup.e aller Q,uotlenten n 5 it e r’ s n natiirliche
Zahl) und r'm/ r'l eine Abelsche Torsionsgruppe darstellt. Ist speziell K

endlich algebraisch iiber X, Dbuw. " /i'l' endlich, so soll (Km:Kl] bzw.

[r’m: ("’1] den Gred von Km iiver K, bzw. die Ordnung von r’m/ f"l bedeuten,

a2 -

und es soll, wie iblich, [K .Kl] bW, [f;’nz r;] der Trigheits- bow.

Verzwelgungsexponent von v, {iber v, genannt werden. Ist N DM 2 2
i ke
und M von endlichem Grade n = [M + £ ] liber L , so besitzt jede
Bewertung v, nur endlich viele Fortsetzungen v_ ,,«eeyV o auf M , und es
b4 ]

gilte
(1) [Mm: f]é [Km,?:KJ,] . [r"dﬁ: f"‘l] teeat me,f:Kl]o [r—;n,fz r'l]

(Gradungleichung der Bewertungstheorie) .

zeichen, die Gr ég"f eichung 188t sich algo hier stets zur Gradgleichung

verschérfen (2),

Wir setzen schlieflich fest: p sel ctets eine Primzehl. Ein KOrper X bzw.

8

eine Wertgruppe T soll p-abgestitigt heiber, wenn keir endlicher Ober-
k8rper K' bz+. keine endliche Cbergruype i existieri, derart daf der Grad
{'K':K] bzw. die Ordnung [i s r’] durch p teilbar ist. Ist [ eine Wert-
P . . \ Faanl -
gruppe nit der zugehdrigen Divisionsgrurppe 4y, so givt es zwischen | und
/) stets eine kleinste Zwischengrurps, die hinsichtlich jecer von p ver-
schiedenen Primzahl q ¢-abgesdttigt ist. Wir wollen diese Zwischengrupype mit
L]Lp) bezeichnen. - Die Bewsrtung v, ven £ soll abgesditigt heiBen,
wenn gleichzeitig K1 = N zlgebraisch abgeschlossen und " = /A Divisione-

1

gruppe ist, so daB bei jeder Fort o Vor v euf einen Oberksrper M

o
]
<t
nN
<
3
[9i0]
<
[

von X immer K =K Fm= s"l gilt. Der Kérper 2 selbst wird sbgesdttigt

bzw. fast sbgesdttigt genannt, wenn alle Bewertungen von X bzw. slle Be-

wertungen von @£ mil hochstens endlich vielen Ausnahmen sbgesittigt sind.

Bei dem Kérper N aller algebraischen Zahlen, dexr im Vordergrund des

Interesses steht, sind folgende Bemerkungen wichtigs

Bemerkung 1. Es gibt nur einrsngige Beweriungen ven N , so daf die aus-

schnlieBliche Betrachtung solcher Bewertungen xeinerlei Binschrinkung bedeutet.

& [17, . 1, (ic &), 5. 126 und Ba. 2. (21.10),

94}

. 76
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Bemerkung 2. Der Grundkbrper J{, der rationalen Zahlen sowie jeder endliche

algebraische Zahlktrper besitzt nur abz&hlbasr viele Bewertungen.

Bemerkung 3. Alle Bewertungen vko vorn Mo sind diskret; bel jeder Be-
wertung Vko ist der Restkdrper ein Primkdrper von Primzahlcharakteristik,

und zwar gibt es zu jedem p geran sine Bewertiung Vko mit einem Restk&rper
der Charskteristik p. - Entsprechend ist bei jedem Kérper X € N fir jede
Bewertung vy stets Kl abscliut zlgebraisch von Primzahlcharakteristik und T"l

(bei passender Normierung) eine Additionsgruppe von rationalen Zahlen.

Bemerkung 4. Ist Kl bzw. FE nicht abgeséttigt hinsichtlich p, so existiert

stets eine unendliche Folge Kl =K' ke ke baw. T = M ¢
T e P®¢,.. , bei der stets [ XV % Cunn i B p bzw, [ e P
(n=1,2,...).

Bemerkung 5. DBei jedem RestkB8rper Kl ist die algebraisch abgeschlossene

Hiille K Uver K, separabel und suflisbar.
dn

2. HenselkSrper und Zerlegungskirper

Der Kérper £ so0ll Henselklrper hinsichtlich der Bewertung vy heiBen,

wenn v, rur ¢ine einzige Fortsetzung v auf N Dbesitzt.

Lemma 1. £ C N ist, wenn Unerhsupt, nur hinsichtlich einer einzigen Be-

wertung vy HenselkSrper.

<

Falls £ nicht abgesdtiigt ist, folgt dile Behauptung unmittelbar aus dem

" - I v e - . . .e .
spdteren Lemma 7, auf dessen (sehr einfachen) Beweis wir niher eingehen wer-

.

sbgesattigtem X (vgl. [1], Bd. 2,

den. Schwieriger ict

S. 146). - Lemma 1 ist

ellen deswegen nitzlich, weil wir seinet-
wegen unbederklich von der ausgezsichneten Bewert ng vy eines Henselkdrpers
z # N bzw. von der zu X in N gehbriger. Bewertung v (némlich der

einzigen Fortsetzung von v, zuf N } reden dirfen. Der Kérper N ist defini-

(j)}«d

tionsgemdl auch zu den den slkdrpern zu rechnen {"uneigentlicher" Henselkdrper) s
er ist Henselkdrper hinsichtlich jeder seirer B3ewertu ungen. - Die folgenden
Lemmata formulieren bekannte 3&%ze aus der Galoistheorie der algebraischen
Erweiterungen bewerteter Kérper in der flr unsere Zwecke bequemen Form

(vegl. gazu [17, Bi. 2, Kap. III).



2609

Lemma 2. Zwischen N und dem Grundkdrper W gibt es zu jeder Bewer-
tung v einen eindeusig bestimmien kleinsten Kérper £ , der hinsichilich der
Einschrénkung v, von v HenselkSrper ist. & ist der "ZerlegungskSrper von v
iiber W " im iiblichen Sinn, d.h. der Invariantenkérprer der Gruppe dler der
Automorphismen von N iber W , die v suf sich selbst abbilden.

Flir RestkOrper und Wertgrurpe der Einschrénkungen v, und Vi gilt K = :{k,

—~
t, = 0 -
z k
Lemms 3. Zwischen den HenselkSrper Z mit der ausgezeichneten Bewertung v,
und N°  1&Bt sich der tber £ normale "Trigheitskdrper J  von vz“ gin-
schalten. Die CGruppe von ¢  iber &  ist isomorph zur Gruppe des Hesi-

kérpers N von v ilber Kz' Der HestkoOrper Kt der Erweiterung v, von v, auf T
ist gleich dem Kérper Ns aller iber Kz separablen Elemente von N. Fir die

Wertgruppen gilt M = r, -

Lemma 4. Ist der Restkdrper Kz der ausgezeichneten Bewertung v, von Z
von Charakteristik 0, so ist N iiver T Abelsch, und zwar ist die Gruppe

ld

von N dber T  isomorph zur Charsktergruppe von 4 / I'"Z .

Lemma 5. Ist Kz von Primzshlcharakteristik p, so 1léB8t sich zwischen

und A der iber 37 normale "“Verzweigungskérper Y von vz" einschaltien.
E -

Die Gruppe von v~ iter J
Gruppe L\(p)/{; (Definition von A'® siene § 1 ). Die Gruppe von N

ist isomorgh zur Charsktergruppe der Abelschen

tiber ¥ ist eine p-Grurpe, also gtets auflésbar.

1. Korollar zu Lemma 3 - 5. Bei jedem Henselkdrper Z ¢ N mit der ausge-
zeéichneten Bewertung v, ist der Trigheitskdrper T~ von v, ein R-Korper.
Z selbst ist genau dann ein R-KBrper, wenn der Restkdrper Kz von v, ein

R-Korper ist.

Man beachte: Die Gruppe von ¥ iber X ist gleich der von NS tUber Kz’ falls

N dber KZ inseparable Elsmente enthalten ssllte. Zieht man Bemerkung 5. von

¢ 1 heran, so erhdi: man:

Spezialfall des 1. Xorollars. N er KOrper aller algebraischen Zah~

ist
len, so sind alle Henselkdrper X ¢ N R-Kdrper.

2. Korollar.zu Lemma 3 - 5, Ist Z C N HenselkCrper hinsichtlich der

abgesdtitigten Peweriung - s0 -besitzt der Restkdrper KZ von v eine Prim-
zahlcharakteristik p und es ist die Galoisgruppe G von N iiber & eine

p-Gruppe.



26-10

Man beachte: Ist die Binschrinkung vy, der Rewertung v von N auf den Gruri-
kérper J abgesdtiigh, so it vei dem Zerlegungskérper £  von v hinsist i-
lich ¢ auch dann wit der Noglichkeit £ = N 2u recihnen, wenn K, Prim-
zahlcharakteristik p tesitzt; es kann nur in diesem Fall nicht (wie bei
Charakteristik C ven K?) die Méglichkeit ’15 < N von vornherein ausge-
schlossen werden. - Die Wichiigkeit sbges&ttiigter Bewertungen ergibt sich asus
folgender Uberlegung: Bei dem Problem der R-Kérper spielt angesichts des
Spezialfalles von Korollar 1. der Kérper M aller algebraischen Zahlen eine
ausgezeichnete Rolle. Hier aber liegt es nzhe, zwischen den Korper W, der
rationalen Zahlen und N den groften iiber Wu aufldsbarsn Korper M ein-

zuschalten und vorzugsweise nach R-K&rpern iiber M  zu fragen. Fir M aber

gilte
Lemma 6. Der groBte iiber X, auflésbare Korper M. ist abgesédttigt.

Beweisskizze: Man betrachte zunichst den gréften iiber "W, Abelschen Kérper A ,
also den Kdrper aller Einheitswurzeln. Aus der Theorie der endlichen Einheits-
wurzelkdrper folgt mihelos, daB bei jeder Bewertung v, von R der Rest-
kérper algebraisch ocbgecchlossen ist. Das gleiche muf also such fiir den Resi-
kdrper jeder Bewertung vm von M. gelten. Ist ferner n eine beliebige natiiz-

N A
liche Zahl und v.a =1 f(a €& M) , so gehdrt mit a auch a © zu M , und

2

A .
es muB Vﬁ(a“} = f— sein. Die dartgruppe von Y besteht also sicher aus
i

allen rationalen Zahlen.

Aus Lemma 6. folgt zundchst: Ist v eine Bewertung von N und p die Charak-
teristik ihres Restkdrpers. siso vr » 0 , so ist der Zerlegungskdrper £ UberM
entweder gleich N oderdie Grugpe von N iiber & ist eine p-Gruppe.
Tatséchlich gilt, wie Herr J. Neukirch kiirzlich bvewiesen hat: Uber «”L sind
alle Zerlegungsk8rpar gleich & .(3},Man kKann also mit einem gewissen Recht

feststellen, daB die Dewvertungscthnorie liber M versagt.

3. lerkwincige Kirperfoleen

In § 2 hetten wir uns vor allen fir Henselkdrper £ intereassiert, deren

susgezeichnete Bewe tung vy abgoadtiigt ist. Im allgemeinen Fall haben wir

(> ) Noch unpubliziers.
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das folgende Lemms, dessen Beweis erst spéter gegeben werden soll:

Lemma 7. Ist ¥ Henselk3rper hinsichtlich v,; so ist jede von vy ver-

S

schiedene Bewertung vl von X abgesattigt.

Tm AnschluB ar Lemms 7. wurden gelegentlich die Fragen aufgeworfens
a) Ist etwe jeder von N verschiedene Kérper £ , bei dem alle Beweriun-
gen abgesdttigt sind, ein Henselkdrper?

b) Ist £ Henselkorper hinsichtlich vy, wenn vy diskreﬁ ist, wdhrend alile

von v, verschiedenen Bewsriungen von &£ abgesditigt sind?

BeidelFragen sind leicht zu verneinen. Bei den ndtigen Beispielen beschrénken
wir uns auf den Korper N aller al gebrai@cben Zahlen.

a) Der griBte iiver We suflésbare korpeéslst kein R-KOrper und damit auch
kein Henselkdrper. (Vgl. Spezialfall des 1. Korollars zu Lemma 3 - 5 in § 2).
Aber M ist abgesittigt (Lemma 6. von § 2).

b) Man kann auf Grund eines allgemeinen Existenzsatzes unter Ausniitzung der

1 zu W, eine Folge W, ¢ W, ¢ ¥,C ... von endiichen

algebraischen Zzhlkdrpern Y&, so konstruieren, daB der Vereinigungskirper

Bemerkung 2. von §

(M

L =\ W, aller W, den folgenden Bedingungen geniigt: o« ) Eine (beliebig
vorgeschriebene) Bewertung v, von W besitzt nur eine einzige Fortsetzung
&

| auf 2z .8) v, ist diskret, wihrend alle von vy

von X abgesittigt sind. - Dann geniigt X, den in Frage b) angegebenen

v verschiedenen Beswertungen

Bedingungen. Es ist aber X kein Henselkdrper. Denn andernfalls besiSe vy

und damit auch v, nur eine einzige Fortsetzung v suf N , was sicher nicht

zutrifft.
Auf die Binzelheiten Zer Xonsiruktion der Kérperkette { ) gehen wir nicht

-

ein. Auch hingichtlich des allgemeinen Existenzsatzes, der die Grundlage bil-
det, sei suf die Literatur verwiesen,{é;; nur ein Spezialfall dieses Satzes

sei angegeben, da su ihn unsers weiteren Uberlegungen ankniipfen.

Existenzlemma. Zs sei v, eine aichtabgesittigte Bewertung von 3£ , und

zwar gebe es entwsder zu K, einen OberkSrper & oder zu ra eine Obergruppe
m , derart daB " ] > 1 bzw. ‘[T’ : F‘ J =n>1 wird. Sind dann

l qreceaVy X ligeadwelche von v, vemapnzedene Bewertungen von £ s SO

1

o3

exlstie t stets ein QOberkérper J&. von X vom Relativgrade n mit der Ei~
genscheft, daf jede der Bemertangen v, 1,1 genau n verschiedene Fortsetzungen
auf M. besitzt,

* [11, Ba. 2, Kap. IV.
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Man sieht sofort,dal das Lemma 7. eine unmittelbare Folge des Existenzlemmas
ist. Wendet man die Gracdungleichung von § 1 an, so erhélt man zu dem Exisienz-
lemma das folgende Korollar:

auf M (i=1,..., N j

fde

Fir jede Fortsetzung Vol giner der Bewertungen vy
¢

b
.4 - . - i .
gilt K o =K 45 =17

Bei der Beantwortung der Frage b) zeigte sich oben, daB der allgemeine Existenz~
satz mit Nutzen auch da angewandt werden kann, wo es sich um die Konstruktion
‘von unendlichen algebraischen KS8rpererweiterungen handelt. Verfolgt man diesen
Gedanken weiter, so zeigt es sich, daB schon das spezielle Existenzlemma aus-
reicht, um die Existenz gewisser Korperfolgen zu sichern, die vor allem des~
wegen merkwiirdig sind, weil man hier an einenm Beispiel sieht, mit was fiir
liberraschenden Erscheinungen man rechnen muf, wenn man den Rahmen der endlicher
algebraischen Erwelterungen iiberschreitet. Um gewisse praktisch unwichtige
Ausnahmefélle zu vermeiden, beschrinken wir uns im Folgenden wieder auf

Kérper W aller algevraischen Zahleu.

Satz 1. lst ¥ weder abgesittigt noch Henselkdrper, so Zibt es stets e¢ine

Kérperfolge X <X, C 2, ¢ &

1. X, ist endlich algebraisch ber ¥ mit mindestens

< L., y die folgenden Bedingungen geriigt:

ten Bewertungen v

1
+C 9
2. £2. s ‘:i&’i,z’.o-} iSt f-“S‘t a

le
&y
O
[¢41
@
ot
e
e
{4243
ot
-
5

esitzt aber zwel Fortsetzungen
v, s V voun v,
12ie12C 1aipas? ien1 “2ieqe T 1oy

dabei izt v die Einschrénkung einsr festen Bewertuny v, von N aur

£ 5\ . b ' PR LR B
3. F, 5 (1=142,¢..,) besitzt {iverabzdhlbar viele Fortsetzungen Vi,.,0 ‘on
Ao ¥

N ilt. de
115’1 gilt. Unter cden

fir die durchweg K = K ; o
12;‘ .La,q ! 126‘6.

v vefindet sich auch die Einschrinkung von L auf 252

Beweis: 1. Sei vy eine nicht abgesdttigte Bewertung von £ . Da 2 kein
HenselkOrper ist, gibt es zwei verschiedene Portsetzungen v _, v, von X auf
' o}

N . Sei a € N nmitv (a) £ vo{a) unda X = X (a) . Dann sind die Ein-

0
schrénkungen v y v von v_, v, auf qu verschieden, und es kiénnen we-
1,40 Tey of 1 ¢
der v sesiittigt sein. (Bes g
1,0 noch v¢0,1 abgesdttigt sein. (Beachte Bemerkung 4 von § 1.)

2. Bs sei 2324 fir 1 2 O bereits im Sinn von Satz 1 bestimmt. Filr 1 = 0 ~eisn

vy die Bewertung von 1. Fir i > 0 sei v die Einschrénkung von

v
s
l,,0 1gs

e . o4 . - . .
v, aui Zf?i und V}Z.,O irgend eine andere Bewsrtung aus der Reihe der v

12.;,

1}.;;'5?' )
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.

SchlieBlich sedi véd irgendeine Fortsetzung von'vlz‘ o auf N, Lus dem
v !

Zornschen Lemma folgt die Existenz mindestens eines maximalen Oberkdrpers o8
‘von Jezﬁ_mit der Eigenschaft, dad die Einschrinkung Vfiio bzw."vi*’1 von
v;i) bazw. vy auf ‘23* die gleicne Wertgruppe und den gleichen Restkdrper he-
sitzt wie vl;* ,0 bzw. vlz;’,‘ . Aus dem Existenz;gmma und der Maximalitédt von
Al ergibt sgch welter sofort, daB alle won vl;:)o una Vl.‘-’,‘ verschiedenen

Bewertungen von ¥ abgesdttigt sind. Wir kbnnen alsc 2L¥= f?.i-ﬂ '
() '
1*%0 13;“)0 1*,1 laiess?

3. Es sei x21+1 flir ein festes i ® O bereits bestimmt. Dann kann man unter

setzen.

=

= V

Berticksichtigung der Bemerkung 4 von § 1 auf Grund des Existenzlemmas und
seines Korollars eine Kirperfolge x2i+1 = 2% £ ¢ W bilden,
bei der jeder Kérper ;ﬂ“uﬁber lﬂ(“"’jeweils einen festen Primzahlgrad p

, immer genau pk veréchie&ene Fortsetzungen auf

11‘01 ® .
}5“0 besitzt, die notwendig azlle denselben Restkdrper und dieselbe Wertgruppe
b

hat, und bei der auBerdem v

haben wie Vi - Man Uberzeugt sich nun mihelos, daB der Vereinigungsksr-
2iv e 8

ver X' aller £ cinen Kdryper ﬁ2i+2 im Sinne von Satz 1. darstellt.

Korollar zu Satz 1. Ist die Bewertung v, von X2 diskret, so ist der Ver-
o

i1)
einigungskdrper L. einer im 3inne von Satz 1. gebildeten Kérperfolge <525h;>
Unterkdrper des iber 25, gebildeten Zerlegungskdrpers :51 der Bewertung v
4 auf b A

sicher nicht abgesitiigt. Kinren wir alsc die Konstruktion 80 einrichten, daf

1
(vegl. Satz 2., 8. 12}, und es ist daher die Einschrénkung von v

' v & . " " .
23(0 f :{1 ausfdllt, so izt 2 kein Henselk&rper, und wir k&nnen eine
el N ) < g . .
neue merkwirdige Kdrverfelge £ ¢ ;ﬂfﬁ c X, ¢ zft’c.”, im 3inne von Satz 1.

bilden. Hier erheb* sich demgenif die Frage nach der Existenz von wohlgeordneten

merkwﬁr&igen Kdrperfolgan, wobei es von Interesse wdre, zu moglichst grofen

Ordnungszahlen zu kommen, natiirlich innerhalb der 2. Zahlklasse, die man wegen
der Abzéhlbarkeit von N nich* {iberschreiten kann. Da in dieser Richtung noch
keine Untersuchungen vorliegen, nmilssen wir uns mit dem Hinweis auf die Existenz

dss Problems begniigen.

Dagegen sei ncch kurz suf die Frage eingegangen, welche Komplikationen einﬁreten,
wenn wir die Beschrinkung auf den Kérper N aller algebraischen Zahlen fallen
lassen. Wir haben im wesantlichen eiﬁe unglinstige Moglichkeit zu beriicksichtigen,
nimlich die, de8 in 3 nur solche nicht abgesdttigte Sewertungen auftreten,

bei denen die Wertgruppe die Gruppe der rationalen Zahlen, der Restk®rper aber
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von Charakteristik 0 und zwar reell, aber nicht algebraisch abgeschlossen ist.
Hier muB die MOglichkeit beriicksichtigt werden, daB schon ein endlicher alge-
braischer Oberkdrper von £ abgesditigt sein kann. Im Ubrigen sind die zum

Beweis von Satz 1. benutzten Zc¢ hmase nur unwesentlich zu modifizieren.

Bei der Konstruktion der XKdrper }32i+1 wur&e vom Zornschen Lemma Gebrauch ge-
macht. Es ist bemerkenswert, daB im Falle diskreter Bewertungen {vl s Vl,c s
vy 1) eine pasgende Verallgemeinerung des Begriffes des ZerlegungskOrpers
an;telle des Zornschen Lemmas benutzt werden kann. Da diese Verallgemeinerung
selbstdndiges Interesse besitzen dlirfte; soll sie kurg diskutiert werden.
Dabei kann N' ein beliebiger, separabel-algsbraisch abgeschlossener Kdrper
sein.

Satz 2. Ist die Binschrinkung v, der Bewertung v von N auf J diskret,

k4
so ist der Zerlegungskirper Z von v iber W& der Vereinigungskdrper aller
der ¥ 2 "W , vei denen v, die gleiche Wertgruppe und den gleichen Rest-
kOrper besitzt wie Vi .

Beweigskizze: Ist &€  ein endlicher Normaloberktrper ven Jd , so ist der

wie {iblich definierte Zerlegungskirper Z von v, dver . gleich EnE

0

Daraus schlieft man leicht: Es geniigt zu zeigen, daB jeder Unterkérper #%

]
by
-
ot
5
%)
fond
o
@
[
)
%23
o+
L}

von & mit der in Satz 2. angegebenen Eigenschaflt in
/

Sei nun Z H  cder Zerlegungskdrper von v, iber '?f. , dann ist wegen
- gt
2 jedenfalls =2 . Aus der Galolstheorie beweriteter Kirper
#= wegen‘}aer, = le = 'Ze ” or rieter e
ergibt sichYangesichts der Diskretheit von Vi sicher anwendbaren Gradgleichung

weiter: Der Grad von é ist sowohl iber Ze als auch {iber Z; gleich
[%, :Kk] [r': {"‘] d.,h. es ist Ze = Z; 2¥K,

Aus Satz 2. folgt sofort:

Satz 3. Es sgei M = {v igte eine beliebige, irgendwie indizierte Menge

von Bewertungen von N , und es seien die¢ Einschrénkungen Ve der Ve

k,$
auf JL alle dlskret;, Zg sei der Zerlegungskdrper von vy dber ¥ . Dann

ist Z4 = gér Z der gréBte Unterkirper 3 von N mit der Bigen-
schaft, daB bei jedem Ve die Finschrinkung i P die gleiche(diskrete) Wert-
) b4

gruppe und den gleichen RestkOrper besitzt wie die Einschrinkung Vi ¢
- : s

Angegichts von Satz 3. liegt es nahe, ZM als den Zerlegungskdrper der Be-

-

wertungsmenge M iber J<L  zu bezeichnen. Anf Grund des Existenzlemmas erhil:

man dann sofort als Verallgemeinerung von Lemma 7:
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' 1 un
Satz 4. Ist M = { VisreesVyy eine endliche Msnge von Bewertungen von

. N . . et Amm
und sind die EBinschrinkungen v, (i=1,...,N) alle diskret, so sind bei dem

g

Zerlegungskdrper 254% von M iiber W abgesehsn von den Einschriénkungen
§

v o (i=1,...,N) alle Bewertungen v_ abgesidttigt.

Satz 4. zeigt insbescndere: Bei der zum Beweis von Satz 1. unter 2. benutzien

Konstruktion wird 3524 .1 gleich dem eindeutig bestimmten Zerlegungskbrper
wl

der Menge M = { vé” ) ¥, 1 tber ;ﬁzi , falls v und v , beide dis-

lai 0 1z
kret sind,(was mit der Diskretheit von vy gleichwertig ist). Wir haben hier

also ein Beispiel fir die praktische Brauchbarkeit unssrsr Verallgemeinerung

des Begriffes "ZerlegungskSrper". fndererseits muB man aber beachien: Bestasht

/‘4 aus mehr als einem BElement, so ist §§fq kein Henselkdrper (vgl. Lemma
Eg gibt also stets mit ;;ﬁ4 = 2f° beginnende "merkwiirdige Kérperfolgen'

im Sinne von Satz 1.

4. Bewertungsiheorstiscihe Kriterien fix Nichit~R-KSrper

Angesichts von Satz 1. liegt die Frege nahe, ob ein Kdrper 15, der weder
abgeséttigt noch Henselkérper ist, ein R-Kdrper sein kaenn. DaB diese Mog-
lichkeit durchaus besteht, wird sich in § 4 zeigen. Zunichst untersuchen
wir, welche Kriterien uns Uberhaupt die Bewertungstheorie liefern kann, daB

1 3

ein gegebener Kbrper Y& Lksin P-Ké-wer 1si. Unszern Ausgangspunkt bildet

ein allgemeines Lemma aus der Spezialisierungstheorie.

Homomorphiesatz. Es sei ¥ ein ganz abgeschlossener Integritdisbereich

(z.B. ein Bewertungsring) mit dem Quotientenkdrper L, und o8 sei H  ein
Homomorphismus von ¢ auf den Korper X » der ein separables Polynom p{x)
aus n[x] auf das glesichfalls separable Polynom F(x) sus K[x] abbildets
schlieBlich sei G bzw. G die Galoisgruppe des Zerfdllungskdrpers von p{x)
bzw. B{x) tiber JL bzw. K . Dann ist stets G zu einer Untergruppe von G
isomorph.

Korollar: Es sei p(x) irreduzibel iiber J< von Primzanlgrad 9 und X absolul
algebraisch von Primzahlcharskteristik, Dann ist § sicher nicht auflo bxr,
wenn P(x) einen tiber K irreduziblen Faktor 3(x) besitzt, dessen Grad q weder

gleich p noch ein Teiler von p-1 ist.

4
i

*

\
/

@
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Denn unter den Bedingungen des Korollars besitzt G sicher eine zyklische
Untergruppe von der Ordnung q und man weis, daB bel einer aufldsbaren Grupse,

lementen darstellen 185t

o]

die sich als transitive Permutationsgruppe von p
die Ordnung g stets gleich p oder ein Teiler von p-1 ist. DaB das Korollar fir
W = I, eine bequeme Mdglichkeit liefert, um ganzzahlige Polynome mit nicht-
aufldsbarer Gruppe zu konsﬁruieren, ist altbekannt. Untersuchen wir unter RBe-
schrénkung auf den Kdrper N aller algebraischen Za hlen, wo die Restkérper
aller Bewertungen absolut algebraisch von Primzahlcharakteristik sind, die

Tragmeite des Xorollars genauer, so kommen wir zu fol genden Theorem:

Satz 5. Es sei der algebraische Zanlkdrper ‘I ein R~Kérper, aber kein Henssel-
kSrper. { PysDsreee }= M  sei die Folge der nach wachsender Groge geord-
neten Primzahlen Py 2u denen sich Jeweils mindestens eine Bewertung vk,i fin-
den l&8t, deren Restkdrper Kk,i nicht P; -abgeschlossen ist. Ist dann A weder
leer noch einelementig, so miissen fiir Jedes P, € ﬂd mit nv1 die Primzahlen

Pysevesp, . alle Teiler von pn-? sein.

Beweis: Es sei stwa P, kein Teiler von pn-1 (m<n). Aus der Voraussetzung,
da8 W kein Henselnarper ist, sowie aus Bemerkung 4. von § 1 schlieBt man
leicht: Es gibt sicher einen endlichen algebraischen Oberk&rper & von K

und zwel verschiedene Bewertungen v vl n? derart daB K nicht P-

l,z ’ 1l,m

und Kl n nicht pﬂmabgesc hlossen ist {vgl. eine analoge Uberlegung beim Beweise
,L Ee

von Satz 1. unter 1.). Unter dea an 1gegetenen Bedingungen folgt aber aus den

allgemeinen Existenzsatz, dessen grundliegende Bedsutung in § 2 hervorgehoben

s

wurde (wenn such nicht aus dem speziellen Existenzlemma): Es gibt sicher im

Durchschnitt S der Beweriungsringe von Vi und Vin ein Uber X irreduzibles
¥ !
Ay N “ s -
Polynom p(x) von Primzahlgrad p,.s das beim ﬂommmcryhlsmus von S auf Kl o auf ein
X ’

Polynomf?(x} abgebildet wird, das seinerseits tber Kl o in einen irreduziblen
Fsktor 18 ~ten Orades und iwm dbrigen in paarweise verschiedene Linearfaktoren

zerfdllt. Es kdnnte daher ns Homomorphiesatz X und da-

mit auch W kein B-KSrper sein.

LT3

Aus Satz 5. folgt insbesondsre dis wohlbeksunte Tatsache

Kein endlicher algebraischer Zshikérper "I ist ein R~Kérper. Denn es ist

hier jeder Restkdrper endlich und M gleich der Menge aller Primzahlen,

Natlirlich wird man fragen: Gibt es Uberhaupt unendliche Primzahlfolgen s

die der Bedingung von Satz 5. genigen? Die Antwort lautets Ja! Ist némlich
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/n n »'{,p1,...,pn'} eine der Bedingung von Satz 5. genligende Primzahlfolge,

8o braucht man nur fir P, gine Primzahl aus der arithmetischen Progression

n+1
k (pir...»pn) + 1 {k=1,2,...) zu wéklen, und man hat die Folge um ein Glied
verldngert, ohne die Bedingung von Satz 5. zu verletzen.
Satz 5. kann noch etwas verschiérft werden, wenn man nicht nur auf die Restkdr-
par sondern auch auf die Wertgruppen achtet. Der allgemeine Existenzsatz zeigt,
daBl an der entscheidenden Stelle von Satz 5. die Konstruktion des Polynoms
p(x) auch dann noch mwbglich ist, wenn zwar der Restkirper, aber nicht die Wert-

gruppe von v, pn-abgeséttigt ist. Daraus folgt scfort:
b

Satz 6. Es sei ¢ ein 3-K&rper aber kein Henselkdrperi p sei eine Primzanl,
zu der eine Bewertung vk,o mit nicht p-abgeschlosseriem Restkdrper existiert.
Dann miissen flr jede Primzahl o mit ¢ > p , g~1 # 0(p) bei jeder Bewertung
Vi der BRestkdrper und die Wertgruppe ¢-abgeschlossen sein.

Um einzusehen, da die Bedeutung der Sdize 5. und 6. nicht Uberschitzt werden
darf, beachte mans 1. Sind bei dem Korper I die Restkérper aller Bewertungen
algebralsch abgescilossen, 8¢ kfnnen wir aus der Homomorphiesatz keinerlei Be-
dingung fir die Wertgruppen ableiten. Es ist durchaus denkbar, dab K ein
‘R-KOrper ist, obwohl alle Bewertungen diskret sind. 2. BEs wurde schon in der
Einleitung betont, daf es beim Problem der H-UnterkOrper des Kdrpers N gller
algebraischen Zanlen zweckméBig sein diirfte, nicht ‘“We , sondern den grolten
iiber Wu aufldsbaren Kbrper 4 als kleinsten Grundkdrper zu wihlen. Bei M
und allen QOberkdrpern von JM sind aber, wie schon friiher hervorgehobven, alle
Bewertungen abgesdttigt. Mit Kriterien, die sich auf die spezielle Natur ge-
wisser RestkOrper ocder Wertgruppen stitzen, ist alsc lberhaupt nichis mehr anzu-

fangen.
5. p-Sylowkirper

Wir wenden uns zu rein gruppeniheoretischen Belrachtungen, wobei wir die in
den Vorbemerkungen berelts eingefithrten Definitio
nitzen. Darliber hinaus definisren wir nsu: Die {a,aeschlossenes) Untergruppe

s

Hp der Galolsgruppe G soll p-Sylowgruppe von G heiBen, wenn H #U/L fir iede

.2
er endlichen Gruppe G/U im

O (IJ
!'t}
3]
fo
e
ko]
@©
jon
¢

Dmgebungsuntergruppe U n G eine p-5y1

iiblichen 3inne des Wortes darstell®., Genau wie bei den endlichen Gruppen



gelten dann die foigenden Sylowsdize:

p

G besitzt stets p-Sylowgruppen. Alle p-Sylowgruppen von G sind in G konjugilert.

£

”~
o

£
3
st
L]
o]

ist in einer p-Sy.owgruppe enthalten, es sind

Jede p-Untergruppe von

die p-Sylowgruppen die einzigen maximalsn p-Untergruppen von G (b‘.

Als p-Sylowkdrper von N iver I bezeichnen wir natiirlich die Invarianten-

kbrper der p-Sylowgruppen voen G. Baisprechend wollen wir den Invariantenkdrper

einer beliebigen uv-Untergruppe von G einen p-Kérver von N  iber J<  nennen.

Es gilt dann:

Satz 7. a) Alle p-Sylowkirper von N iver W sind iver W kor Jugiert
b) Die Sylowkdrper von N fber I kidnnen auch charakterisiert werden als

die kleinsten p-Unterxdrper von N  fiver J<.

¢) Ein Kérper P zwischen N und I  ist genau dann ein p-Unterkdrper vcn.JV

tiber W, wenn jeder endliche Oberk5 ryer £ von P iver P ine p-Potenz

als Grad besitzt.

S

4) Ein p-Unterkdrper von N tber W oist genau dann ein p-Sylowkirper,

wenn ein in P enthaltener, dher T endlicher kérper ¥ stets iiber <

einen durch p

e) Jeder p~-Syl

Der Beweis von Batz 7. folgt aug den rein gruppentheocretischen Sylcw-

p
2
Ly

P

sdtzen und Theorie. Bei ¢) und d) beachte man

die Defi:

der p-3ylowgruppe von G sowie die Tat-

sache, dag die wenn man ansielle von N einen end-

von X und znstelle von ‘P den

lichen separablien Hermnlo

Invariantenkirper siner bzw. einer p-Sylowgruppe der (endlichen!)

Galoisgrupee vonr & dver W setzt. Behauptung 4) ist trivial, da jede

]

p=Gruppe auflfsbar

Wir beschrinken uns a2t wieder,wie schon frither, auf den Korper N

aller algebraischen #ir M = W als Grundkdrper, so wiszen

wir, w Henselkdrper jeder Bewertung gleich N

ird. vori&ufig die kxleinsten bekannten 5-X8r-
per, und ma t ohne Binfihr zirer bisher unbeksnnten v8llig neuen Kor-
zeptio he Theorie angewiesen, wenn man den Auf-
bau vor AN dter ; - waiter untersuchen will. Man wird etwa darar
denken, Aussagen iber die Tormalisatoren der p-Sylowgruppen der Galois grur G

von N

3

ist eg vbllig ungewiB, was fiir einen

I3
<) Vgl.
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Erfclg ein Versuch in dieser Richtung haben kdnnte.

Wehlen wir dagegen 'j(., als GrundkOrper, so ist es eine nichttriviale Aufgabe,
die Beziehungen zwischen den Henselkdrpern der Bewertungen von N und den
p~Sylowkdrpern genauer zu studieren. Dabel ist es zweckméiBiz, neben dem Hensel-

kérper Z einer gegebenen Hewertung auch ihren Verzweigungskirper Y" zu betrach-

Satz 8. Bs seien p und p' Primzahlen, und es sei v (iiber JCO) eine 3Bewertung

mit vp' > O . Dann gilt:
a) Fir keinen p-Sylowkdryper P xann Z2P oter P2 Z gelten.
b) Fir p £ p' ist stets der Vereinigungskdrper V- P von ¥ mit dem p-Sylow-

c) Fir p = p' gibt es stets einen p-Sylowkdrper "33 nit Pec v .

ache, daf v, und damit auch v diskret ist, folgt so-
Lo
ort, da3 Z endliche Oberk kOrper beliebigen Grades nesz.tzt. Bs ist also

d.h. es ist ZQ@ ausgeschlossen.

w

Beweis: a& ) Aus der Tats
£

fiir keine Primgzahl p 2in p-Kdrper
af3) Nach dem Existenzlemma von § 3 gibt es einen Oberkérper p-ten Grades 22
von g , auf den vko genau p verschiedene Fortsetzungen besitzi, unter denen
sich auch die Eiaschrinkung v, von v auf X befinden muB. Aus dem Korollar

3 folgt weiter, dad o2 in Z enthalten

&ors

zum Existenzlemma und Satz 2. von
gein mul. Hach Satz 7

b) D <" bekanntlich ein p'-Kdrper ist, ist die Gruppe H von NN iver - 3)
der Durchscnnitt einer p'-Gruppe mit einer p-Gruppe. Bir p ;é p' besteht also H
nur sus dem identischen Automorphismus.

¢ Mir p = p' ist die Gruppe von N iter ¥ stets in ei r p~Sylowgruppe

von G enthalten.

Gehen wir nicht von der Bewertung v sondern von einem gegebenen p-SJ_L owkdrper @

g

aus, sc wissen wir nach Satz 8 c): s gibt jedenfalls el inen p«S“‘owkorpar ':f)
und eine Bewertung v' mit v'p » 0 , derart daB 'fl) Unterkdrper des Verzweigungs-
kdrpers YY" von v' ist. Nach Satz 7 a) gibt es ferner einen Automorphismus A

N j}l ? o ae s P oad Al .
von der auf und selbstverstédndiich p auf sich selbst abbildet.
Durch A wird aber 1/‘ auf den Verzwel 5ungs=s:orrer ‘f einer Bewertung v abgebil-
det, die der Bedingung vp ) O geniigt, und aus ¥ 33 folgt 4D P. D.h. aber,

wir konnen Satz 8. erginzen durch:

Satz 8 d). Zu jedem p-Sylowkbrper ‘P gibt es (iter Ko ) eine Bewertung v
mit vp > O , derart da8 P Unterkdrper des Verzweigungskdrpers 2 A von v ist.
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%)

Der Grundkdrper K, wurde bei Satz £. nur deshalb gewshlt, weil wir von vorn-

~1

herein die beiden M8glichkeiten H = MM und W = o in den Vordergrund
gestellt hatten. HMan sieht sofort, daB Satz 8. uneingeschridnkt gilt, wenn wir
bei dem alle Bewertungen v, diskret
sind, also insbescndere, wenn wir Tir ‘J4 einen beliebigen endlichen slgebra-

Jlo durch irgendeinen Zorper ¥ ersstuen,

ischen ZahlkSryer wihlen. Lassen wir ferner die triviale Mdglichkeit = N
zu, und fordern wir statt ¥ 2> nar V' 2P, so gelten die Behaupbungen

b), ¢}, d) vor Seiz 3. sfisnbar ganz allgemein. Im Gbrigen wollen wir darsuf

verzichten, bei a) bis &) nack ncotwendigen und hinreichenden Bed dingungen zu
gsuchen,ds es sich nisr um eine verhdltnismdBig nebensHcaliche Frage handelt.

2
[

liche algebraische Zahl-

- N
e
¢

kdrper hingewiesen, derena Weul als GrurdxSrper durch Satz 8. nahegelegt w

3

Satz &. zeigt jedenfzlls, dafl eg zich bei den Untersuchungen im Kreis der Sylow-

.

feste Primzakl p einerseits die ifenge &l ler p ~-Sylow-

o
L
o]
te
'3
)

s8tze ewmpfiehlt, fi
k8rper zu betrachten, andererseits die Menge o aller der Bewertungen v, dis

t Y
der Bedingung vp > O genigen. De ferner nach Satz 8. nur die Verzweigungskdrper,

]
o
o
=
a]

ey
o
i
pa
[43]
P

g
D
H
[¢¢]
uJ

e
aber nicht die Heuselkdrper zu den p-8 o ziehungen haben, wird
man fragen: Kann man nichi bel Test vorgegebenem p einen einfach gebauten alge-
braischen Zahlkdrper M,

1. Bei allen Bewertungen v € (pg f811t dber ML der Henselkdrper & mit dem

angeven, der den folgenden beiden Bedingungaen geniigt:

Verzweigungskdrper =" zusammen.

2. Der Verzweigungskérper +° vor v & (h; ist mit Sicherheit stets von N wver-
gchieden.

Wir behaupten nun:

Es gei ;}[z>die Menge aller durch p unteilbaren natiirlichen Zanlen, X2 dar
tiber 32, gebildeve ZerfdllungskBrper des Polynoms ,nmp ung ;ggp der Ve;;~n¢~
gungskdrper aller der xn p ! bei denen n & lN}" « Dann ist .}4_* gerads ain

5D
Korper der gewiinschben Art.
Der Beweis mége nur angedeutet werden: hk{? enth&lt jedenfslils den Kdrper éi
der durch die Lenge aller n-ten Einneitswurzeln mit n e nJE’erzeugt wird. Von & <
aber weil man: Bei jeder Zewertung v € (pD hat die Verengung v ) auf &€ T einen

X 8

algebraisch abgescrnlossenen Reatkdrper und die Wertgruppe Z , falls man so
normiert, daf vp = 1 wird. Weiter ergibt sich ohne Schwierigkeit: Bei jeder Le
wertung ve Qb hat dis Versengung v nf auf MP einen algebraisch abgeschicssensan

o)

Restkdrper and fante* der Normierungsbedingsung vp = 1 ) dis Wert gruppe 43{*
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Aus diesen beiden Eigenschaften folgt aber nach den Haupisdtzen der Verzwei-

= £y

. P . 2 T . I P
gungstheorie fir v & sofort: Z =~ F MN' . - Man kann im iibrigen die

Lo

Aussage = a # N noch wesentliich verschirfen: Es ist sogar ~f gleich den

Verzweigungskirper von v lber Ko, die Grundkorpererweiterung hat also hier

!;11

nichts geéndert. Doch soll auf den Bewsis dieser Ergidnzungsbemerkung hier ver-

-

zichtet werden. Als Endergebnis unscrcr mit 3atz 8. beginnenden Uberlegunge

kénnen wir ein Frogramm Tlr dis Weiterentwicklung der R-Korpertheorie aufstellen:

:

Es sind fir jede Primzahl p sowohl tber W = I, als such iiber o = MP
it Hilfe der Galoisschen Theoris die Lagebezlshungen genauer zu untersuchen,
die zwischen den p-SylowkBrpern und den Verzweigungskdrpern der Bewertung v & (b
bestehen. (Bei den Lagerbeziehungen ist z.B. an Aussagen gedacht iber die Menge
aller der p-Sylowkdrper, die in einem bestimmten VerzweigungskSrper enthalten
sind, bzw. Uber die Menge aller der Verzweligungskdrper, die einen bestimmien

p~-Sylowkdrper enthalien.)
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