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Séminaire DUBREIL~PISOT 25-01
(Algébre et Théorie des nombres) )
lée année, 1962/63, n° 25 20 mai 1963

SUR IES AI@BRES UNIVERSELIES D'UN MCDUIE PROJECTIF
par Artibano MICALI
Dans cet exposé, un anneau sera toujours commutatif 3 &1lément unité, et un
module sur un tel anneau sera supposé unitaire, De plus, un homomorphisme d'an-

neaux envoie 1'élément unité sur 1'élément unité,

le Rappels sur les algdbres universellss.

Soient A un anneau et M un A-module. On dira qu'un couple (T, a com-
posé d'une A-algébre T et d'une application lindaire o de M dans T est
une algébre tensorielle sur M si, pour toute application lindaire p de M
dans une A-algtbre E , il existe wn et un seul homomorphisme d'algébres ¢ de
T dans E tel que le diagramme

M—2 5F
a

A\ -

T P

soit commutatif. Dans ces conditions, a(M) est un systéme de générateurs de T
et si (T, a) et (T', a') sont deux algébres tensorielles sur M s alors T
et T' sont isomorphes., Plus précisément, il existe un isomorphisme j s T » T!
tal que joa=at ,

’

On dire qu'un couple (S, B) formé d'une A-algebre S et d'une application
lindaire B : M-S est une algibre symétrique sur M si les éléments de B (M)
cammutent entre eux dans S et pour toute application lindaire ® de M dans
we A-algébre E telle que les éléments de ¢(¥) commutent entre eux dans E ,
alors il existe un et un seul homomorphisme ¢ de S dans E tel que le diag-
gramme

M S >k
7

n <
< |
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soit commutetif. On voit encore ici que PB(M) est un systéme de générateurs de
S et que, si (S, p) et (S', p') aont deux algibres symétriques sur M,
alors S et S' sont isomorphes.

Un couple (A, y) , formé d'une A_algébre A et d'une application lindaire
Y de M dans A telle que Y(x)2 = 0 pour tout x € M, est wne algtbre exté-
rieure sur M si, pour toute application lindaire ¢ de A dans wne A-algébre
E telle que (p(x)2 = 0 pour tout x € M, il existe un homomorphisme ¢ , et
un seul, d¢ A dans E tel que le diagramme

M—2% oE

sl

Y
A

solt commutatif. Iei encore, y(M) est un systéme de générateurs de 1'algdbre
Ayetsi (A, y) et (A, ¥') sont dewx algébres extérieures sur M, alors
A et A' sont isomorphes.

On vérifie aisément que 1l'algébre symétrique est commutative, et que 1l'algébre
extérieure est anti-commutative.

Ce sont ces trois algtbres universelles qui feront 1'objet de notre &tude.

Etant donné un A-module M, on peut construire effectivement ces trois alge-
bres universelles, En effet, on désigne par Tn(M) la puissance tensorielle
n-iéme du A-module M, o 1'on suppose que

To(M) =4 et T (M) =M .

Soient encore
[e]
(M) = 2 T, (M)
n=0

(some directe) et
as Mo Tl‘(M)

1'injection canonique. On voit que le couple (T(M) , a) est 1'algibre tenso-
rielle sur le A-module M . En général on dira que T(M) est l'algébre tenso-
rielle du A-module M » Sans mentionner l'injection @ . Soit meintenant I
1'idéal bilatére de T(M) engendré par les léments de 1z forme x ® Vy=y®x
X et y parcourant M , Scient

’
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S(M) = T(M)/I et Pz M-S(M)

1'application composée M %S 7(M) >S(M) o Come (M) nI={0}, alors B est
une injection dite canonique, et on vérifie sans peine que (S (M) , B) est 1l'al=-
gebre symétrique sur le A-module M . Puisque T(M) est une algdbre graduée et
que I est un iddéal homogéne de T(M) , alors le quotient S(M) est encore une
algétre graduée dont le sous-module S5 = (M) des éléments homogine de degré n
est 1'image per l'application canonique T(M) » S(M) de Tn(M) , c'est-a~dire

Sn(M) = Tn(M)/ (Tn(M) n I) pour tout entier n >0 .

On remarque que SO(M) =A et Sl*(M) =M , Soit maintenant J 1'ideal bilateére
de T(M) engendré par les éléments de la forme x ® x , X parcourant M, et
soit A(M) = T(M)/T . Si 1'on désigne par Y ¢ M - A(M) 1lapplication composée
M% T(M) - A(M) , il est facile de vérifier que (A(M) , y) est 1'algtbre exté-
rieure sur le A-module M . Comme a(M) nJ = {0}, alors y est une injection
(dite canonique). D'autre part, A(M) est une algébre graduée dont le sous-
module A(M) des éléments homogénes de degré n est 1'image de T (M) par
1'application canonique T(M) - A(M) , cl'est-i~dire

An(M) = Tn(M)/ (Tn(M) nJ) pour tout entier n >0,
I1 est clair qu'on a
AyM) =& et A(M) =M,
Etant donné wn A-module M, on peut donc faire correspondre les algébres T(M),
S(M) et A(M) , et alors, on a le résultat suivant s

IEME 1o - les foncteyws T , S et A sont covariants et exacts & droite
définis dans la catégorie des A-modules unitaires & valeurs dans les catégories
des A-algtbres, A-algébres commutatives et A-algébres anti~commutatives res—
pectivement (ef. [1], [4] ou [5]).

A propos de l'algébre symétrique, on remarque encore que si un module M est
somme directe d'une famille quelconque (Mi)iEN de sgus-modules, alors S(M)
est isomorphe (canoniquement) au produit tengoriel S(Mi) « Do plus, si L

ieN
est un A-module libre ayant une base quelconque (ei)iGN , alors S(L) s'iden=
tifie 4 1l'anneau de polynémes A[Xi]ieN y 0 X o= [S(ei) pour tout 1e€N,
Bs L -S(L) étant 1'injection canonique.

2. les algébres universelles d'un module projectif.

Ile lemme 1 nous permet de donner la proposition suivante ¢
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PROPOSITION 1., = Soient A un anneau et M un A-module, Une condition nécesw

saire et suffisante pour que M soit un A-module projectif est que son algebre
tensorielle T(M) (resp. symétrique S(M) , extérieure A(M; ) le soit, en tant
que A-module,

En effet, si
o0
(M) = 2 T (M)

n=0 1
(somme directe) est wn A-module projectif, alors Tn(M) est projectif pour tout
entier n >0 et en particulier il en est de mfme de M=T,(M) . S1 M est un
A-odule projectif, il existe un A-module libre L et deux homomorphismes
MS LY M tels que o ¢ =1y, D'aprés le lemme 1, on a

r() 249) pry T )
avec T(9) o T(Y) = lT(M) , €t ceci nous montre que
T(L) = T(M) ® Ker(T(y)) .

Comme T(L) est un A-module libre (cf. [4], chape V, § 3, théoréme 7), alors
T(M) est projectif,

COROLIAIRE, ~ Soient A un anneau intégre et M un  A-module projectif. Alors
1l'algébre symétrique S(M) est intégre.

En effet, S(M) e plonge dans un anneau de polyndmes & coefficients dans 1l'an~
neeu intégre A .

On voit que, étant donné un A-module M, si

s = > 8 (M)
n=0 *

(somme directe) est projectif, alors il cn est de méme de Sn(M) pour tout
n >0 , Supposons que Sn(M) soit projectif pour tout n =2 , ou encore on peut
affaiblir ceci en supposant qu'il existe un q =2 tel que Sq(M) soit projec-
tif. On peut se demander si, dans ces conditions, S(M) est projectif, ou encore
compte tenu de la propositien 1, si M est projectif. La méme question peut étre
posée pour les algébres tensorielle et extérieure. Plus précisément, on va démon=

trer le théoréme suivant

’7 \ :
THECREME I, = Soient A un anneau et M uw  A-module de présentation finie.

(1) S'il existe un entier q 22 tel que Tq(M) (respe Sq(M) ) soit wn
A~module projectif, alors M est aussi un A-module projectif.
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(11) Soit n le plus grand entier tel que A (M) # {o} . S'il1 existe un entier
a, 2<q<n, tel que Aq(M) soit projectif, alors il en est de méme du
A~module M .

On remarque tout d'abord que dans le cas (ii) on peut supposer n > 2 , car si
n <1, l'assertion est triviale. On dit qu'un A-module M est de présentation
finie s'il existe une suite exacte L1 - LO - M~->0 oh les Li sont libres de
type fini, D'aprés la formule de localisation des algébres universelles et le lemme

ci~dessous (lemme 2), on se raméne au cas oi l'anneau A est local. En effet, powr

tout idéal maximal m de l'anneau A, on a

(T, (M) = T, () .
Comme Tq(M) est un A-module projectif de type fini (car M étant de présenta-
tion finie, il est de type fini et done, il en est de méme de Tq(M)) , le lemms
2 nous dit que Tq(M) est un A-module de présentation finie et Tq(Mm) est un
A -module libre pour tout idéal maximal m de A , D'aprés le cas local, 1o
A=module M est libre pour tout idéal maximal m de A, et conme M est de
présentation finie, alors M est un A-module projectif de type fini. Ces mémes
remarques sont valables pour les algebres symétrique et extérieure.

Cas local. = Soient A wun anneau local d'idéal maximal m et de corps des res-
tes k = A/m, Xy 5 ece , I un systéme minimal de générateurs de M sur A
et L un A-module libre ayant une base ©p 5 oo, € & m éléments, Si
¢s LM est 1'épimorphisme défini par (p(ei) =X, (=1, ees ,m) etsi
R = Ker(p) , alors on a la suite exacte

O-R->L->M~-»0 avec Rcml .
En effet, si

% m
X = a; ©; €R, alors 0= 2 a
i=t i=1

et si 1'on suppose que a ¢ £ m , par exemple, on peut écrire

3 %5

m a, a
Xy = 2 (-E-J:) X, avec les ~2ea .
.“"2 1,, al
Ceci contredit la minimalité de Xy 5 eee , X« Il en résulte alors que a; em

pour tout i, et donc R ¢ nmlL , Ceci nous donne Re k= (0) , et done
L@AkzMQAk .

(i) 1a démonstration est exactement la méme dans les deux cas (tensorielle et
symétrique), et nous allons la faire pour 1'algébre symétrique. Soit
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S(p) ¢ S(L) »S(M) 1e prolongement de ¢ aux algébres symétriques et pour
chaque degré p , soit Sp(cp) : Sp(L) - Sp(M) 1'épimorphisme induite. Comme
Sq(M) est un A-module projectif, alors
A
Torl(Sq(M) , k) = (0)
et donc, la suite exacte
0 » Ker(S S (L S (M) =0
» Ker(5,(9)) 8, (z) + 8 ()
nous donne la suite exacte
0 - Ker(Sq(cp)) ® k - Sq(L) € k- Sq(M) @ k-0 -
D'autre part, étant donné que
Sq(L) 9 k= Sq(L G k)
et que
S,(M) & k=5 (Mey k) ,
il en résulte que

Ker(Sq(cp)) e, k= (0)

Comme Ker(Sq((p)) est un A-module projectif de type fini, le lemme de Nakayama
nous montre que Ker(Sq((p)) = (0) . Soit

Z aleleL
1._1

tel que ¢(x) = O et fixons g - 1 éléments Ty o eeey yq_I de L . On voit
que

5,0 Gy oee 3, 1) = 0x) 0(yy) oee 0(gur) =0 »
et done Xy, see Vg1 =0 dans Sq(L) « Si 1'on prend, par exemple,

y1= ,.,.—:y_I:el Iy

on a

o 1
2 a. e, ¥
. i 7171

i=1

et ceci nous montre que a; =0 pour tout i . Ona ainsi R = Ker(p) = (0) , et
donc M=1L, c'est-d-dire, M est un A-module libre,

(ii) Les notations étant les mémes & condition de remplacer le symbole S par
A, on obtient Ker(l\ (9)) = (0) , et donc XYy eve Yoy = 0 dans A (L)
prend pour Yyps oo g yq_1 des éléments ej tels que Ty eee yq_l =e
est une partie de {1, .eo, q} 2 q -1 éléments. On voit alors que

JouJ
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0= xyl eeo yq‘_l = ig._l ai(ei A eJ‘)

o les e; A e; sont nuls si i € J et lindairement indépendants sur A si
i¢J .0naainsi a; =0, pour tout 1 ¢ J , et come ceci est vrai pour toute
partie J de {1, eco , q} & q =~ 1 éléments, il en résulte quw a; =0
(=1, eeec , m) o On a ainsi montré que R = Ker (p) = (0) , et donc M=1

est un A-module libre. le lemme suivant achéve la démonstration du théoréme s

IEME 2, - Soient A un anneau et M n A-module, Ies conditions suivantes

sont équivalentes 3

(1) M est un A~module projectif de type fini,

(i1) M est un A-module de présentation fini et, pour tout idéal maximal m

de A, le A-module M est libre (cf. [2], chap. 2, § 5, n° 2, théoréme 1).

Remarques.

1° Soient A un anneau et M un A-module. Si M a une présentation finie,
il en est de néme de Sq(M) pour tout g > O . En effet, si

Ry R Y SN
est une présentation finie de M,

£m+q-15 r'n-hq-l)
'\ q -,Aq’esq(M)—»o

-

A

en est une de Sq(M) . la méme remarque est valable pour les algébres tensorielle
et extérieure,

2° le théoréme 1 est encore vrai pour M de type fini, & condition de supposer
que l'anneau A soit intégre. En effet, il suffit de voir que dans ces conditions
le lemme 2 est vérifié (ef. [3], lemme 5, page 249).

3° le théoréme 1 es% wrai si 1'on suppose que A est noethérien (non néces-
sairement intégre) et M de type fini, car dans ces conditions le module M est
de présentation finie. En effet, si M est de type fini, il existe une suite
exacte

(0) =R 4% 5 M (0) ,

et comme A est noethérien et A" de type fini, alors R est aussi de type
fini. I1 existe alors une suite exacte

(0) »Ro-aAm-» R - (0)



25-08
ot, en composant A" »R et R A", on obtient wie présentation finie de M ,
& savoir,

Am-;An-‘)M-é(O) .

3¢ Cas d'un anneau de Dedekind.

Soient A wun anneau intégre et X son corps de fractions, On appelle ic_l_ég.l
fractionnaire de A tout sous-A-module a de K tel qu'il existe un élément
deh, d#£0 pour lequel da (c A) est wn idéal de & au sens habituel,
Ies idéaux de A s'appellent alors idéaux entiers de A o On dira qu'un idéal

fractionnaire o de A est inversible, s'il existe un idéal fractionnaire b
de A tel que ab=4,

IEME 3, - Soient A un anneau et M= Xy p 0eey X, )A un  A-module de type
fini. Les conditions suivantes sont équivalentes s

(1) M est wn A-module projectif 3

(11) I1 existe n formes linéaires Pr s eee 5 9, SUr M telles que

n
X= 2 cpi(x) X; pour tout x e M ,
i=1

Supposons que (ii) soit vraie, on considére les homomorphismes M 3 AR ¥ M
définis par
n
px) = 2 ¢;(x) e; pour tout x e M
i=1

et

tl)(ei)zxi pour i=1, e, n ,

Gi €1, ese, € est la base canonique du A-module libre 4% . On voit immé-

diatement que Y o ¢ = 1y et done AR =N ® Ker(y) . Ceci nous montre que M

est projectif. Supposons (i) vérifide. On considére 1'épimorphisme A" LY défini

par 1p(ei) =% ({d=1, ...,n) et come M est projectif, il existe un homowm

morphisme ¢ 3 M A% te1 que VY o= 1M « Pour tout x e M, on peut écrire
o = > 0, o

et pour x, yeM et a € A, les relations

o(x +3) = p(x) + 9(y) et glax) = ap(x)

nous donnent
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91 +7) = 95 (x) + 95 (y) et g, (ax) = ap, (x)
pour 1 =1, «ee, n . Ceci nous montre que les ¢, sont des formes lindaires

sur M et
n
X = '.P((P(X)) = 2 ‘Pi(x) xi
i=1
pour tout x dans M,

IEME 4, = Soient A un anneau intégre et o wn idéal fractionnaire de A ,

Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) « est un A-module projectif de type fini 3

(ii) « est un idéal inversible.

S1 a=(ag, eee, a,) A est wm A-module projectif de type fini, il existe
des formes linéaires ¢, , oe. ¢, sur a telles que

n
a= 2 ¢,(a) a. pour tout a € a ,

. i i

i=1

Si a#0 et b# 0 sont deux éléments qu-lconques de o , ona

a(Pi(b) = ‘Pi(ab) ) b‘Pi(a) = (Pi(ba)
et done
=T -1 .
a cpi(a) =b (pi(b) pour tout i
L'é1ément by = bl (pi(b) ne dépend donc pas du choix de 1'élément b € a o, Soit
b=(by 5 ece, b )A 1'idéal fractionnaire engendré par les b, « Comse
bbi = ¢, (b) € A pour tout hea ,
alors ab, C A pour tout i, et donc ab c A , D'autre part
n n
a= 2 p.(a)a, = 2 ab, a, =a 2 h, a,
e R
n
done 2 a; b; =1, done, ab=A , Ceci nous montre que « est inversible.
i=1

Supposons que a soit inversible. Il existe un 1d¢-2 fractionnaire b de A
tel que ab =4, et done

n
1= 2 aibi
i=1

(somme finie) oi les 84 €a etles by eboSi a'=(a;, esn, a )i est

1'idéal fractionnaire engendré par les a; , ona
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at ca et a'bcab=A .

Ia relation

nous donne a'b = A, done

a = a(a'd) = a'(ab) = at .
De méme, on peut montrer que b = (bl' y ses bn) A, Puisque b, @ CA pour
i=1, seey n, on peut définir n formes linéaires ¢; sur o en posant

(pi(c) = b; ¢ pour tout ¢ dans « . De plus,

5 5 >
¢,(c) a; = b, ca, = ¢ b, a, = ¢
I A T N

pour tout ¢ dans a . Ceci nous montre que o« est un A~module projectifs

COROLIAIRE, = Soient A un anneau de Dedekind et « # (0) un idéal fractione
naire de A , Alors @ est un A-module projectif de type fini,

En effet, dans un anneau de Dedekind; tout idéal fractionnaire non nul est inver-
sible (cf. [10], vol. I, chap. V, § 6, théoréme 12),

Remarque. - Dans un anneau de Dedekind, tout idéal entier a une tase formée de
deux éléments (cf. [10], vol. I, chape V, § 7, corollaire 2 du théoréme 16).

£ N\
THEOREME 2. - Dans un anneau de Dedekind A , pour tout idéal entier « de A,
llalgébre symétrique S(a) est isomorphe 3 l'anneau de Rees R(a) de 1'idéal a .

Etant donnés un anneau A et un idéal a de A , on appelle anneau de Rees de

1'idéal a (cf. [8]) le sous-anneau

(=]
R(a) = 2 o x°
n=0
de l'anneau de polyndmes A[X] formé des sommes finies e+ 01 X + seu 4 0y X2
o o e o pour tout 130, 0npose a®=4 et al=a + L'homomorphisme
¢ ¢ a@-R(x) défini par ¢(c) = X pour tout ¢ € @ se prolonge en un homo-
morphisme

¢ ¢+ S(a) > R(a)
tel que si a3 a -»S5(a) est l'injection canonique, alors

¢ oa=g .
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On vérifie aisément que ¢ est un épimorphisme et si A «<at intdgre, alors
Ker(p) est le sous-module de torsion de S(a) (cf. [6]). Si 1'on suppose que
A est de Dedekind et a# (0) (si a= (0) il n'y a rien & démontrer), alors
@ est un A-module projectif, donc S(«) est sans torsion. Il en résulte que
S(Q’.) = R(a) °

On peut encore démontrer ceci directement. En effet, si a # (0) et si A est
de Dedekind, alors « est engendré par deux éléments a, , a, , et on peut écrire

S(a) = A[X1 ’ Xz]/q )

ob q est 1'idéal de A[X, , X,] engendré par les b X, + by, X, tels que

1
b, a, +b, a, =0 . On considere 1'épimorphisme
P oe A[x1 , X2] -+ R(a)

défini par \p(Xi) =a; X (i=1,2), et on voit que, pour tout polynéme homo-
gene f € A[X,, x2] ,

f e Ker(y) <=> f(eau1 s 85) =0 .
Ceci nous montre que q C Ker(y) . Si b, X, + b, X, € Ker(y) , on a
0= 1p(b1X1 + b, X2) = (bI a; +b, a2)X R
donc b, &, + b, a, = 0 . Donc, tout polynbme de degré 1 de Ker(y) est dans

q « Supposons ceci vral pour tout polynéme homogéne de degré < q = 1 de Ker(y)
et soit f € Ker(y) un polynéme homogéne de degré q . On éerit

f=X.£,E&,, X,) +X, £,(,)
et soit
g=X,f,(a,, 8, + X, fz(az) .
Comme g est homogéne de degré 1 et g € Ker(y) , alors ge q « (n peut
écrire
falag)e - £,(,) g = (£,(a,) £1&y, %) = 5,K) £y(ay, ay))X,
et comme fz(az) £, , %) - fz‘(Xz) £y(aq, a2) est homogéne de degré q - 1

et est dans Ker(y) , alors il est dans q « Il en résulte que £5(0,)f @ q
et come q est un idéal premier et f,(a,) £ q, alors f eq .

Ie théoréme 2 peut se généraliser de la manidre suivante :

THEOREME 2', = Soient A un amneau intégre et « un idéal entier de A . Si
@ est un A-~module projectif, alors S(a) = R(a) .
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4, Un exemple,

Soient A wun amneau et L un A-module libre. On sait (cfe [1]) que S(L)

est une algébre de polyndmes, et donc un A-module libre. On peut se demander,
compte tenu de la proposition 1, si la réciproque de ce résultat est vraie. On

va montrer qu'il n'en est pas ainsi, c'est-a-dire, on va donner un exemple d'un
module projectif pas libre et tel que son algébre symétrique soit un module libre.
On remarque que cet exemple est donné en dehors de la "bonne catégorie®, c'est-
i-dire, de la catégorie des modules gradués. En effet, si S(L) est un A-module
libre en tant que module gradué, alors S,(L) = L est aussi libre, Tout d'abord

on rappelle le lemme suivant

IEME 5, = Soient A un anneau de Dedekind et M un A-module projectif,

(1) Si M est de type fini et de rang n+ 1, n >0, alors il existe un

idéal entier o de A tel que M=2® a.

(i) Si M n'est pas de type fini, alors M est libre [cf, N. BOURBAKI :
Algébre commutative, chap., VII : Anneaux de Dedekind (3 paraftre)].

Soient alors A un anneau de Dedekind, M un A-module projectif de type fini
etrang n+ 1, n >0, Il existe un idéal entier a de A tel que
M=A"®a . 0n suppose, de plus, qu¢e M n'est pas libre. Comme o est engen-
dré par deux éléments ay , &, , alors

$(a) =R(a) = Ala; X , &, X] et S(A") = AlX, , o, x1.
I1 en résulte que
n
S(M) =S(a7) ®, S(a) =A[X; , eoe , X, 8,%X, 8, X]

et comne M est un A-module projectif, il en est de méme de S(M) . Etant donné
que S(M) n'est pas de type fini, alors il est libre,

5. Pactorialité de l'algébre symétrique d'un module projectif.

" Solent A wn anneau et L un A-module libre ayant une base finie e, , ese,q
Si B¢ L -5S(L) est l'injection canonique et si X, = ;B(ei) (A=1, eeoyn),
alors S(L) = A[X1 y oes Xn] , anneau de polyndmes dans les indéterminées X, .
D'aprés le théoréme de Gauss, si A est factoriel, alors S(L) est aussi facto-
riel. On peut se poser cette méme question pour un module projectif. Plus préci-

sément, on va démontrer le théoréme suivant s
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THE OREME 3. = Soient A un anneau factoriel et M un A-module projectif de
type fini. Alors 1l'algébre symétrique S(M) est aussi un anneau factoriel.

Premiére démonstration, — Soient M= (x1 y sve xn) A, B :A[Xl s osee Xn]
1'anneau de polyndmes et R = S(M) . On sait que R =B/q o g est 1'idéal de

B engendré par les formes linéaires
: h
b, X, telles que b, x, =0 «
1=1 + 3 =1 3
On peut montrer qu'on a B=R ® q « Soit a=Rb nRe un idéal de R , intersec~
tion de deux idéaux principaux. Comme B est un Remodule plat, alors

9B =Bb nBe = Bd , o1 4 = pe Pe Come (b, ¢c) dans B .

On considére la décomposition (unique) de d, d=e +f , oh e€R, fE€q,
On va montrer que o = Re , et donc que R est factoriel, En effet, comme b, ¢
divisent d dans B, alors b, ¢ divisent e dans R, donc Re ca , Si
ueBdnkR, on peut crire u = (x +g)(e +f) avec u,x€R, ge€q,.Donec,
u=xe et gd +xf =0, c'esteda~dire, u € Re , Les inclusions

RecacdadBnR=B4dNR CRe
nous donnent

C(::Re .

Deuxicme démonstration (Pe SAMUEL), - On démontre tout d'abord le lemme suivants

IEMVE 60 - Soit

B = Z Bn
n20

un anneau gradué factoriel, Alors By est factoriel.

En effet, dans un anneau gradué factoriel, tout élément homogine # O est pro=
duit d'éléments premiers homogénes. Donc, tout élément # O de By est produit
d'éléments de By qui sont premiers dans B, donc aussi dans By e

Démonstration du théoréme 3. - Come M est un A-module projectif de type fin,
il existe un A-module projectif M' et un A-module libre L s tous les deux de
type fini, tels quu Me M' = L , Done, S(L) = S(M) ®, S(M') « On va munir S(L),
qui est factoriel en tant qu'anneau de polyndmes sur A y de la graduation venant
de S(M') , clest-a-dire

S(L)n =S5(M) @, S (M') pour tout n >0 .
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Alors,
S(L) = S(M) N SO(M') = S(M) & A = S(M)

et d'aprés le lemme 6, S(M) est factoriel,

THE CREME 4¢ = Soient A un anneau et o un idéal de A . Si S(a) est fac-
toriel, alors A est factoriel et a est principal (P. SAMIEL),

En effet, comme S(a) est factoriel, d'aprés le lemme 6, il en est de méme de
A =8,(a) . Come S(z) est intégre, c'est 1l'anneau de Rees

R(a) = 5 At A[X] .
0

n=
I1 existe un élément a € @ tel que, aucun diviseur strict de a ne soit dans
a o Alors 1'élément aX de S(a) est irréductible dans S(a) , donc premier.
Pour tout élément b e a, ona b(aX) - a(tx) = 0 et come aX est premier et
pe divise pas a dans S(a) (sinon O Zdo(a) > do(aT) = 1), il divise KX .
Ie quotient x est dans A (homogene de degré O ). Donc X = x(aX) , d'ah
b= xa , c'est-d-dire, a = Aa .

Dans [9], SAMIEL a donné un exemple d'un module projectif pas libre sur un an-
neau factoriel, Soient, en effet,

A= ﬁ[x » ¥, 2]
avec la relation x~ + y2 +22 =1 et M 1o A-module engendré par les éléments
x', y' , 2' 1liés par la relation xx' + yy' + 22' = 0 (module des différentiel-
les). On peut montrer que A est factoriel et que M est un A-module projectif
pas libre. Alors S(M) est factoriel. D'ailleurs, dans ce cas particulier, on
peut vérifier cela autreront. En effet, soit

2

S:{I,Z,Z ,000}

la partie multiplicative de A formde par les puissances de 1'élément premier =z
de A , La relation

xx! + yy' + 22' = 0
nous donne
-1 -1
STs(M)) = (577 A)x', ¥)

et come A est factoriel, il en est de méme de S"i(S (M)) o D'aprés le théoreme
de Nagata, S(M) est factoriel.
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