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Séminaire DUBREI1L-P ISOT ) il
. (Algébre et Théorie des nombres
l6e anmée, 1962/63, n° 6 10 gécembre 1962

IES ZEROS DES FONCTIONS ANALYTIQUES D'UNE VARTARIE
SUR UN CORPS VALUE COMPLET

par Michel IAZARD

Cet exposé reprend, sous une forme plus géométrique s quelques résultats d'un
article (l) qui sera désigné par les lettres [ZFA].

L. Corps valués ; corps complets et maximalement complets.

(Lel) To3 appelons ici corps valué un corps commtatif K mmmni d'une
application v : K »R u{+ «} vérifiant les axiomes suivants :

(l"l"l) V(X) =oo <> x =0 :
(1o1:2) vixy) =v(x) + ~(y) 4
(L.1.3) vix + 7) > inf(v(x) , v(y)) ,

L'ensemble des v(x) , pour x € K*, est un sous~groupe additif de R o Nous
écarter .z le cas trivial oh ce sous~groupe se réduit & zéro. Nous disons que la
valuation est discréte si ce groupe additif est discret (et, quitte & multiplier
les v(x) par une constante, nous pourrons supposer que c’est Z ) ; sinon nous

dirons qu'elle est dense.

(L&2) Soit m un nombre >0 . Les axiomes des valuations permettent de

vérifier que les relations

(1.241) vE=-y)>m,

(12e2) v(x=y) >m,
entre éléments x et y de K » sont des relations d'équivalence. Si 1la valua-
tion est discréte (disons & valeurs dans % ), il suffit de faire parcourir & m
llensemble Z des v(x) et, dans (L »2¢2) , on peut remplacer " >m " par
">(m+ L) ", Pap contre, si la valuation est dense, les relations des types

(Le2e1) et (1e242) sont essentiellement différentes.

(*) IAZARD (Michel). - Les zéros des fonctions analytiques d'une variable sur
un corps valué complet, - Paris, Presses universitaires de France, 1962 (Institut
des Hautes Etudes scientifiques, Publications mathémati ues, 14 ; p, 47-75),

M, KRASNER m'a fait la remarque que le théoréme attribud & SCHNIREIMANN avait
été prouvé antérieurement par SCHORE,
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by

(Le2+3) Ia topologie du corps K associde & sa valuation se définit en pre-
nant comme systéme fondamental de voisinages d*un élément x € K les classes
d*équivalence (LeRol) ou (Le242) de x » Ces classes seront dites (fort impro-
prement) disque "fermé" (resp. disque "ouvert") de valuation m et de centre x .
En fait ce sont des parties ouvertes et fermées de K .

La topologie de K peut &tre définie par une distance : on choisit un nombre

ev(x-y) > Le corps K devient alors un

e, 0<e<1l,etonpose dx, y) =
espace ultramétrique : (L.1.3) est 1'indgalité du triangle renforcée (tous les

triangles sont isocéles).

(Le2:4) ILe corps K est @it complet s'il est complet pour la métrique qu'on
vient de définir, Dans un corps complet, on a un critére de convergence trés com-
mode pour les séries.

(1e2.5) Une série 25 u, (u.n € X , corps valué complet) converge si et seule-
ment si son terme général tend vers zéro, ciest-a~dire si v(un) = + » . De plus,
s'il existe un indice n; tel que v(uno) <v(u,) pour tout n #ny , alors

V(Z£ un) = v(uno) .

- (1.246) Ia propriété d‘étre complet peut encore se formuler comme suit : un
corps velué K est complet si toute famille de disques emboités, dont les valua-

tions tenden®t vers + « ; a une intersection non vide.

(1e2.7) Cette propriété n'implique pas que toute famille de disques emboités
ait une intersection non vide. En voici un exremple. Prenons un corps k quel-
conque, et formons le corps K dont les éléments sont des séries formelles

_ r(n)
X = 2520 an T 5 an(E k :

{r(n)}n>0 est une suite indéfiniment croissante de nombres rationnels, eb, ei
x #0 , on suppose ag 0, v(x) =r(0) . Considérons la suite {anﬁ;l définie
par

X, = Tl/2 + ece + T(n..l)/n »

Les disques D~ de centres x, et de valuations n/(n + 1) sont emboités ;

leur intersection est vide, bien que K soit complet.

(LeR<8) Un corps valué K est dit maximalement complet si toute famille de

disques emboftés a une intersection non vides
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Pour une valuation discréte, "complet!" équivaut & "maximalement complet" ; cela

est faux pour une valuation dense (1e247).

II. Convergence des séries de Laurent ; polygunes de Newton,

(s1) Appliquons le critére de convergence (L.2.5) aux séries de Laurent
f= ZQEZ a2, T dont les coefficients a, appartiennent & un corps valué complet
K o L'indéterminée T sera remplacée par un élément x de K , ou d'une exten-

sion valuée compléte L de X .

(Rolol) Soient xeK (ou L ), v(x) = p. la série de Laurent Ziﬁz 8, &

o~

converge si et seulement si

lim v(an) +np =+ o .
n]-»oo

(Rs1.2} Pour calculer les nombres v(ah) + np , on utilise le procédé gra—
phique suivant (figure 1) : on trace le point An d'abscisse n et d'ordonnée
v(a_) 3 par ce point on méne une droite A de pente = U 3 on obtient le nombre

n/ 3P n

cherché v(an) + npy  comme ordonnée 3 llorigine de cette droite -

(R¢1.3) Il faut étudier les droites An pour tous les n € 2 o Elles posse-
dent une "borne inférieure" & : c'est la droite de pente = p et d'ordonnée 3
1'origine,

v(f , p) = inf Cv(an) + np .
nez

Le critére (2.1.1) s'exprime ainsi : pour que la série converge, il faut et il
suffit que la droite A ne soit pas rejetée & 1'infini (clest-a~dire
v(f , B > = =), et que les points A~ s'éloignent indéfiniment de A (pour
ln| - «).

(Rele4) Pour chaque p € R nous obtenons ainsi une droite A (éventuellement
a l'infini), que nous appellerons désormais A(un) « Si nous faisons varier K
dans R 1'intersection des demi-plans supérieurs limités par ces droites a pour
frontiére un polygone convexe : c'est le polygone de Newton de la série de

Laurent f . Chaque A(n) est la droite d'appui de pente «~ p du polygone de

Newton. Les abscisses des sommets du polygone sont des entiers 3 sS1 n est 1'abs-
cisse d'un sommet, v(an) est son ordonnée. La figure 2 représente le polygone

o
de Newton de la série log(lL + T) =‘Zn=1 (= l)n+l ™/n spour p=2 (v(R) =1) ,
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On voit que c'est un polygone convexe infini ; les sommets ont pour abscisses les

nombres 2% (1 Gl\l) .

(2e1.5) Définition. — Un polyntme P € K[T] sera dit p-extrémal si P(0) #0
et si son polygone de Newton est un segment de pente = [ .

Exemple P=12+3T+3 (p = 3) , figure 3.

III., Les zéros des séries de Laurent.

(3.1) Soit f wune série de Laurent & coefficientsdans K (valué complet).
Quels sont les zéros possibles de f dans les extensions valuées complétes L
de K?

La dernidre assertion de (L.2+5) et nos constructions géométriques nous four—

nissent déja une réponse partielle.

(3elel} Soient x e L, v(x) =p o Si la droite d'appui A(W) touche le poly-
gone de Newton de f en un seul point d'abscisse n (nécessairement un sommet
An ), alors v(f(x)) = v(an) +np, et x n'est donc pas zérode £ (si x=0,
le probléme de savoir si f£(0) =0 est trivial).

Par contre, si le polygone posséde un c8té de pente - W , nous ne savons encore

rien affirmere.

(30142) Définition. - Soit f une série de Laurent. Nous notons Conv(f)
1tintervalle de R formé des p tels que f(x) converge pour v(x) = p (R.l.2).
Si f est une série entildre (an =0 pour n <O0) , nous adjoignons + o &
Conv(f) »

(3+1e3) L'ensemble Conv(f) est toujours un intervalle de E (comme en ana-

lyse classique, une série de Laurent converge sur une "couronne™).

La division euclidienne des polynSmes s'étend aux séries de Laurent.

(3¢2¢1) Soient f wune série de Laurent 3 coefficients dans K (valué complet)
et P un polynfme p~extrémal (R.1.5). Alors il existe une série de Laurent g
et un polynfme Q , déterminés univoquement par les conditions

f=Pg+Q, degQ <deg P, Conv(g) @ Conv(f) , vQ , p) >v(f , p)
pour K € Conv(f) .
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[Pour la démonstration, cf. ZFA, n° 2, lemme 2. ]

Le lemme (3e2.1) nous permet de parler de reste de la division de f par P
ctest le polyndme Q .

Le probléme soulevé en (3.1) est résolu par les deux assertions suivantes (dues

4 HENSEL, su moins pour l'essentiel) s

(3.22) La valuation d'un corps valué complet K se prolonge d'une manidre,
ot d'une seule, & la clbture algébrique K, de K . Il en résulte, d'aprés (2.1.5)
et (3.1el), qu'un polya?me peextrémal (€ K[T]) se décompose en facteurs linéaires
dans Ka(T) , toutes ses racines ayant la valuation K .

(3.243) Soit f une série de laurent. Si son polygone de Newton a un c8té de
pente =~ p, appelons n(f , p) et N(f , p) les abscisses de 1l'origine et de
lextrémité de ce cbtés Alors f est divisible (au sens de (342.1)) par un poly-
néme peextrémal P de degré N(f , W) - n(f , u) , de telle sorte que, si f =Pg,
le polygone de g n'ait pas de c8té de pente = p .o D'aprés (3.l.1) et (3.2.2),
la série f posséde donc N(f , pu) = n(f , ) zérosdans K, (compte temu des
multiplicités).

[Pour la preuve de (34243), cf. ZFA, n° 3, proposition 2,]

Le théoréme (3+242) peut se démontrer & partir de (3.2.3) ; il se trouve dans
tous les ouvrages consacrés aux corps valués (2 )e

W, Développements en produits.

(4e1) 1Ies théortmes (3elel) et (3.243) nous permettent de Mvoir" les zéros
de f sur son polygone de Newton. Par exemple, la figure 2 nous montre les zéros
de la fonction log(l + T) ; ce sont les racines des équations (L + x)P =1,

En fait, nous ne voyons que le nombre de zéros de valuation donnde. Les zéros
eux~-m8mes restent invisiblas.

(4¢1sl) Donnons~nous un nombre M >0 o Considérons 1'anneau Ay des séries
er’rbié’res £ =2 w30 %n ™ (za.n € K , valué complet) qui convergent pour v(x) > M.
Geométriquement, cela signifie que leur polygone de Newton a une direction

(2 ) per exemple : ARTIN (Emil). - Algebraic numbers and algebraic functions.
- Princeton, Princeton University, 1950/51 (miltigraphié).



asymptotique de pouite 2= M3 analytiquement, cela équivaut 3 la relation
v(e.n)

n

1im >/-M .

(4e1e2) Nous appellerons "o8té significatif" du polygone de Newton d'un
f ehy un cdté de pente < = M, c'est-d~dire (3.2.3) un c8té qui correspond a
des zéros de valuation >M .

(4¢1e3) Probléme. = Pouvons-nous trouver f e AM dont les zéros de valuation

> M soient donnés arbitrairement ?

Compte temu de (3+243), nous pouvons préeiser le mot "arbitrairement". Nous
nous donmons une suite (finie ou infinie) de nombres
ml > né > eee > M .

Si la suite est infinie, nous supposons que m tend vers M . Pour chaque n,
nous nous donnons un polynfme mn-extrémal (ReL45) Pn (nous pouvons supposer
Y — ’,
Pn(O, =0 ) de degré d >0.
Existe-t~il f e A, qui ait précisément comme zéros dans le disque "ouvert"
x| xe Ky » v(x) >M} ceux des polyn8mes P ?

(40144) Nous énoncerons la question précédente en demandant que le diviseur
de fe A, soit le produit formel i ol (Pn) o Cette nouvelle formlation définit
le diviseur d'un f e A'M ° -

(4e2) Il est naturel de chercher la solution du probléme posé par des déve-

loppements en produit

(4:2.1) e=lly 8, (£, cAy) .

Pour cela nous devons définir la convergence dans A.M 3 nous prenons la topo=-
logie de la convergence uniforme sur tous les diques "fermés" centréds & 1l'ori-
gine, de valuations > M,

(4e2:2) Plus précisément nous disons qu'une suite &, (e AM) converge vers
g (e AM) 81 les conditions suivantes sont vérifides : pour tout m> M et tout
AeR, il existe un entier n, tel que n > ny implique v(g - g, »m) 2\
(24143).

(44203) la comvergence d'un produit nw £, 8e définit comme la convergence
yers une limite non nulle de la suite des produits partiels |] £, .
1&isn 1
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Lesritire de convergence est aussi simple qe rcur les séries : ”n>1 i‘n est conver—
gent si et seulement si fn tend vers 1 . '

(4.3) la premidre étape vers la solution du probléme (4.14) est la cons=
truction du polygone de Newton de 1la fonction cherchée f o Cette construction
est toujours possible, et elle est univoque si nous supposons f£(0) =1 et la
suite (mh)n;l infinie, ce que nous ferons désormais. Tous les c8tés du poly-
gone de Newton de f sont significatifs (4.142).

(4¢3+1) Supposons que les degrés d, des polyndmes P~ soient bornés supée
rieurement. Cela revient 3 dire que les c8tés du polygone de Newton de la fonc-
tion cherchde f ont des longueurs bornées. Alors il est impossible de trouver
un développement en produit Tg;; £ =f dont les facteurs f ~alent des divi-

seurs finise.

Donnons une "preuve" géométrique de cette assertion (cf. [ZFA], n°® 5, proposi-
tion 7). Les cBtés significatifs des £, (par abus de langage, pour dire "... des
polygones de Newton des séries...") sont paralléles & ceux de f , et de longueur
au plus égale, donc bornées Si nous voulons que les f,, aient des diviseurs finis
(ctest-d-dire un nombre fini de cbtés significatifs), il faut qu'une infinité de
f, elent au moins un ctté significatif. Sans restreindre la généralité, nous
pouvons supposer fn(O) =1 pour tout n , et nous voyons (figure 4) que cela

interdit aux fn de converger vers Ll .

(444) Le résultat précédent montre que le probléme posé ne peut pas 8tre
résolu, dans le cas général, par des développements en produitse. C'est une curieuse
particularité de l'analyse p-adiquee

(4e4el) Par contre, la méme figure 4 nous rend 1l'espoir si la valuation est
discréte (disons & valeurs dans Z )e En effet, dans ce cas, nous ne pourrons
Jamais trouver une suite de polyn8mes mh—extrémaux Pn dont les degrés soient
bornés. Les cdtés de leurs polygones de Newton ont des pentes rationnelles, et

une suite infinie de nombres rationnels ne peut pas décroitre strictement vers

-M (>~ ®) sans que leurs déneminateurs croissent indéfiniment. Géométrique-

ment, cela signifie que les c8tés des polygones des P sfallongent indéfini-
ment (cfe figure 2).

(4442) Si 1'on précise les remarques précédentes, on parvient & résoudre le
probléme posé par un développement en produit du type de Weierstrass (clest-a-
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dire avec des facteurs correctifs), lorsque la valuation est discréte (cf. [ZFA],

n® 4, théoréme 1).

Ve Cas d'une valuation denses

Si le corps valué complet K posséde une valuation dense, on parvient au pésul-

tat suivant :

(541) Pour que le probléme posé en (4.1.3) ait toujours une solution (quels
que solent les Pn et le nombre M ) il faut et il suffit que K soit maximale-
ment complet (Le2.8).

Donnons quelques indications sur la démonstration ([ZFA], n® 7, théoréme 2).
Pour montrer que K doit 8tre maximalement complet, nous nous plagons dans les
hypothéses de (4.3.1) en supposant tous les degrés d, égaux & 1 , Cela revient
& se donner la suite (y ) >l des zéros de la foncta.on cherchée f , avec

viy,) =m , et m VM (strlctement) S'il existe une telle série

f=l+alT+a2’.[2+.o-.

le coefficient a; est une pseudo-somme de la série - zn y;;l o Plus précisé-
ment, un résultat concernant la continuité des zéros ([ZFA], n® 3, proposition 3)
montre que, pour tout n >1

-l

Il est facile de montrer, en généralisant l'exemple (L«2.7) que 1l'existence
d'un tel a; € K pour toutes les suites (yn) considérées équivaut & la propriété
d'8tre maximalement complete

(542) Il est plus difficile (provisoirement peut-&tre) de construire la
série f en supposant K maximalement complets

(54241) Rappelons (4.3) que nous connaissens le polygone de Newton de f o Ce
polygone sera noté II . Nous noterons IIr » A) le polygone déduit de II par
une translation de vecteur (r , A) ; r est un entier >0, et A €R (fi=
gure 5). Un cas impertant est celui o A=~ rM . Le polygone II est alors
translaté suivant sa direction asymptotique ; il s'enfonce dans son intérieur, et
s'éloigne & 1'infini quand T - o »
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(56242) Ia partie A(r , A) de Ay ([2FA], n° 6, définition (6.5)) est fore
mée des f € Ay dont le polygone de Newton est au-dessus de I(r , A) .

(54243) On "voit sur la figure", ou on démontre par un calcul simple, que

(542 44) w(f 3 mn) za + r(M - mn) ,

pour tout fe€ A(r, - rM) ; le nombre a dépend de m maisnonde T .

(5¢245) On @éfinit comme suit la partie B(r) de &y ([2FA], n° 6, aéfini-
tion (6e7))e Les f € B(r) doivent vérifier '

(1) f£(0) =1 (pour les normaliser).
(11) fe A0, 0) (c'est-a~dire que leur polygone doit 8tre au-dessus de I ).

(111) R aésignant le reste de la division de f par P, (3¢2.1), on doit
avoir

W(Rn 3 mn) Za + r(M - mn) ,

A}

o a est le méme nombre qu'en (5.2.4).

Si 1'on peut trouver un f e'ﬂ B(r) y on vérifie que f posséde tous les
r

zéros des P (56245, (iii)) et n'en posséde pas d'autres (56245, (1) et (ii)).

On construit une suite de fonctions g. € AM vérifiant, pour r >0 ’

(50246) g(r) e B(r) .
(5:2.7) Ere1(t) = &(r) € A(r , = 2) |

La relation (5&247) montre que les g, convergent vers un élément f qui résout
le probleme posé.

Toute la difficulté est concentrée dans la construction des g, » O plutdt
dans le passage d'un g, & un &1 (vérifiant (54247))e Pour r =0 , on peut
prendre gy = 1,

Connaissant un g_ € B(r) » eon construit, par un procédé canonique, une suite
£, e B(r) (s >0) avec fy =g, + Ia série £, est divisible par P pour
1 £n <s « La relation entre fs-l et fs n'est pas trés simple. Elle s'ex-
prime par la formle

(5.2“.8) £y =fgy € AMr,=m) nA(r+ 1, ~xM = ms)

qui signifie que le polygone de Newton de fs - fs-l est au~dessus de deux poly=-
gones translatés de I : le premier, I(r,~ rM) , est translaté suivant la
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direction esynptetique, done rested lintéricur de 1 ; le second, MH(r+l ,-rM-mS)
est translaté plus loin vers la droite, mais suivant une direction située au-
dessous de la direction asymtotique de II , si bien qu'il peut sortir de 1'inté-

rieur de Il « La construction de f, a partir de fs-Li est le moment egsentiel
de la démonstration [ZFA, n® 6, lemme 4].

Une fois conmstruite, & partir de g, , 1a suite des fg (s =0) , il est aisé
de choisir un g ; vérifiant (54246) et (542¢8), pourvu que le corps K soit
maximalement complete Sinon ce choix, toujours indéterminé, peut 8tre impossible.
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v(an)
v(an) + pn (figure 1)
(figure 2)
—_ . .
T —
Polygone de Newton de la série log(l + T) (p =R2)
(figure 3)

Un polynbme %'—-extrémal



pente ¢ =~ M
(figure 4)

Le point A reste & distance finie au-dessous de la droite de pente - M .

-~
-

pente .: -M
(figure 5)
\n.(lz/z) /
II

d1=5, 62=8, d3=l4, ces




