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- Séminaire DUBREIL~PISOT ) 401
Algébre et Théorie des nombres
1(691'gannée, 1962/63, n° 4 26 novembre 1962

EIEMENTS INVERSIBIES DLNS UN DEMI-GROUPE D
par Roger DESQ
[d'apres E. S. LIAPIN (¥)]

le D demi-groupe quelconques

DEFINITION Lel. = Un é1ément a d'un demi-groupe DU est dit inversible & droite
si aD =D ; bilatérement inversible (noté beinversible) s'il est inversible 2

gauche et & droites.

THE‘}OR‘EME lole = Si 1'ensemble G de tous les éléments b-inversibles n'est pas

vide, c'est un groupe dont 1'é1ément unité est unité pour tout le demi-groupes

G est un sous~demi-groupee Soient a et be G ; il existe x , y avec xb =4,
by =a Y
XD =xtD =aD =D

gauchee.

x est inversible & droite, de m8me y est inversible &

we

Il existe 1 ,¢ ,c, avec bi=b; ¢ a=13 be, =1i; pour tout z , il
existe z' avec z =12z'Db.,
D'oh ¢+ zi=2z'"bi=2z'b=2z, i est élément unitd & droite de D ,
z = 71 = zbe, = zbic, = zbe; ac, = zbe; xbe, = (zbe;) x
donc x est inversible & gauche et x€ G ¢ De méme ye€ G o G vérifiant l'axiome

des quotients est done un groupe.
Soit e 1'élément unité de G, eD =D, De =D , e est bien élément unité

du demi-groupe D .

COROLIAIRE l,ls - Pour que D ait des éléments beinversibles, il faut et il
suffit que D contlerncun élément unité.

Soient R = {éléments inversibles & droite et non inversibles & gauche} .

by

L = {éléments inversibles & gauche et non inversibles & droite} .

by

A = {éléments inversibles ni & droite, ni & gauche} ,

THEOREME le2s = Pour un demi-groupe quelconque D nous avons la table de mlti-

plication suivante

(*) [2], chapitre III, §5 ; chapitre VI, §1 , 2 ; chapitre IX, §4.
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¢ | R L A
¢ | ¢ | R L A
R | R| R | D R+ A
L | L | & L A
T | L | A | L+a A

(eignifie que si G, L, par exemple, sont #@ , ona GL S L ).

I1 y a seize cas & vérifier. Cette vérification est simplifide si 1l'on remarque
que s

R + A = {é1éments non inversibles & gauche} , est un idéal & gauche.

R + G = {é1éments inversibles & droite} , est un sous—demi-groupe.

Considérons par exemple GL o

Gh ¢R+ L qui est un idéal & gauche,
Supposons qu'il existe ge€ G, a€l avec ga=r €R .,
gD =rD =D, geG, 3 g'eG avec g' g=e, g'D =D
g" gaD = g' D => abD =D impossible.
Dans certaines cases du tableau précédent, il y a une sorme de plusieurs élém

ments, montrons que le nombre de ces termes ne peut &tre diminuée

Soient Q 1'ensemble des entiers naturels GQ 1'enscmble des applications de

Q dans lui-méme. Prenons, dans 6q

e = application identique,
rl.:(‘l,z,B,o:o, n,ooc r=(1,2,3,4’000, ﬂ,o-o
2
L y1,2, ce,y,n=1, .. Lyl 1,2, 00 ,n=2, «c0

r=(l,2,3,4,ooo, n,...)
3 1,2,2,3,...,1'1-11,»...

. =(1,2,3,4,..‘., need) g :(1.,2,3,4.,..., Ny eee
2 33,4 ,5 eve,n+l 004 2 3,4,5,6,..‘.,n+2,...)
4
1

&l=(1’2’3’4’.'.’n".'.) 32-—-'(1,?-

2 32 33,4 5000y N yeee L, ’ ’

-

y oee n » coo)

’ [ XN ] , 1 ’ o000

by N

les ry étant surjectives divisent e 2 gauche, mais pas & droite, car ces appli-
cations ne sont pas injectives.

On voit de méme que r; € R (i=1,2,3) ; L, el (1=1,2); a; €A
(1=1,2).,
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RL: r 2 =ecG,
r, % =r, €R,

“e

RA ¢ rpe =1 €R; r a =a,eh,
AL s al£l=216L azzl.-_-azeA.
Cet exemple montre qu'en général la décomposition D =G + R + L + L n'est pas

une "sviaska" c'est-d~dire une bande (CLIFFORD).

Nous allons maintenant considérer les éléments inversibles particuliers que sont

les éléments grossissants.

DEFINITION le2o = Un é1lément g de D est dit grossissant & droite s'il existe
un complexe D' cD , D' AD tel que D' g =D ,

THE OREME, 1.3, = Tout élénent grossissant 3 droite est inversible & gauche, mais

non inversible & droite.

Dg2D¥ g =D => g inversible & gauches Si g était de plus inversible &

droite, g appartiendrait & G , il existerait g' avec gg' =g' g =¢€ «

D* =D' e =D* gg' =Dg' > Dgg® =De =D ; ce qui contredit la définition.

COROLLAIRE 1.2.

8o hucun élément d'un demi-groupe ne peut &tre & la fois grossissant & gauche
et grossissant & droites

be Un demi-groupe commutatif n'a pas d'éléments grossissants.

Soient D' ) = {é1éments grossissants & droite } ;

D‘U') {é1éments grossissants 3 gauche } 3
D(n) - D\(D(r) U D(f«)) o

1

THEOREME L4, D(r) et D\D(r) sont des sous~demi-groupes de D D(r) est
un demi=groupe sans torsione.

Soient g, € D(r) 35 & € G+ L, clest-d-dire g inversible 2 gauche j il

existe D' cD, D'g =D
Di(g, g) =D' g g =Dg =D .

D(r) est un idéal 3 droite dans G + L = {élénents inversibles & gauche }



404
Soient a; ; &, € D\D(r) ; s7il existait D' c D avec D' a; a, =D on aurait
Dt ay £D , car a, n'est pas grossissant & droite j mais alors g, serait grose
sissant & droite.
Soit g € D(r) avec gn = £ ¢élément idempotent.
D =Dg = coe = De" =Df => f ¢&lément unité A droite,

Soit D! ;éD, D' g =D 3 D¢ gnzDgn"l=D , mais D' £ =D? , d'ou D' =D .

COROLIAIRE 13, ~ Un demi-groupe périodique ne contient pas d'éléments grossis=

santse

THEORRME 150 = D =0 4 p(8) L p(®)

de D(r) est un demi-groupe qui ne contient pas d'élément inversible & droite.

Be D(Z) est un demi-groupe qui ne contient pas d'6léwcnt inversible & gauche.

Y- Si D 2 un élément unité, D(n) est non vide et c'est un demi-groupe gqui ne

contient pas dféléments grossissants.

G, Soit x un élément de DT} imversible & droite dams D) . IL existe
z € D(r) avec X2 =X o
3 DicD, D'z=D; V a€D, I b avec bx =a
az = bxz = bx =a ; 2z est donc élément unité & droite de D , mais alors

D' =D (contradiction).
Ye e eD(n) => D(n) £0 -

Soit x e D™ tel quil existe D* c p®  ee D' x=d® ,
e GD‘n) => 3 v avec yx=e 3 (Dy) x =De =D .

{
Comme xED"n) , Dy=Do.

Jd 2 avec zZy=e j; X=ex=2yX =2 =% 3 Xy =€ ¢

D' =D e =D* xy =D(n) y 2 D(n) Xy =D(n) =D(n)

[0}

2. D contient un élément unité,

1

Construction du demi-groupe bicyclique B . = Soient 6 = {[a ’ b} 9
8 ,b=0,1,2, oo ,0, 0sc et h 1la fonction définie par
h(x) =x si x>0 ; h(x) =0 si x<0 .
Définissons dans ® 1'opération suivante

[al , b]_][a2 , b2] =[a; + h(a2 - bl) 5 b+ h(bl - az)] .
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(Cay » b )ay 5 B]May 5 ) =[ay « hlay =) 5 by + h(by = 8,))lay , byl
=[a, + h(82 - bl) + h{a_3 -~ b, - (b, ~- az)} 3 by + h{b2 + h(bl - 62) -a3}]

[a]_ ) bl:l([az ’ %][33 ) b3]) = [a]_ F) bl][a2 + h(a3 - bz) H b3 + h(b2 - 3)]
= [a; + bla, + hlag = b)) = by} 5 by + h(b, - a5) + hib =a =h(ag -DB)1 .
I1 y a quatre cas & envisager |
(1) a5 2b, () a5 2b  (3) a <b  (4) & <D
3 2 B 3 = o3 2B 53 <R
On vérifie l'associativité en remarquant que h(h(x)) = h(x) et
hx+y) =h(x) +h(y) si x et y=20,

Nous avons
[a, b] =[a, 0]J[0, b] =

[a,0] =[L, 0] [o,b]=[0,!1
[a, bJ[0, 0] =[0, O)[a , b] [o, 1]J[t,0] =[0,0].

v=[0,1]; e=[0,0],

]b

“weo

En posant u =[1 , O]
B est engendré par u , v avec comme relations
Vu=ej eu=ue=ugj; ev=Ve =V
ce qui permet de poser W =v0 =e o
Les éléments de & s'derivent u® vP avec a >0 s B =0 . D'aprées l'identie
fication que nous venons de faire, ceci est la forme canonique des mots de B8 .

L t .

u* e ‘BV‘3 si a' >
t t

uO‘vﬁ"OH'ﬁ si at<gp

Remarquee - On aurait pu poser 8 ={u , v} avec vu=e ; eu=ue =1u;
ev =ve =V « Les éléments de B é&tant des produits en u et v se mettent évi-

demment sous la forme u® vP 3 mais on ne sait pas si cette forme est unique.

Dans @ les éléments u™ (o > 0) sont grossissants & droite, car
(v*®) W =gv® u* =6e = 8 .

gv® £ B3 en effet 8v® ne contient que les éléments uY va"'é 6=0.

Ies é1éments v* (o >0) sont grossissants & gauche. Les autres éléments ne sat
pas grossissants ; pour e évident ; pour u® vp sy %, B #0 y car u® vﬁﬁsf v
et gu® vP Fuo
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IEME 21, - Pour tout élénent x de 8, x#u, v, il existe un é1ément

x' #e , qui n'est pas une puissance de x et qui permute avec X .

o
Si x=u vp avec >0, B>0, a=+ B>2 , on peut prendre X' =uv .

a a a
x!' x =u” vu vﬁzu vﬁ; xx! =u vﬁuv=uav[3.

a B

F=u®vP oy .—.-qu(5 avec y>aj3 O3B => y+ 6>2

(d
n
donc x #x', V no
i 1 2 2 : ' '
-5l Xx=uv prendre x'=u v ,ona xx'=x'x=x',
2 n n
X =uuv =X => ¥ =x => x'#x , V n,

. a n an
-Si x=u , a>1 prendre x* =uj X =u Au .

1l

11
)

-S5i x vﬁ; B>1 grendre' x' =7v o

-5i x=u; xt Aut = x':uavp, >0

1

-l s
xxt = u® VP avee v0=e si p=1

1
o+ vp

x'x =u xx'zéx'x.,

De méne pour x =v , il n'existe pas de x! A v permutant avec v .

THE’)OREME 2.le = B n'a pas d'automorphisme distinct de l'autonmorphisme identique.

Soit ¢ un automorphisme de B + Si x £ u, v, il existe x' £x  , e,
! =x' x o 9(x) et o¢(x') possédent la méme propriété, ainsi que ¢ (x) et
-1
¢ (x')

Donc ¢(u) =u ou v et, ¢ étant un automorphisme, on a soit

oy | = @ | 1=

<
ltp(v):v p(v) =u

(1) => ¢ = identité.

() (p(u2 v) = (pz(u) o(v) = v u=v=¢(u) , mis alors ¢ n'est pas un auto=
morphismee

COROLILIRE 2.le = Si ® est isomorphe & B8 , il existe un seul isomorphisme
entre ® et B .

En effet soient ¢, : € -0, o ¢ B -0 deux isomorphismes. (Pgl °p, est
un automorphisme de B8 =—> Py =@ o

r'd ~
THEOREME 2e2e = Soit D un demi-groupe ayant un élément unité ep = e « Pour

qulun élément x ¢ D soit grossissant & droite, il faut et il suffitqa'il existe




un isomorphisme ¢ de ® dans D tel que cp(e(B) =ep=0, ol =x.

19 Soit x wun élément grossissant & droite de D ; il existe y avec yx=-¢€ »

Considérons €@ = {x , y} , coome yx =e , bous les éléments de @ se mettent
sous la forme xayp, xozy =e, 220, p=>0.

o B % By
y =x"y

Supposons x avec 0 >0, e

% %4 B % a9y By M B Ba
y x y = Xy => X Yy =Yy .
. pl 52 -1 3
Si @y =0, , ¥y =y “;si ;31 # 52 solt y = Sup(ﬁl ’ Bg)

By Py
y XY=y x = xd=e, d:lpl-ﬁz

x étant sans torsion, ona 4 =0 .

@y, -1 yBl B By Ba

Si o >a , xo2xx D=y D2y x D=D. x seralt inver=
sible & droite ce qui contredit le théoréme le3. On obtient donec un isomorphisme
¢ de B sur A cD en posant (p(uavﬁ) =xayp, on a

(p(e(B) =e, ou) =x.

20 Soit ¢ un isomorphisme de B dans D tel que (p(e‘B) =e 3
o(u) o(v) = pluv) # gley) =e .
o(v) o(w) = o(vu) =e .

Ceci montre que ¢(v) n'est pas inversible & gauche, car si on avait a ¢(v) =e,
on aurait a ¢(v) ¢(u) = p(u) => ae = ¢(u) , mais ¢(u) ne répond pas & la
questions

[D ¢(v)] ¢(u) =De =D 3 D ¢(v) #0 , car e ¢ D o(v) .

¢(u) est bien un élément grossissant 2 droite.

COROLIAIRE 242+ =~ Dana un demi-groupe ayant un élément unité chaque é1ément
grossissant est régulier.

On a

x = g(u) , o) o(v) olu) = glura) = p(u) .

COROLIATRE 243. - Si un demi-groupe, avec é1lément unité, a des éléments gros—
sissants d'un c8té, il en a aussi de l'autre.

Exemple montrant qu'il n'en est pas ainsi lorsque D n'a pas d'élément unité

Soit A un demi-groupe avec zéro, ayant au moins deux éléments et tel que le
produit de deux éléments soit toujours O .
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Soient B un demi-groupe quelconque et D = A u B ; avec comme produit dans A
et dans B le produit initial, et si xed , ye B, xy=03 yx=Xx.
Soient z; = (xl xz) X3, % -::cl(x2 x?’) .
Si x; ou x,eh, 2z =2, =0,
51 %, , %, € B, XBEA,alOI'S 2] =Xy 3 Iy TXoe
Si ox » % ,.'X'.BGB s %y =%, , car B est un demi-groupe.
Soient x€ A, ye€B, D'CD avec D' =A' UB? , A'cA ; B'CB.
' =xA' UxB' =0u0=0, D'x=A"xXUB'xcOux.,
' =yA' uyB* cAt yyB', D'y=K'yuB'ycOuB'y.
Ce calcul montre que D ne peut avoir d'élément grossissant a droite, mais si
B contient un élément g grossissant & gauche, alors g est grossissant &
gauche dans D . Prendre D' =A uB' ou B'cB, gB'=B.

THEOREME 2.3 (Réciprogue du théoréme Le3)s = Dans un demi-groupe avec élément
unité les éléments grossissants & droite et seulement eux sont inversibles &

gauche et non inversibles 4 droitee.

Soit 2 tel que DL =D, D #D.

Soit r tel que rL=e , e élément unité de D .

r(8D) = eD =D => r grossissant & gauche.
Considérons @ ={r, £}, rl=e , les éléments de & sont de la forme £° rP
0 0
(" =r =¢) .
B o P
Soit ¢ rl=£2r2 .
: Pr P2
Si o) =a, , r =r comme r est grossissant, B; =P, .
Sos 4% B B
oit o, >a, , £ T =r .
a
rD=D 3 D22 172 rD:;r-l32 D =D ce qui contredit £D £D ,

Donc & ={r , £} est isomorphe au demi-groupe bicyclique B , le théoréme 2.2
=> L grossissant & droite.

Avec les notations des théorémes le2 ; le5 , nous avons

R=p® p_p® 0 _5,a.
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3¢ Inversibilité potentielle.

DEFINITION 3uls = Un élément a € D est dit potentiellemnent inversible & gauche,
stil existe un sur-demi-groupe D' de D dans lequel a est inversible & gauchee.

Cette notion a été introduite par LJAPIN, L'étude qui suit résulte des travaux
v
de STMOV (1958),

Soit ¥ un systeme de générateursde D , si V ke X , il existe dans D un
élément 2, tel que zZ & =k , a est inversible & gauche dans D o En effet
si S=kl coe kn,Ona

(kl k2 ece kn—l an)oa =8 .

L'écriture x e D* signifie que xeD ou que x est le mot vides

IEME 30le = Soit a wun élément de D potentiellement inversible & gauche j si

n
pour un n et pour x.,yeD*,ona a x =a y ,alors sx=s8y, V s€D.

En effet soit D' un sur-demi-groupe dans lequel a est inversible 3 gauche.
Dans D? il existe by , ese , bn , avec

b a=s; bzazbl;...;bna=b

=> S8X = 8y .
n
bna y:bn_la y:...:blayzsy

IEMME 3s25 = Si dans D , a2x=a2y implique sx=sy , V seD ; pour

n

x,yeD*, a x:any implique sx =sy, V seD, V n.,

En effet si x et y , tels que ax =ay , a2x=a2y => SX = 57

n=x

a x = aP Y, D>2 => za.?’(an"2 X) = zaf?'(za.n"2 y) => a.(a.n"'2 x) = aa y)

v-]. -
=> an X = an L
d*ol par induction

2 2
a x=a y et sx =-sy.

’ [y
THEOREME 3ele — Dans le cas ou a est de type fini, la conditisn du lemme 3.l
est nécessaire et suffisante pour que a soit inversible & gauche dans D .
Soit (h, d) le typede a, ona al*d _ gh , al a4
lemmeB.l = Sad=S, V 8D .

= ah o La condition du

-1
(sad ez = s s & est bien inversible & gauche dans D . On peut remarquer
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que dans ce cas le sous-demi-groupe engendré par a est un groupe. En effet, il

. , _ _ _ s h _
existe X ; cee Xy o 8VEC Xj 8 =8, X 8 =X eee X 8=X ==>X & =a.

ah"'d:ah => xhah"'d::xhah = al"'d—.:a .

Construction fondamentales = Soit a un élément de D vérifiant la condition

du lemme 3.le
Soit X¥={(x,n)}, xe€eD, n entier >0,

B={mts sur ¥, We 6, W=_(x ,n) ees (x,,n)} dans lesquels n, ,

n,,, he peuvent &tre nuls en méme tempse

Wl =Wr sl W= (x{ , nf) «eo (x}y ; nly) , WM = produit des mots WoH!
si ns,-éo ousi n! #£0.
8i n, =0, n! =0, alors dans Wt le terme (xS , 0) (xi , 0) est remplacé

S
par (x s * s 0) « B est un demi-groupee

Définissons dans ® les relations suivantes.

WnWi(n) si W,Web,
‘w=(xl,k)(x2,0); a_xzzak"'lr; W'=(x r,0 , % ,%eD, red*.
WnWi(n,) si W,WeB.
W:(xl,k)(xz,o), axzzazr, W'z(xl,k-f,-i-l)(r,o)
pour k>2>13 red” si r motvide, (r, 0) mot vide.

JWNW'-’@B) si on a soit
1WNW'(1‘11) 5 W) 5 W) 5 W) 5 W=, .

Remarquons que si W w W'(ni) yalors V xeD, W(x, 0 nW'(x, O (rli)
pour i=(1,2,3).

Définition dans ® d'un opérateur o e = Soit W = (xl , k]’) .oo (xm R km) € B

et soit, s'il existe (Xt , kt) 1'é1ément le plus & droite delce mot tel que
t<m, k., =0 et qu'il existe r e D* avec ax, , = a 7 r . o(W) se
2éduit de W en remplagant (xt , kt) (th-l , 0) par (xt r, 0) [si k, 3 =0,
(xt-l , Q) (::,G r, 0)= (Xt..l X, T, 0) J« S'il n'existe pas dans W dlelélémenfl
(x, , k) » onpose o) =W . o est bien défini, car si ax,, ;= pa b g
d'apres l'hypothése que vérifie a , xr =xr', V xeD , donc X, r=x 1.
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Notationse

n étant une relation binaire dans D , nous éerirons xn y(n') , x, ye€ D
g'il existe Wy oy u € D" s X > ¥ €D tels que x = X U5 Y =U YU,
X N yl(n)\ B

n" = fermeture transitive de n’ . n" est la relation d'équivalence régulidre

engendrée par n si n est une relation réflexive, symétrique.

Ona Wwn o) () et V xeD, of(x,0)]=(x,0) ou W=0W).

Propriétés de N3 » né y ng s

IEMVE 303¢ = Si W W! (né) alors o(W) n o(W?) (r13') .
Sodent W =T oUT, , W' =T UL, , Un U (qB) .
Prendre Un Ut (r]i) , i=1,2 ,car lecas U =U' est trivial et le cas
Ut N U (ni) est symétrique du précédent.
D'aprés la remarque qui suit la définition de ng on peut supposer que T2
conmence par (x , p) avec p £0 .
=81 ofT) #T, , olW) =T,.Uco(T,) 5 ofW') = T, oU'eo(T,) dator ofW)r o) fy)
= Si O'(Tz) =T, « Supposons U ~ U' (ql) alors o(U) = U' ce qui donne
o(W) =T100(U).,T2 => o) =W
or {wv volt) (i) => ofi) v o(t) (ng)
ou{W!' = ofW?*)
Si UnTU' (n,) alors
U= (x ,k)o(xz , 0) 3 axz-_—azr; U'=(x; ,k=2+1)(,0 k>t>1,
. . k+1l
S'il existe s tel que ax, = a s , ona oW =Tl.(x1 S 0).T2

a£r=ak+ls _ ar:ak-"o"bzs

d'aprés la propriété de a .
O("J') =Tlo(Xl S ’ O)QTZ = U(w) -

S'il n'existe pas de s vérifiant ax, = Rt S8 5 1l n'existe pas non plus de
s tel que ar = a.k'““'2 S , par suite

o(U) =U ;3 oUur) =
o) = ofT;))eUT, 5 of') = ofT,).UtLT,
d'ah

o) n oit) () -
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LEMVE 3e4e = S5i (x, O) v (y , 0) (ng),ona X=F e

En effet
(x, 0 n(y, 0 (ng => 3 vl,vz,...,vpeas
tels que
(x,0) =V, ; v, NV, (qé);oo.;ViNV:.HL (T‘]é);ou;Vp:(y,O).,

Récurrence sur p .+ Si p =1 trivial,
ol(x, 0] =1(x,0) =0) ; o(Vp) =ol(y, 0] =(,0).

Le lemme 3.3 entraine O(Vi) N G(Vj_-{-l) (né) .

v, v (x , 0) (né) » la seule possibilité est V, v (x, 0) (n]) avec
vV, = ( 0)( k) ( Q) 3 =2 2y x=x x r; mais alors
2 T \X X X3 38Xy = ; =X 5T
(T(Vz)::(x_l}rzr,O)z(x,O),
On obtient donc une suite c(V]_) 3 o(Vz) 3 eee 3 O(Vp) plus courte que la

précédente. Par suite x =y .

THéORE‘JME 362 = Pour gu'un élément a d'un demi-groupe D soit potentielle-
ment inversible & gauche, il faut et il suffit que V x, y € D* y tels que
a2x=a2y,onait sx=8y, V se€D.

Ila condition nécessaire résulte du lemme 3.1,

Condition suffisante : Considérons ® comme un sur-demi=groupe de D en iden-
tifiant (x , 0) avec x j et (B:(B/né’ e Dans B 1'élément a (classe de

H
2 mod nf ) est inversible & gauche. En effet pour V (x , k) , ona k >1,
(xyk+1)(a,0 n(x, k) (rlz) prendre £ =2 3 r mot vide.
(x, L)(a, 0 n(x, 0) (ny) prendre r vide.

Dans B ona

(x,k+1)ea=(x,k,

Soit ¢ 1'homomorphisme naturel de ® sur @ .
La: restrictionde ¢ & D est un isomorphisme d'aprés le lemme 3.4

B étant engendré par les (x , k) , 2 est inversible & gauche dans @ .
COROLLAIRE 34le = Dans un semi-groupe D tous les éléments sont potentielle-
ment inversibles & droite.
. 2 2
Soit a €D, & x=a y => x=y si x et y€D => sx = sy .

2
a x =a => axX =a ,
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Mais si dans D, ax =a , a simplifiable, alors x est élément unité de

DoDonc sx=s, V seDo,

Un élément potentiellement b~inversible (clest-a~dire tel qu'il existe D' 2D
avec aD' =D' a =D' ) est évidemment potentiellement inversible & gauche et &
droite. La réciproque est fausse. On peut construire un exemple ou D est un
semi-groupe et o D contient un élément non potentiellement b=inversible., En

particulier ce semi-groupe n'est pas immergeable dans un groupe.

Soit le demi-groupe libre WS{, construit avec comme systéme de générateurs

K:{xlgirz,xa,x4,x5,x6}c

Soient

3{1={x1,x2,x3;x4}, Kz’*'{x]_:x;g”%,’%}
(B:{xlx5,xlx6,x2x5,x3xl,x3x2,x4xl}.

Remarquons que X5 X ER = xiexl; xjexz .

Soient
I ]
0(x) =x55 8(x) =% 5 8(x) =x ;5 Ox) =x
T3 ¥y —»:Kz
(x,) =% 3 ©(x, ) E 'c(xs) =X ;3 ‘c(x6) =% .
Remarquons que
éz(xi) =% 3 tz(xj) =% .

Définissons dans B, la relation n suivante U,Ve¥®. , UnV (1) =i

U=V =X. X. = . .
ou U =x, x; € B et V 6(xi) 'c(xj)

(n) est réflexive et symétrique.

Propriétés de (n) »

% Si x; x €83 X; % € ® 3 alors or ne peut avoir x, = 6(xi) .

J
Be Si X, X, eee X, NX, X, eea X, M") 3 si Xy ¢Kl , alors x, =x
1

h 3 1 Jp Is
Ye Si x, € X, alors x, =x. ou x, =0(x. )
i, ¢ Ji iy J1 ( 11)
0. Si X Xy eee X N XX ees xj (n') , alors
1 ] ¢l s

X. eoe X nNoX, eee X, (n') .
! s T Jg
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) 3 e n
€ Si x xil “o xis N X le .o st (n") , alors

X. ese X. N X, seee X, (n") .
11 s 31 Ig

En effet soient
U].NUZ (n') see UQNUQ-I-]- (n') ose UmNUm+l (n')

U, = % xil see X, 3 U =x X, eee X, 3 U
2\<0‘Sm‘

Remarque : deux mots 1liés par (n?) ont la méme longueur,ce qui justifie 1'é~-
criture des U, .

Raisonnons par récurrence sur le nombre m + 1 de termes de la suite Ua « Si

x. ¢ 6 ou X, B , le 2e ou le m~iéme terme commence par 1'hy=-
% X X x5 70, par X , 1'hy
pothése de récurrence donne le résultat car pour m =1 nous sommes dans le cas

(8) .
Soit m>1 . S'il existe o avec xqo = X, en appliquant 1'hypothése de
récurrence & Up , Uy , oes 5 Uy 5 Uy 5 Uy gy eee s U , on obtient

X, eee Xy N X  seex (")
i i " oy o

X cee X N X, eee X, (T]")
% %s J1 Ja

d'oh le résultat.
Si pour a , %10 # X, , comme X xil ou X le €8, oma x €¥ ,donc
1 & —
dtaprés {y) xao = 6(Xk) .
X = 6(}{1{) => X, = 'E(Xil)

et
x'22 = ij 3 9oe Xzs =XiS °
De méme
X = 6(xk) s x o=(x, ) x = Xy eee Xy =X o
T o 1 T 2 By Is
U, v v (n") « Donc l'hypothése de récurrence donne

}(21 55'22 Xy Xzs Nxml cee Xm (Tl") -

S



B) et (y) = Xpg = X ou x, = 6(xml) y mais X5 %, € B 3
X X €@ => 2e cas impossiblee.
m “my

On peut & nouveau appliquer 1l'hypothése qui donne

Xpg eee g N xm2 cos Xms (n")

clest-a~dire
b ese X. N X, eee X, (n") .

2 s 2 s
— . - — LIPS
Mais xil = (%) , le = r(xml) y Xy = xml dtol

X, X, eee X, NX, X, eeeoX, (M) .
) 1 d1 & Is
Ce Si
Xe X. ooe X. X, X. ooe X. n
i 'L i 7% V%, jg Tk (")
alors

X, X, eses X, NX, X, eee X, M.
h o2 R R ) s

Démonstration analogue 3 celle de (e)e

& X x6r)6x4 % (" .
Résulte de ce que X, Xg n'est 1ié qu'a lui-mfme par n .

Considérons maintenant le demi-groupe quotient Wg = Wx/ﬁ " , Ses éléments sont

les classes notées W , si WelW .

Des propriétés (g) et (L) de n" , on déduit

ka=XkV => U=V
ka=ka => U=V

W;‘{ est donc un semi~-groupe.

LEMME 305: = Si dans un demi-groupe D des éléments Ty s see s Vg vérifient
VL V5 =T3 Y, s YVp V5 =Yg 91 s Yy Vg = Y3 Y2 et s'il existe un sur-demi-groupe.
D' dans lequel y, soit bilatérement inversible, on a Y, Yo =4 Vo o

Dans D' il existe u et v tels que VLu=y 3 V9 =Y

T2 Ve =V Vg =3 ¥ SV Yy WSV Y5 U SV, Yy U
STy T u =V4 Yo 0
Dans le semi-groupe wg les éléments ;l y ese ;6 vérifient les hypothéses

du lemme 3.5, mais on n'a pas X, Xg =3E4 3'52 , donc ;c'l n'est pas un élément
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potentiellement b~inversible,

Remarque. - Le 23 avril 1956, J. RIGUET avait fait dans ce séminaire un exposé
[3] ayant pour titre : "Travaux soviétiques récents sur la théorie des demi-
groupes"., Il sfagissait d'un mémoire de E. S. LJAPIN [1]. Le théoréme principal ge
la premiére partie de ce travail était énoncé : "Pour qu’un élément d'un demi-
groupe soit potentiellement inversible, il faut et il suffit qufil soit simplie-
fiable". Lexemple ci-dessus contredit évidemment ce théoréme. En reprenant 1fex-
posé de RIGUET, on peut constater qu'en plus de certaines imprécisions dans la
définition de 1l'application o , c'est le lemme 2 qui est faux. Soient u = T b3

v:tlx;tz o On n'a pas o(v) =u ou ofu) —o(v)

En effet prenons comme demi-groupe E le demi-groupe W = {¥;,¥,,¥5:¥, 7557}
avec
VLY5=V371 5 N Vs TV VL5 Vi Vg =V Va3 Yo Vg ET, Ty oo

Feisons jouer & y; le r6le de x dans l'exposé de RIGUET.

Soit
U= Xyy)yy , vER, Ry xRy, -
Maig
U=y, X xyg ou) =, ¥,
V=, Xy Xy, dﬂ—&ﬂ@;b—ﬁxzb~
Dol

olv) #u ; e(u) A ).

Done, du théoréme énoncé au début de cette remarque, seule reste valable la condi-

tion nécessaire,
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