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Sémingire DUBREIL~PISOT 2Ol
(Algébre et Théorie des nombres)
lée année, 1962/63, n° 2 12 novembre 1962

SUR L'EQUIVALENCE $ DE CREEN

par Pierre GRILIET

I. Semi-équivalences canoniques et équivalences associdese

On suppose connues les propriétés élémentaires des relations binaires sur un
ensemble E en particulier : inclusion, intersection, réunion, produit, cette

derniére opération étant définie par
(x RosS y) <> ((3 z€B) xRz et 287y,

L?équivalence engendrée par deux équivalences & et B sera notée & v B3 en
général d v B£ & U B » L'égalité sera aussi notée I

le Semi=équivalences.

’
DEFINITION 1. ~ On appelle semi-équivalence toute relation binaire symétrique

et transitivee.

£
DEFINITION 2¢ = Si s est une semi-équivalence sur E, et si xeE, on

pose
s(x) ={yeB; xsy}.

PROPOSITION 1o = s(x) £ § <= x s x; s(x) rencontre s(y) =—> s(x)=s(y)e
Ceci résulte immédiatement des propriétds de s (symétrie et transitivitd).
On posera la
L4
DEFINITION 3o = On appelle swclasse tout complexe s(x) o

D'apres la proposition 1, x s y é&quivaut & s(x) = s(y) £ # 4 en sorte que
la considération d'une semi-équivalence équivaut & celle d'uns "décomposition"
o
au sens de O, BORUVKA [1]a



Z=U2

TROPOSITION 2+ ~ Si s est une semi~équivalence, §=s u I est une équiva-

lence, et si x ek :

s(x) si xsx

{x} si s(x)=g.

I}

1

2. Semi-équivalences canoniques dfun demi-groupes

Dans toute la suite, D est un demi-groupes

’
DEFINITION 4 ~ On appelle r , £ , m les relations binaires sur D définies

par 3

arb «<<—> ae€ebD et beaD

alb <.—=>‘aeDb et b e Da

in

amb <> a=DbD et b e DaD .

PROPOSITION 36 = 2 , r , m sont des semi-équivalences.
Elles sont déja symétriquese Démontrons que m , par exemple, est transitive j

si a,b,ceD;

amb et bmec ==> ae€bD, beDD, ceDbD, b €DaD

= aechDZSDcD,, ceDzaDZEDaD => amegc,

£, r, m seront par suite appelées semi-dquivalences canoniques de D .

PROPOSITION 4. - Le produit de deux semi-equivalences canoniques est contenu

dans une semi-équivalence canonique, conformément & la table ¢

c 4 r m
i

A m

r m r n

m m m m
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D'abord £ o2 S8y rorSr, momwn&m résulte de la transitivité de

£ yryme Montrons £ orS&mz

alb et brc => a€bl, beDa, becD, cebD

=> a€DD, c€Dal => amec.
Dualement r o £ Sm « Montrons £ omSmz:

aflb et bme => aelb, beDa, beDD, c €DbD

=> aechD_C_DcD,cGDzaDEDaD => amec.

DemBme mo £ Sme Dualement, romEm et morSme

3« BEquivalences associées aux semim~éguivalences canoniquess

D*aprés les propositions 2 et 3, les relations £=¢2 uIl, R=rvl,
l=mul sont des équivalencese Pour £ et R , on a la

FROPOSITION 50 = S1i a, beD, afb (respe a Rb) siet seulement si

a et b engendrent le mdme idéal & gauche (respe 3 droite).

Ces énoncés étant duaux, il suffit de démontrer 1'énoncé Ma gauche". Notons
(&x)g 1'idéal & gauche engendré par a « Si a £b, on a soit a= b; soit
alb, etalors ac (b)g et be (a)g 3 dans tous les cas (a)g: (b)g 0
Réciproquement, on sait que (a)g = a U Da ; donec si (a)g: (b)g et a£b,
ona a€Dlb et beDa, d'ot albo

L'énoncé d'une proposition analogue pour M requisrt dos considércions supplémentaires.

4‘° Idéaux médianse

L4
DEFINITION 5¢ =~ Une partie & de D est dite un idéal médian de D si et
seulement si DAD €D (1)9

FROPOSITION 6e - Lfensemble des idéaux médians est stable par réunion et
intersection.

1
() Cette notion a été considérée indépendamment par Re DESQ au cours de ses
travauxe



Soit (A L) une famille d'idéaux médianse

Lt€I

D(U A)D= U (D& D) S (U A‘) s donc U A, estun idéal médiean ;
el L el b el tel

D(N A)Dpc N (DA D)< (N AL) g donc N A est un idéal médian .
eIt e ¢ L€l tel

n

PROPOSITION 7 = Tout idéal bilatére est un idéal médiane

PROPOSITION 8¢ = Si a € D, 1'idéal médian engendré par a est (a)m = ayDaD .
a UDaD est clairement un idéal médian contenant a 3 réciproquement, si A
est un idéal médian contenant a , ona DaD S DADC A , ¢t a uDaD S A ; donc

3
(a)m= a uDaD .

PROPCSITION 9s = Si a, b €D, aflb siet seulement si (&) = (b)

S8i allb, onsa, soit a=b, soit amb, et alors ae (b) et be(a) ;
dans tous les cas, (a.)mz (b)m o Réciproquement, si (a)m:: (b)m ,
auDaD=buDbD ety si afb, aeDbD et beDaD, d'oh amb.

II. Structure de 1'égquivalence & de Greene

le Equivalences de Greene

Je Ae GREEN a introduit [5] les équivalences suivantes ¢

afb <=> (a) = (b)g

a b <=> (a)dz.- (b)d

afbh <> (a)b= (b)b y
o (a)b désigne 1'idéal bilatére engendré par a « Puis il a étudié les remar-
quables propriétés de ® = £ vR et ® =2 n R « Les travaux postérieurs reflé~
tent cette tendance (voir, par exemple, le livre de Ae He CLIFFORD et Ge Be
FRESTON [2]) 3 § n'y figure gudre que par sa définitione

Les notions introduites au début de cet exposé permettent au contraire de
faire un pas dans 1'étude de & ; on notera que les équivalences £ et R de
la premiére partie cofncident avec celles de J. Ae GREEN (proposition 5)e
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2¢ Un théoremes

THEGREME Lo = $=SU R UM,

Montrons d'abord £ U R UM E § « Tout idéal bilatére étant aussi idéal &
droite, & gauche, et médian, on a, pour tout a €D, (a)b = ( (a)g)b—.:((a)d)b-_-((a)n)b
(en désignant par (A)b 1'idéal bilatére engendré par la partie A de D) 3
par suite afb => a%b, aRb => a $b (proposition 5), a b => asb
(proposition 9), et EUR UNS F .

Réciproquement, supposons a $ b j; comme (a)b.—_ auad uDa uDaD , on a
auDauaDuDaD= b uDb utD UDbD 3 si a= b, on a par exemple a £ b «
Si a# b, il y a neuf cas & envisagers

(1) a€Db et bebDa => alb et afbe

(i1) a€Db et b eadD =—> gaeDaDSDszEDbD

\beDbDSDaDZEDaD} => allbe.

(14i) a €Db et beDaD —> aeD  aDS D BDSDBD => allb e

(iv), (v), (vi) a e bD : ces cas sont duaux de (i), (ii), (iii) et condui~-

sent par suite & a® b ou allb .
(vii) a €DbD et b €Da : se remdne & (iii) par échonge de =2 et b
(viii) 2 €DbD et b €aD 3 se raméne & (vi) par échange de a et b o
(ix) ae€DbD et beDaD => allb,

Par suite $<S S UR UM,

COROLLAIREe = S =0 v Il ,

Eneffet @SS et MS T3 done O VNS FT; or 5= L URURSQ UNMS O VI

3« Type d'un élément de D o

DEFINITION 6¢ = Un élément a €D est dit ¢

de type m si et seulement si a €DaD ( <=> am a)

de type d si et seulement si a e€aD et ag¢DaD (<= ara, afa)

de type g si et seulemert si a €Da et agDaD (<=> ala, afa)

de type z si et seulement si agaDvDav DaD ( <—> afa, afb, ahhb)




on appelle ¥ (respe R, L, Z ) 1l'ensemble des éléments de type m (respe

PROPOSITICN 10. =~ Tout élément de D a un type et un seul.

Que tout élément 2it un type est & peu pres évidente Ce type est unique car
le type m exclut tous les autres ; il en est de mlme du type z ¢ d et g

s'excluent, car ar a et a £ a implique am a (proposition 4).

Les sous~ensembles M, L, R, Z ne possédent guére dec propriétés multipli-

catives immédiates, sauf IR G M »

FROPOSITION lie — Tout élément idempotent, tout élément inversikle, tout élé-
ment régulier, est de type m o Tout ¢lément de D = D2 est de type 2z e

a est dit inversible si et seulement s'il existe a' tel que aala=a,
ataa! = a' ; pour un tel élément, am a' , donc ama (proposition 1) « a
est dit régulier si et seulement s'il existe x tcl que axa = a j; on sait qu'un
élément régulier est inversible (prendre a' = xax ) a est dit idempotent si
et seulement si a'?' = a j tout idempotent est réguliere Enfin il est clair que

DuD°C3Z.

4, Etude des %-classesSe

4 h
THEOREME 24 = Soit @ €D + Si a est de type m (respe d, g, 2 ),
5(a) = m(a) (respe r(a) , 2(2) , {al)e

ma §=mu? urul (théoréme 1), Par suite, pour tout a €D, m(a) S 5(a),
2(a) €. 5(a) , r(a) S 8(a) , {a}l S 5(a) « Soit b un élément quelconque de 5(a)

Si a estdetype my ama et adbj; d'ox amb, car

mo $=mo{mufurul) Sm (proposition4) ; et %5(a) = m(a) « Si a est
de type dy, ara et aSbj d'oh arb ou amb car
rof§=ro(multur ul) Smur (proposition 4) ; mais amb entraine
ama (proposition 1) et est impossible, puisque a est de type d § par suite
arbj et 5(a)=r(a) o Dualement, si a est de type g, 5(a) = 2(a) « Enfin,
si a estde type z, onn'ani alb,ni arb, ni amb, qui entraine~

relent soit a £ a, soit ar a, soit amaj donc b=a, et 5(a) = {a} e

COROLIAIRE le = Tous les éléments d'une S-classe ont le mBme typee
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Soit ay beD tels que a$be a posséde un type (proposition 10)e Si
a estdetype m, amb, d'ai bmb (proposition 1) et b est de type m »
Si a estdetype d, arby, d'ox brb (proposition 1) ;3 si on avait
bmb, b serait de type m, et a aussi, d'aprés ce qui précéde ; donc
brb, bAb et b est de type d « Dualement, si a est de type g, b
est de type g » Enfin si a est de type 2z 3 b est de type 2z , car s'il
était d'un autre type il en serait de m8me de a , d'aprés ce qui précédee

Autrement dit, M, R, L, Z sont saturés pour 5 o

Vu ce corollaire, on posera la

DEFINITION 7. - On appelle type d'une &-classe le type de chacun de ses élé=
ments.

Toute &eclasse a un type, et tn sculoment.

COROLLAIRE 2o = Une &~classe est une Jclasse, une R-classe, une S£-classe,
ou est réduite & un élément.

En effet c'est une m-classe, une r—classe, une L~-classe, ou un complexe

d'un élément ; le corollaire résulte alors de la proposition 2.

IIT. Application aux idéaux bilateres maximauxe

le Type d'un idéal bilatére maximale

FROPOSITION 12+ =~ Une partie A& de D est un iddal bilatére meximal si et

seulement si son complémentaire C est une S~classe consistantee

Rappelons qu'une partie C de D est dite consistante (F. DUBREIL [3]) si
et seulement si xy€ C => xeC et ye C; et que C est consistante si
et seulement si D = C est un idéal bilatére.

Si A est un idéal bilatére maximal, C est consistante 3 C est indivisible
pour §, carsi ayzbeC, Ay (a,)b = D puisque A est maximal, donc
b e(a)b; de mBdme a € (b)b et a%bas. C est saturée pour $, car si ae C
et adb, A;J(a)sz,donc Au(b)b:_-D et b A, donc beC.

S5i C est une S-classe consistante, A= D~ C est un idéal bilatdree Soit
B un idéal bilatére tel que- A c B3 si aeB~A, aceC s donc C¢& (a)b;
et (a), B, d'ot D=AUCSB et A est maximals
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DE‘;FINITION 8e = On appelle type d'un idéal bilatére maximal le type de chaque

é1lément de son complémentairee

Tout idéal bilatére maximal a un type, et un seulemente

2e¢ Propriétés des idéaux bilatéres maximauxe.

THEOREME 38+ = Un idéal bilatére maximal de type m est premiers

Premier est entendu au sens suivant (cfo Ne He McCOY [6]) 3
albC A =—=> aec€ld ou bedh.

Soit A un idéal bilatére maximal de type m o Pour que A soit premier, il
faut et il suffit que

af A et bgA => (3 xeD) axbg A,
donc, en posant C=D = A , que

aeC et belC => (3 xeD) axbeC

Or C est une me~classe consistante ; puisque amb, (3 y, z e D) b= yaz;
puisque C est consistante, ze€C et (3 x, teD) z=xbt; d'o

yaxbt = b € C , et, pulsque C est consistante, axb € C »

THEOREME 3be = Un idéal bilatire maximal de type d ou g est complétement

premiere

Complétement premier est entendu au sens suivant (cf. FITTING [4]) s
ebeld => aeh ou bed.

I1 suffit de montrer que, si A est un idéal bilatére meximel de type
g9y C= D= A est stable ;§ le cas du type d s'en déduira par dualitée Or C
est une f-classe consistante 3 si a, beC, de alb on tire (3 x €D)
a= xb ; puisque C est consistante, x€C et (3 yeD) x=yaj; d'ou
a=yab e C, et, puisque C est consistante, ab € C « On notera de plus que

By

C est un sous-demi-groupe de D wvérifiant 1'axiome des quotients & gauche, donc

by

simple & gauchee
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e N
THECREME 3ce - Un idéal bilatére maximal de type 2z différe de D par un

2
élément, que 1'on peut choisir arbitrairement dans D = D7 »

En effet son complémentaire est une &-classe de type z , donc réduite & un
élément (théoréme 2)« Soit u cet élément, qui est consistant et de type =z ;

. 2 .
si uel 'y, (3 x,yed u=xy,etde x=y=u, ontire u=1u , con-
trairement 3 1'hypothése que u est de type 2z (proposition 11) 3 donc
ueb - D2  Réciproquement, si ue D-D", u est de type z (proposition

11), et D = u est wn idéal bilatére maximale

Df:FINITION 9e¢ = 0On appelle idéal bilatére maximal trivial le complémentaire
d'un élément de D - Dz.c

En récapitulant

THECREME 30 = Un idéal bilatére maximal est soit de type m , et alors il est

premier ; soit de type d ou g, et alors il est complétement premier § soit

de type 2z , et alors il est trivial, et réciproquemente

On notera qu'un idéal bilatére maximal trivial A n'est pas premier : si

ufgh, ona uDuSDZEA,et u¢ A « Par suite 3

CCROLIAIREs = Pour que tout idéal bilatére meximal d'un demiegroupe D soit

premier, il faut et il suffit que D soit globalement idempotents

3¢ Idéaux d'un cdté maximauxe

PROPOSITION 130 =~ Un idéal & gauche (respe & droite, médian) est maximal si
et seulement si son complémentaire est une £-classe (respe Rem o Mw )

Il suffit de remplacer, dans la démonstration de la proposition 12, & par £
(resps R4 M) et b par g (resps d s m ) dans la notation (a)b (pour
les idéaux médians, en s'appuyant sur la proposition 6).

PROPOSITION 14+ = Un idéal bilatére maximal de type m (respe d, g ) est
meximal dans la famille des idéaux médians (respe & droite, 3 gauche)e
Ceci résulte des propositions 12 et 13,

La démonstration du théoréme 3 fait intervenir partout le consistence de © ,
ctested-dire le fait que A est idéal bilatére (avec les notations de cette

démonstration) ;3 elle ne peut donc s'étendre aux idéaux d'un cdté maximauxe
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IVe Ceg o D satisfait & des hypothéses supplémentaires.

Tu le rBle joué dans les parties II et III per la notion de type d'un élément,
on va traduire les propriétds supplémentaires de D par la vacuité éventuelle
des sous-ensemblos M, R, L, Z « On notera que, de IR S M (cfe § II. 3),
résulte que, si M cst vide, 1'un des sous-cnscmbles R , L cst videe

FROPOSITION 154 = Si D a un élément unité & gauche, R=2=f, M£ P,

Si e est cet élément, (v xe€D) ex=xj; donc Z=p; oty si xexD,
x e exDCDxD, donec R=f . Au contraire M#£ f, car ¢ € M (proposition
11).

PROPOSITION 16e = Si D a un élément unité, ii=1D .

PROPOSITION 17, = Si D est abélien, L=R =f .

En effet, par duelitéy, L=R , donc L=R=LnR=f0.

PROPOSITION 18e = Si D est simplifiable & gauche, R=f

Soit a €D tel que a= auj alors classiquement, au= au2 s U= u.2 et

(v xeD) wx= W x g A'ol xX=ux; donc D a un élément unité & gauche, et

R=f (proposition 15)e Si on ne peut trouver a e D tel que a=au, R= o
FROPOSITION 19¢ = Dans un semi-groupe, L=R=f .

PROPOSTTION 20s = 81 D est simple, M= 1D «

En effety si aeD, DaD=D, donc a € DaD

FROPOSITION 21e = Si D est régulier, M= D «

Ceci résulte de la proposition 1le

FROPGSITION 22¢ = Si D est un semi-groupe abélien sans élément unité, Z =D e

Il suffit de montrer quo M= f; or si ae D est tel que a=xay, on a
a= Xya et il en rdésulte, comme dans la propositiom 18, que xy est élémemt
unitée

Dans les mBmes circonstances, la notion d'idéal médian garde doventage son
autonomiece Toutefois s
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PROPOSITION 23, = S8i D a un élément unité, il y a identité entre les idéaux

médians et les idéaux bilatérese

Si A cst un idéal médian, DAD S A entraine, si D a un élement unité,

ADS A et DA S 4 la réeiproque résulte de la proposition 7e

Si D est abélien, un idéal médian est unc partie A& de D telle que
D2 A=DAD € A il n'y a pas en générel identité entre les deux notions, mais

il en sera ainsi, par exemple, des que D est globalement idewpotcnte
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