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Séminaire DUBREIL-PISOT 16..01
(Algébre et Théorie des nombres) ]
160 ammée, 1962/63, n° 10 28 janvier 1963

LES HYPERTAS

par Maurice KOSKAS

Introductione

La notion de tas a été étudide par P. GRILIET, dont j'ai adopté la terminologiee
J'ai retrouvé indépendamment cette notion que j'ai ensuite généralisée en introe
duisant des applications multivoques, c'est-a-dire la notion d'hypertase

Les parties les plus importantes de cet exposé, sont d'une part celle consacrée
& 1'étude de la régularité, d'autre part celle dans laguelle j'introduis la notion
d'hypertas inverse. Cette notion domine cet exposé, son emploi judicieux permet,
d*une part d'unifier, donc de simplifier la théorie des demi~groupes, d'autre part
d'obtenir des résultats nouveauxe

le Définitions générales, exemplese

Définition. =~ On appelle tas la donnée d'un ensemble E , et d'un demi-groupe
d'applications de E dans E , noté 0 .

On appelle hypertas, la donnée d'un ensemble E , et d'un demi-groupe d'appli-
cations de E dans @(E) , noté 0 . Un hypertas seranoté (E, 0) , (F, R ,

“etce

Un pseudo-tas est un hypertas (B, ©) tel que O(x) ait au plus un seul §lé=
ment, quel que soit 9€® , xeE.

Un hypertas (E , ) est plein si on a ¢

oAx) £ 8 V 0e®0, x€E .

Exemples.

ae D étant un demi-groupe, soient R le demi=groupe des tramslations 3 droite
de D, £ Ile demimgroupe des translations & gauche, M le demimgroupe engendré
par ® et £, N le demimgroupe engendré par les applications

x - (ux, xv) (u, v éléments fixes de D).

o,” ,(@®,e), (D, M, (D, N) jouent un rdle fondamental dans différents
travaux de la théorie des demi-groupese
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On peut dgalement considérer le cas ot G est un groupoide, et généraliser ces

exemplese

I1 est clair que la notion d'espace homogéne est un cas particulier de tase

ce Soit H wun demi~hypergroupe. Soit R le demi=groupe engendré par les transe
lations y+y#«x (xeH fixé)e On définit de mbme £, M, % o Les hypertas
(Hy®) , (H, ), (H, W, (Hy 1) jouent un rBle important en théorie des
demi~hypergroupes.

de Soit E un ensemble, dont R est une équivalencee Soit O la fermeture
associde & R o« (E, O) est un hypertas dont 1'étude permet celle de R o Cet
exemple peut 8tre généralisé au cas o R est une relation binaire transitive,

en particulier R peut &tre une relation d'ordre.

ee Soit G un groupoide, dont O est la fermeture associative ; soient R 1le
demi-groupe engendré par les translations & droite, £ le demi=-groupe engendré
par les translations & gauche, M le demi-groupe engendré par R et £ o

Soit R, le demimgroupe engendré par ® et O o On définit de mBme £, et
T, « Ies hypertas (G, 021) , (G ﬁl) , (G ,ml) permettent d'interpréter certains
résultats que nous avons obtenus dans la premiére partie de notre exposé précédente

2« Etude catégoriquecs

A, Définition des morphismes, propriétés générales.

Définitionse. = Soient (E, @) et (B! , ') deux hypertase On appelle morphisme
(ou homomorphisme) de (E , ®) dans (E' , @') tout couple (f, ¢) oi f est
une application de E dans E', ¢ est une application de ® dans 0! , f
et ¢ vérifient de plus les conditions suivantes :

- ¢ est un homomorphisme de ® dans @'

-V 0e®,y, x€E, ona

£(ox) = ¢(0)(£(x)) .

Remarques. =~ Si cette derniére condition est remplacée par V 0 €@ s Xk,
on a g

£(ox) S ¢(0)(£(x)) ,

le couple (f , ¢) est appelé quasi-homomorphiismes
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On vérifie d'autre part aisément que si f est un homomorphisme de D dans D!
(D et D' sont des demimgroupes), on peut définir canoniquement un homomorphisme
de 1'hypertas (D, ®R) (resp. (D, £) , (D, M) ) dans 1'hypertas (D' , R')
(respe (D* ,2°%) , (D', M) )o

On définit facilement les notions d'isomorphisme, homomorphisme injectif, homo-

morphisme surjectife.

BQ SOU.S"I’ly'per'tas [

Définition. = Soit (E , ®) un hypertase On dira qu'un hypertas (E' , Q')
est un sous-hypertas de (E ;®) siona:z
E'SCE; O S0O; 90 => & CE.,
I1 est clair que dans ces conditions on peut définir un homomorphisme injectif

Notons que la famille des sous~hypertas d'un hypertas (E , ®) est une nN-famille
de Moore, la fermeture de Moore pouvant 8tre construite par un processus dénom=-
brableo

Co Produits directse

On peut définir trés aisément le produit direct d'une famille quelconque d'hyper—
tes (Ea o B oc)aeI »eproduit vérifie les axiomes des produits directs tels qulon les
établit en théorie de la catégorise

3. L'hypertas inverse d'un hypertas fixd.

La notion que nous allons définir a un caractére fondamentals

Définition de 1l'hypertas inversee = Soit (E , ®) un hypertase Soit Qe 0 .
Nous allons définir une application o de E dans P(E) de la fagon suivante :
soit x € E

Y € J(x) <=> x¢€0y) .
Nous poserons
LI .
o' = { ol toep

PROPOSITION 57+ = @' est un demimgroupe anti~isomorphe 3 ® o L'application
0 - 01" est un anti~isomorphisme involutife
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L'hypertas (E , ®') est appelé hypertas inverse de (E, 0®) « Il est clair que
1'hypertas inverse de (E , ®') est (E, ®) . On considérera souvent, également

I'hypertas (E , ®") oy O" est le demi-groupe engendré par ® et @' o On véri-
fie aisément que (E , O") coincide avec son inverse ;3 (E , O") est appeld
hypertas stable associé 3 (E, ©) o Oh vérifiera aisément d'autre part que, si en

prend pour morphismes, les quasi-homomorphismes définis plus haut, la correspon-
dance (E, ®) » (E, @') a un caractére fonctoriel.

Etant donnés un demi-groupe D , ou un groupoide G, et les hypertas
o, ,(MD,e), D,®n, (¢, 0, (G, 2) , (G, M , nous noterons les
hypertas inverses (D, ®') , (D, £') , etc. Un élément du demi-groupe des trans-
» T Tyy (o (y) =yx, =, fu,v(y) = uyv).
Un élément du demi-groupe "inverse!" sera noté s st emaz

lations de D, sera noté Ty

veifa) <=> a=1(y) =yx
y e Xi(a) <=> a=xy
yeiupv(a) <> a= wyv o

Nous considérerons également les hypertas stables, (D®/") , (DE") , etce.

4. les notions de résiduation dans un hypertass

Soit (E, ®) un hypertas ; nous noterons (B s ®') 1'hypertas inverse de
(E, ©) « Soient A4 et B des complexes de E » O un complexe de ® o Nous
posons

L°,B={0en

: o(B) Y A}
)

L1

A B={0en : oB) €4}
0

Ae®A={xeBs 0xJ &, V 9en}
®

A A={xeB: xSh, V 0eb}.
0

On établit un certain nombre de propriétés éldmentaires de ces résiduelse. En
voici quelques~unes ¢

-ai O(x)#pf, V 90, meE, ona

a4 °, BSA‘°0 B, A ‘.ACA'..A P
(U ) N ( ® ® ® ®
- A .. B.) = A c. B) s A .'o (U B,) = U (A .°. B.) .
I R N O R O |
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- (UA,)) *«B2U (A, *« B) (UAK,) **«e B=U (A, **« B) »
(.'.L L g g 77 Y g 1 1@

- (NA,)°* B=N(4, *«B) ;3 (NA) *se B SN(4, **« B) &
(i i)o i(iGD Ty g 1 g

etco

Plus importante est la transformetion par hypertas inverse de eces résiduse

Notons & 1'application canonique de ® - ®' o

PROPOSITION 58 =~ (n a ¢

S(A°*eB)=B° ehi Lo A n o (a,
0 0 0 Fe3(n)
(A "« B)=CB ®« CA; A e°A = E - &B(CA) avec A!' = 3(a) .
] (ol ®
(A'(CA) est 1'ensemble des y € E qui sont tels qu'il existe O'e A' , x e CA

avec y € O'x )e

Ce théoréme permet de simplifier les démonstrations des différentes formules que

1'on peut établir, ainsi de la formule A °+¢ (UB,) =U (& **e B,) , et de la
P 1 ¥ 1 g 1

relation 3(A °*e B) = B "o A, il découle immédiatement que 1'on a
@l

(UA,) *+o B=U(A, *+u B) ;
i ¥ 1 1 ?

de plus ce théoréme fournit une interprétation "multiplicative™ de certains résiduse

5¢ Equivalences dans un hypertage.

Ce paragraphe est fondamental dans 1'exposée

A« Equivalences réguliéres.

Définitions = Soit (E , ®) wun hypertase Soit R une équivalence définie sur
E ¢ On dira que R est réguliére si on a

xRy, 0€0® = 0(x) R o(y) .

Remarques = Soit O 1'équivalence définie sur E de la fagon suivante g

x0y <= (€8 <> oy#£0).

Si ® est réguliére ona R € O . Nous noterons ‘Sr la famille des équivalences
réguliéres de (B, 0) «
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Exemples.
ae Soit E un ensemble dont p est une équivalence; soit © la fermeture

associde & p, soit ® = {0}, et soit 1'hypertas (E, 0) .

Etant donnée une équivalence R définie sur E, R est réguliére dans
(E, 0) si et seulement si elle permute avec P o

be Soit D un demimgroupe, et soient les tas (D, R) 4 (D, £) et (D, M «
Les équivalences régulidres de (D, R) sont les équivalences régulidres a droite
de D o On interpréte de mBme les équivalences régulidres de (D, £) et (D, M.

ce Soit H un demi-hypergroupe et soient les hypertas (H, ® , (H, £),
(B, MW « Les équivalences réguliéres de (H, R) sont les équivalences régulié-
res a droite de H »

do Soit E wun ensemble, soit A wune famille d'applications de E dans ®(E) ,
soit ® le demi-groupe engendré par A . Soit R une équivalence sur E véri-
fiant la condition :

xRy, 0€h => X ROy .
Alors R est une équivalence régulitre de (E , ®) .
ee Soit (B, ©) un hypertas ; soit p une relation symétrique, réflexive,
définie sur E , vérifiant
XPy, 9€0®0 => OxPpO.
La fermeture transitive de p est alors régulitre dans (E, @) .

fo 81 (B, Z) est un tas, les équivalences régulidres de (E , Z) sont les
équivalences £ compatibles au sens de P, GRILIET.

g+ les équivalences réguliéres d'un hypertas (E , @) sont les équivalences
d' homomorphismes. Plus précisément 3

THEOREME 59¢ = Soit R une équivalence régulidre d'un hypertas (E, ®) « On
peut définir sur E/R un demi-groupe d'applications en général mltivoques, noté
@' , de telle sorte que 1'on ait un homomorphisme canonique de (E » ®) sur
(B/R , 0') « (B/2,0%) est noté (B, 0)/R |

Réciproquement si (f , ¢) est un homomorphisme de (E s ®) sur un hypertas
(E' , @') , 1'8quivalence R définie par x R vy <=> £(x) = £(y) est régu~
liére et on a

(B9)/R~ (B' , O) .
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Deuxiéme théoréme d'isomorphismes

THEOREME 60e = Soit (£ , ¢) un homomorphisme d'un hypertas (E, ®) dans un
hypertas (B' , O') « Soit (E/, ®) un sous-hypertas de (B, @) , dont
(E'l , (D‘l) est 1'image par (£ 5 ¢) o Soit (Ez ’ @2) 1'image réeiproque de
(Ei » 01) (na: (B, (Dl) < (Ez , @2) )e

Soit p 1'équivalence d'homomorphisme associée & (f , ¢) 3 soit p sa res-
triction 3 (Ei ’ @i) (i=1,2) ona

(B, , 606 X (B, , )b, % (B, 0]) »

si (£, ¢) est surjectif, pour que O € @ laisse invariant E, , il faut et il

- suffit que ¢(6) laisse invarient E] »

Etude de 1l'ensemble $r .

PROPQSITION 61, - Soit (E , ®) un hypertas, soit Sr la famille des équi-
valences régulidres de (E, 0) .

5, est une u~famille de Moore, admettant 1'égalité pour plus fin élément,
et si (B, ©) est plein, 1'équivalence universelle pour plus grogsier élé=

mente ﬁr est un treillis complete

Etant donnée une équivalence p définie sur E , on peut se proposer de déter=
miner la plus grosse équivalence réguliére contenue dans p o Nous avons pu le
faire lorsque O(x) est toujours un ensemble finie

PROPCSITION 62 = Soit p une équivalence définie sur E 4 Si 0O(x) est un
ensemble fini quel que soit O € ®, x e E, la plus grosse équivalence conte-
nue dars pP est

[e2]
g= N P
n=1 2
o1 on a '
p'-:Pl?-ngPB?- o--?.pn?. soe
- *
XPr ¥ <= OxpnOy, V 0€®
( 0% est le demi-groupe ® avquel on adjoint la transformetion identique de E ).

Remarquess = Le procédé ainsi défini peut 8tre appliqué am cas od p est 1'équi-

valence universelle de E , et fournit 1'élément le plus grossier du treillis § .

Lorsque O(x) est toujours fini, toute équivalence



10-08

(e
0:121pn avee 912%2"'291120“, pneﬁr,\f n

est réeuliére. Donc 31' est neinductif,

i ¢tant un ensemble fini dont R et R' sont des équivalences, on peut donc
par un processus dénombrable déterminer la plus grossiére équivalence qui permute

avec R et qui est contenue dans R'

Bs Equivalences fortement réguliérese

Définitions = Soit (E , ®) un hypertas, et soit R ume équivelence définie
sur E , On dit que R est quasi fortement régulidre si

xRy, 90€0@ => Ox-(;{Oy-
Nous poserons @ S;‘ = famille des équivalences quasi fortement réguliérese
Notons que 1'on peut avoir si
Re& : xRy, Ox=f, Oy£ 8 pour Oe® .

Nous dirons d'autre part que R est fortement réguliire si on a s

xRy, 00 => ROy, x®oy,

Nous poserons 5;{ = famille des équivalences fortement régulidrese Il est clair
que 1l'on a 3;{ = :Sr n 5;_ o Notons que 3; peut parfois 8tre vide, et que lorsque

3 fn . &t
(B4 ®) est plein, =5l .

Exemplese

ae Soit E un ensemble dont p est une équivalence, soit © 1la fermeture
associde & p, soit ® = {p} « Soit R une équivalence définie sur E o Pour
que R soit fortement régulidre dans (E, ®) , il faut et il suffit que 1'on
alt p S R e Soit alors A un complexe de E s et soit OA 1tapplication définie
sur E ainsi

0,(x) =x si xf4&
=4h 81 xebh .

Soit ® = {0,} « Pour que R soit fortement régulidre dans (E s ®) il faut et
il suffit que R laisse indivisible 4 .

Ce detrnier exemple peut 8tre géndralisé au cas ou 1'on a une famille de come
plexes (Ai) jer de E .
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Soit ® 1le demi~groupe engendré par les O o Pour que R soit fortement
i
régulidre dans (E , @) , il faut et il suffit que R laisse indivisible chaque

complexe Ai °

be Si (E , @) est un tas, la régularité forte cofncide avec la régularité.

ce Soit H un demi-hypergroupe, et soit R le demi=groupe engendré par les
translations & droite de H (y » y % x) « Pour qu'une équivalence R définie sur
H soit fortement réguliére dans (H, R) , il faut et il suffit qu'elle soit forw

tement régulidre 3 droite dans H o

de Soient E un ensemble, et A une famille a'applications de E dans ®(E) »
Soit ® le demi=groupe engendré par A , soit R une équivalence définie sur E.
Si xRy, 0ehdh = & E 0y » R est quasi fortement réguliére dans (E, ©).
On & une propriété analogue pour la régularité forte de R

S

ee Soit (E , ®) wun hypertas dont (f, ¢) est un homomorphisme & veleur dans
un pseudo=tas (E' , ®') o Alors 1'équivalence associde & (f s ¢) est fortement
réguliére. Inversement si (E , @) est un hypertas doht R est une équivalence
fortement réguliére, (E, 0)/R est un pseudo~tas.

fo Cet exemple est importent car il montre comment on peut ramener la simpli-

fiabilité d*une équivalence, 3 la régularitée

Définitions = Soit (E , ®) wun hypertas dont R est une équivalences On dira
que R est simplifiable si

Vx, yeE, 0e€e0®, uedk, vedy: ulv = XRy.

I1 est clair que lorsque (E , @) est un tas, cette définition redomne la notion
de simplifiabilité introduite par Po GRILIET dans 1'étude des tase De mBme cette
définition permet d*étudier les équivalences simplifiables dans les demi=hyper=
groupes.

Définition. ~ Un hypertas (E , ®) est injectif si &x | & => x = Y e
On vérifie aisément que les équivalences réguliéres et simplifiables d'un hyper=
tas, sont celles qui fournissent, par passage au quotient, un hypertas injectifs
L N\
THEOREME 63+ = Soit (E , ®) un hypertas, soient (E » ®') son inverse, et
(E 5 ®") 1'hypertas stable associé & (E s ®) o

%o Les équivalences simplifisbles de (E » ®) sont les équivalences quasi forw
tement réguliéres de (E , 0')
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Be les équivalences quasi fortement réguliéres et simplifisbles de (E , 0)
sont les équivalences quasi fortement réguliéres de (E , O") .

COROLLAIRE 63cls = Soit (E , ®) un tas, dont (E , ®') est 1'hypertaes inverse
(E , O") 1'hypertas stable associés

Les équivalences simplifiables de (E , ®) sont les équivalences quasi forte~
ment régulidres de (E , @) , les équivalences simplifiables et régulidres de
(E, ® sont les équivalences quasi fortement réguliéres de (E , on) .

Soit E un demi-groupe, ou un groupoide. Soit R le demimgroupe engendré par
les translations & droite de E - On déCfinit de mBme £ (translations 3 gauche),
et M lequel est engendré par R et £ , ce que nous notons M= Rv £ « Soient
(E, R') 1'hypertas inverse de (E , R) , (E , ") 1'hypertas stable associé a
(E, ® (R"= RV /") o On définit de mlme £! , W , £, M* , Nous donnons un
tableau qui fournit quel est e demi~groupe d'applications que 1l'on doit faire
intervenir lorsque l'on veut ramener une certaine propriété, & une propriété de

quasi régularité fortee

Ce tableau n'est pas complet, mais on peut le compléter aisémente

Propriété Demi=groupe d'applications
Régularité & droite R

Simplifiabilité 3 droite £!

Régularité n

Simplifiabilité e

Régularité & droite et

simplifiabilité & droite R'= R v R/

Régularité & gauche et

simplifiabilité & droite v R
Régularité et simplifiabilité M v I
ete.

Remarques - On peut aussi considérer le cas oy E est un demi~hypergroupe et
étudier les dquivalences de E qui sont fortement régulidres, ou simplifiables.

g Soit (E, ®) un hypertas et soit P une relation réflexive, symétrique
¢fnie sur E , dont ® est la fermeture transitive. Si

Xpy, 9€e®@ => O0xp 9y, Ox?@y,
alors R est fortement réguliére.
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Par contre si xpy, 0e® =—> Qm? Oy , on ne peut conclure en général que
® soit quasi fortement régulidre (car Ox peut parfois 8tre vide)e.

On peut se demander, si un hypertas (E , ®) tel que la fermeture transitive
de toute relation réflexive, symétrique, quasi fortement réguliére, soit quasi
fortement réguliére;, n'est pas plein, moyennant éventuellement certaines condi-

tions supplémentaires.

A cette interrogation sont lides la propositiony, et la conjecture suiventese

PROPOSITION 64 - Soit D un semi-groupe abéliens Pour que D soit un groupe,
il faut et il suffit que la fermeture transitive de toute relation réflexive symé-
trique et simplifiable de D, soit simplifiables

Démonstration. - Dans un sens la démonstration est triviale. Supposons que D

soit un semi-groupe abélien tel que la fermeture transitive de toute relation
réflexive, symétrique, simplifiable, soit simplifiablee Supposons de plus que D
ne soit pas un groupes

Soient ue D, aeD telsque uged, Ona az;éa,car a2=a => U =ale

Posons x = a2 sy V= a3 o Nous définissons une relation p sur D de la fagon
suivante 3 p est réflexive, et de plus on a

Xpu, upx, upy, ypPpu .
Soit T le demimgroupe auquel on adjoint 1'unitée Soit p' la relation suivante
rp't <> 3 aeD: as p at -

Il est clair que p' est réflexive, symétrique, simplifiables Soit R la ferme-
ture transitive de p' o R est simplifiable.s Ona x pu s WPy, donc

X Ry, c'este=a-dire LR, Donc on a a R &= « Ceci entraine qu'il existe
des éléments Cp eee Cp tels que ¢

ap' Cl 9 Cl P' 02 soe Cn_l P' Cn, cn p' 8,2 .

Il existe alors a €D: aapac; « On adonc, soit da= ac, 4 soit a=rc, ,
soit 1'une des possibilités suivantes x = aa sy Uu=0cy 3 u=oda, x=ac
y=o0a, u=oe; ;5 u=aa, y=ac; « Compte tenu que u ¢ aD , ces possibili-
tés sont 3 exclure, et on a nécessairement c; = a « Bn refaisant ce raisonnemet,
on en conclut finalement que a = o s ce qui est absurde.

Co Qo Fo DO
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Conjecturee - Soit D un semi~groupe tel que la fermeture transitive de toute

relation réflexive, symétrique simplifiable & gauche, soit simplifiable & gauches
Alors D est simple & droite.

Ramarque. = La réciproque de cette proposition est évidentee

Femille des équivalences quasi fortement réguliéres, et fortement réguliéress =
(E, ®) étant un hypertas fixé, nous allons étudier &) et 57 .

PROPOSITION 65¢ = $] est une n-famille de Moore, dont le plus grossier élé-
ment est 1'équivajence universelle. Clest un treillis complete

La proposition suivante montre comment on obtient le plus fin élément de 5;' o
Bien entendu la construction permet d'obtenir la plus fine équivelence simplifiam
ble, ou réguliére d'un demi=-groupe D .

(o]
PROPOSITION 66e = Le plus fin élément de 5] est p= U (pn) s O P, appar-
=1
tient & la suite p; S p, S P3 € eee p, S ees définie par récurrence : p; est

1tégalité 3
X Po, ¥ <=> xe€b, ye Ov, avec )

(demimgroupe ® amquel on adjoint 1'identité), et u Popel V5 Popy o8t 1a
fermeture transitive de p, o Si (E, @) est plein, p est la fermeture tran-
sitive de Py e

PROPOSITION 67. - Si 8 n'est pas vide, c'est une n-famille de Moore, et une
um~famille de Moores
Rappels = Nous avons défini sur E une équivalence
0: x0y <=> (x£P <> o#h .
PROPCSITION 68.

ae Soit R une équivalence définie sur E o Burque R e%?g s 11 faut et il suffit
que RS 0 et Re%‘;'.

Be
" v n .
c ' = o,
SER, seﬁr, lRe%'r => 0?.63;:"
Ye Pour que 3;'. soit non vide, il faut et il suffit que le plus fin élément p

de %}c appartienne 3 3 s clest-d~dire que p S O « Alors Sg et 3;‘ ont mdme
plus fin élément 3 s ale mdme plus grossier élément que 5,
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Se
ReS,, pes;. => pnRed, .

Remarques = On peut & partir de cette dernidre proposition, obtenir des résul=
tats concernant les dquivalences permutables obtenus per Fe DUBREIL et Me=Le
DUBREIL=JACOTIN dans leur mémoire intitulé "Théorie algébrique des équivalences"s

PROPOSITION 69« = Une condition nécessaire pour que 5;{ goit non vide est que
1'on ait
XeEm, y€E => x0y.

Lorsque (E , ®) est l'hypertas (D, ®') inverse dutas (D, ® (D demi=-
groupe fixé, R famille des translations & droite de D ), cette condition est
de plus suffisante.

Démonstration. - Interprétons 1'équivalence O lorsque (E , ®) = (D, &) .

On a aisément
x0y < (Wx <= uwly, V ueD)
en posant
a/b <> 3 ceDs b=ca .
Quant & la condition x €Ou, ye€O%u => x 0y, elle s*écrit :
bca=da => I b' €eDs d= b'c.

Supposons cette condition réalisée, et démontrons que 5;{ est non vide. Pour
cela i1 faut établir que la plus fine équivalence simplifiable & droite Py
appartient & ‘5; s c'estmd~dire vérifie xpy, u/x => u/y N

o o]

Ona p= n_L-.Jl Pp3 Py est 1l'égalité; xpp ¥ <=> 3 as xap, ;ya,

Pone1 est la fermeture transitive de Poy, *

Supposons que 1'on ait xp, ;¥ s w/x ==> u/y ; montrons que cette pro=-
priété est vérifide pour 2n + 2 .

X Popa Vs Wx => 3 a, b: Xapg g ya, Xx=hu.
On a donc
xa = bua p, 4 ya; ua/bua => ualya .
On a ya= cua, et par suite y € Du .

Ce Qo Fe De
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Remarque. = L'équivalence u/x <=> u/y peut 8tre interprétde grice & 1'équi-
valence de Greene Plus précisément g

Si pour tout x € D, il existe a €D tel que x= ax s 1'équivalence
x0y <> (Wx <=> ufy, ¥V ueD) coincide avec 1'Squivalence de Green 3
gauche £ o

On peut se proposer d'étudier les demi-groupes D vérifiant la condition &
xa=ya ==> X £y . Je n'ai pas fait cette étude.

Nous allons maintenant généraliser le probléme de la recherche des plus fins
ou plus grossiers éléments de 3; ou 5; .

Flus précisément étant donnés un hypertas (E , ©) et une équivalence p défi-
nie sur E , nous allons construire certains éléments de 3' et S" astreints a
8tre plus fins ou plus grossiers que p , et & une condltlon de max1ma11te ou

minimalité.

PROPOSITION 70.

®o Soit p une équivalence définie sur E « Le plus fin élément de 3' conte-
nant p est égal 3

U P, s Ol P=P S RSP e SP Seexp, y<=>3 0ef

(demm-groupe ® auquel on adjoin% la transformation identique de E ), ue E,
vekE tels que

XxX€0u, yeOv, u Pope1 Voo
De plus Popse1 ©St la fermeture transitive de Pon

Be Pour qu'il existe un plus fin &ldément de 3" contenant p 1l faut et il

suffit que U Py, S O « Alors le plus fin element cherché est U Py
n

RROPGSITION 7ls = Pour qu'il existe un plus grossier élément de 5" contenu
dans une équivalence p fixée, définie sur E, &L faut et il sufflt que p cone
tiemne le plus fin 4ldment de 52 Alors le plus grossier élément de 5? con~-
temu dans p est le plus grossier élément de 3} contenu dans p .

Ces propositions permettent de déterminer en particulier, étant donnés un demie
groupe D , et une équivalence p définie sur D s 1'équivalence simplifiable,
ou réguliére engendrée par P o
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Ce Equivalences vérifiant des conditions de régularité et laissant indivie
gible une famille de complexes 3 caractérisation des classes modulo une égui—
valence vérifiant des conditions de régularité.

Soit (E , ®) un hypertas, soit (Ai)i o une famille de complexes de E « Nous
nous proposons d!étudier les équivelences de E , laissant chaque Ai indivisi=-
ble, et vérifiant une condition de régularité

x si x§g A
Viel, soit 6 :+ E - P(E) définie ainsi ¢ 0, (x) = .
i i Ai si x € Ai

Soit ® 1le demi-groupe engendré par ® et par les OA e On a la proposition
i

suivante 3

PROPCSITION 72e ~ las équivalences de E quasi fortement réguliéres dans
(E, ®) (resps fortement régulidres) qui laissent les complexes Ai indivisibles
sont les équivalences quasi fortement réguliéres (resp. fortement réguliéres) de
1'hypertas (B, ©) »

Remarquee = I1 est fort possible qu'il existe des équivalences fortement régu-
lidres dans (B , ©) , mais qu'il n'en existe pas dans (E, ) « Une condition
nécessaire pour qu'il en existe, est que toutes les parties G(Ai) (0 € ®)
soient indivisibles modulo 1'équivalence O0: x 0y <= (x#£f <=> oy #9,
V © e€®) o Je ne pense pas que cette condition soit suffisantee

COROLIAIRE 72+l. = L'ensemble des équivalences de E , quasi fortement régulidres
dans (E , @) , laissant indivisibles les complexes Ai s est une n-famille de
Moore, dont on peut déterminer par un processus dénombrable le plus fin élément,
dont le plus grossier élément est 1'équivalence universelle. C'est un treillis come
plet noté sr(cb) ( @ désignant la fomille des complexes Ai e

COROLLAIRE 7242+ = L'ensemble des équivalences de E , fortement réguliéres dans
(E , ) , laissant indivisibles les complexes A; de la fomille ¢, s'il n'est
pas vide, est une n~famille de Moore, et une u-famille de Mooree Clest un treil-
1lis compilet noté 5;{(@) o 5;{((1)) admet pour plus fin élément, le plus fin é1lé-
nment de 3° .

r(®)

Remarquess —- Etant donnés un hypertas (E , ®) , une famille & de complexes
Ai de E, et une équivalence p définie sur E, on peut construire la plus
fine équivalence de E , contenant p quasi fortement réguliére, laissant indi-
visibles les complexes de la famille & .
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Etant donnés un hypertas (E , ®) , et une famille ¢ de complexes A, de E,
on peut étudier la famille des équivalences réguliéres de E , laissant ¢ indi-
visible ; on vérifie aisément que ces équivalences sont régulidres dans (E , 5) s
meis que plus généralement les équivalences régulitres de (B, ©) sont velles
qui laissent indivisibles ou saturent les complexes Ai s et qui sont réguliéres
dans (E, ®) »

D'autre part, on peut noter que la famille des équivalences réguliéres de
(B, ®) laissant indivisibles les complexes (Ai) est une u~-famille de Moore
lorsque O(x) est un ensemble fini quels que soient O €@ s x €B , cette famille
possede des éléments minimauxe

La proposition 72, et ses corollaires s'applique immédiatement & 1'étude du pro-
bléme suivant @

E est un demi-groupe, ou un groupoide, ou un demi-hypergroupe (Ai)ieI est
une famille de complexes de E . Détermination des équivalences de E laissant
les complexes Ai indivisibles, et possédant des propriétés de régularité et de
simplifiabilité.

Ies problémes de Marianne TEISSIER.

Soit (E , ®) un hypertas dont A est un complexes A quelles conditions existe-—
t~il une équivalence p de E , possédant des propriétés de régularité (le cas
oi p est quasi fortement régulidre étant le cas le plus important), telles que
L soit une classe modulo p ?

a. Cas des équivalences quasi fortement régulidrese - Dans le cas oi 1'hypertas

(E, ®) est plein, on a la proposition suivante $

FROPOSITION 73e¢ ~ Soit (E , ®) un hypertas pleine Soit A un complexe de E o
Pour que A soit une classe modulo wune équivalence p, p € 5} s il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient réalisdes

Oe, xeE, x| A => OxSA4.

O€0, OA) [A => ACSL.,

Démonstrations = Si A est une classe modulo p e 5; s 11 est clair que les
conditions écrites sont réalisées. Réciproquement supposons ces conditions rdali-
sées et soit Ry 1'équivalence suivante 3

XR y<=> A ex=4"%y.

® 0
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( 5‘ désigne le demimgroupe ® auquel on adjoint la transformation identique de
E )e Il est clair que A est une classe modulo Ry

xRy, nuedx, veoly,
OfufA = ox A = O [A = O0yCSA = Ov]A.
On a donc u Ry Vo
Ce Qo Fo De

Cette proposition s'applique immédiatement aux cas suivants @

- D est un demi~groupe, dont A est un complexe. Détermination des conditions
que doit vérifier le complexe A pour qu'il soit une classe modulo une équi-

valence réguliere d'un c®té, ou bilatiremente

- H est un demi~hypergroupe, dont A est un complexes Détermination des con=
ditions que doit vérifier A pour qu'il soit une classe modulo une équivalence

fortement réguliére d'un cbté ou des deuxe

Ceci dit, dans le cas général o (E, ®) n'est pas forcément plein, les conw
ditions de la proposition 73 ne sont que nécessaires (mais pas suffisantes en
général)e Ainsi lorsque (E , ®) colincide avec un hypertas de la forme (D, ®),
ces conditions se traduisent pour un complexe A de D, ainsi s

Xu=auwl, a€lA —=> x€Ad; xued sy au€A, a€E => xed.

I1 est bien connu que ces conditions ne sont pas suffisantes, en général pour que
&L soit une classe modulo une équivalence simplifiable & droitee

Notationse =~ (E , ®) étant un hypertas quelconque, dont A est un complexe,
nous posons : p = plus fin &lément de 5} s P, = plus fin élément de 5; lais=-
sant 4 indivisible. (Rappelons que P, Ppeut 8tre obtenu par un processus dénom-
brablee )

PROPOSITION 74 = Une condition nécessaire pour que A soit une classe ' modulo
une équivalence quasi fortement régulitre de (E, ©) est que 1'on ait : 4
saturé modulo p 3

OA!A => @AE’A,V o€ @ .
Cette condition n'est pas suffisante en générals Une condition nécessaire et suf-

fisante pour que L soit une classe modulo une équivelence quasi fortement
réguliere de (E , ®) est que L soit saturé modulo Py
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Remarquese = Cette proposition s'applique aux cas d'équivalences réguliéres,
simplifiables, définies dans un demimgroupe D , ou un groupoide G , ou un demi-
hypergroupe H (3 condition de remplacer dans ce dernier cas la régularité par
la régularité forte)s

Malheureusement la condition nécessaire et suffisante de la proposition 74 n'est

guére maniable.

P. GRILIET a donné une condition nécessaire et suffisante pour que dans un demi-
groupe D , un complexe 4 soit une classe modulo une équivalence réguliére et

simplifiables

J'ai moi~mBme donné une condition qui différe d'une part de celle donnée par
P, GRILIET, d'autre part de celle de la proposition 74 (qui englobe des cas plus

généraux) «

PROPOSITION 754 = Soit A& wun complexe de E , classe modulo une équivalence
P quasi fortement réguliére dans (E , @) . L'ensemble des équivalences quasi
fortement régulidres de (E , ®) , dont A& est une classe, est stable par interw-
section ;3 son plus fin élément est Py e

be Cas des équivalences fortement réguliéres. = Le probléme se simplifie consie

dérablement icie

Soit (E, ®) un hypertas ; nous supposons que ! est non vides Soit A un
complexe de E « Nous désignons par p;, le plus fin élément de 3; qui laisse
A indivisible.

PROPOSITION 76e = Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

- A est une classe modulo une équivalence fortement régulidre.

- A est une classe modulo une équivalence quasi fortement régulidre s il
existe une équivalence fortement réguliére qui sature A .

~ P, est fortement réguliére, p, sature A .

Lorsque 1'une de ces conditions est réalisée, P, est le plus fin élément de

3; qui admet A comme classee

FROPOSITION 77 - Lorsque A est une classe modulo une équivalence fortement
réguliére, 1'ensemble des équivalences fortement régulidres qui admettent A comme
classe est stable par les opérations n et U o
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Le théoréme suivant permet de donner un critdre assez maniable pour qu'un come
blexe A soit une classe modulo une équivalence fortement régulidre, et de plus
fournit 1'élément le plus grossier de 25’;[ qui admet A pour classees

3
THEOREME 78+ = Pour qu'un complexe 4 soit une classe modulo une édquivalence
fortement réguliére, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
réalisées s
Ox A => xCh, V 0€p, x€B ,
Oh [ A => QLS A .
Va,belh, 00 Cﬁ:@ulE), se€ec.a, tedd, ep ,
on a
Os=0 <=> ot=40.
Dans ce cas; soit R 1'équivalence suivante 3
xECh <= OyShL V 0l
X Ry <=> _
0@, sex, tedy, e®d => 3 OMs=f << Mt=p
R e 5;" 3 L est une classe modulo R « De plus R est le plus grossier élément

de 3;:'. dont L est une classe.

Démonstratione - Il est clair que les conditions sont nécessaires pour que &

soit une classe modulo une équivalence fortement réguliéree Supposonsw=les réam
lisées, et considérons 1'équivalence R définie dans 1'énoncé du théoréme. Mone
trons que R € 3:'([ e On a d'abord RS O . D'autre part, montrons que R € gz’c .
Supposons que 1'on ait ¢+ x Ry, soient ue®x, ved (9e0) .« 0na

Ou=f <=> Ov=p, V O €0 ,
En outre, 9'u C A avec
OMug f = 00 fh = 00xSh = 00ySh = O'vC&L.
On a donc dans tous les cas
Of'ul b <= 0o'vS i,

D'autre part soient ' e®, seO'u, teO'v, O"c@ j; supposons
O"s £ P.0na

g €0'ox, teooy ;

donc, puisque xRy, onas O™ £ 0« On a donc R e 8" .
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On vérifie aisément d'autre part que A est une classe modulo R
Enfin, soit Z € 87, avec A, classe modulo % « Montrons que Z & R e
xZy, et xS h => OyC L (car 0x % Oy, k‘JxEOy).
De plus
XTIy, 8€X, tely (0e0), e, Os#f
=> st => Ot#£fP (puisque *S0),
Ce Qo Fo De

COROLLAIRE 78ele = Soit D un demimgroupe avec unité & droite et dont R est
1'équivalence de Green & droitee Soit /L wun complexe de D « Pour que L soit
une classe modulo une équivalence simplifiable & geuche plus fine que & , il
faut et il suffit que 1l'on ait

ua=ub, a€ld => beEAL
na€el, ubel, a€el => bel
V a,bel onaz:
a=3x , b=xt, xeD" (demiwgroupe D auquel on adjoint une unité)

==> sRt .

ce Equivalences réguliéres.

PROPOSITION 79 = Une condition nécessaire pour qu'un complexe 4 d'un hyper-
tes (E, ®) soit une classe modulo un élément de Sr est que 1l'on ait ¢

GaIA, aEA=> GbIA,VbeA
®aCh, aceh => OL S L,

Remarquons que 1'on peut appliquer cette proposition au cas ou © = {o} g ou O
est la fermeture associde & une équivalence R définie sur E « On a

COROLLAIRE 79.le = Soit E un ensemble, dont R est une équivalence, et 4
un complexes Pour que L soit une classe modulo une équivalence qui permute
avec R il faut et il suffit que chaque fois que 4 contient une classe modulo®,
L soit saturé modulo R .

Démonstrations = Montrons le fait que la condition soit aussi suffisante. Tout
d'abord supposons que L soit saturé modulo R o Soit 1'équivalence p définie
par la partition L et Ch o Je dis que p permute avec R, car
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xRu, upy => si ued, xeh, etsl ueCh, xecCh .

Supposons maintenant que A ne contienne aucune classe modulo R« Soit p
1!'équivalence admettent L pour classe définie ainsi ¢ L en est une classe,
S(L) = & en est une classe ( S(L) désigne le saturé de L modulo R ), p coin-

cide avec R sur le complément de S(L)
Montrons que p permute avec R e
XxXRu, upy entraine qu'il existe x' awvee xpx', x' Ry, comme on le
voit en examinant les différentes possibilités
uRy => xRy, etece
uneh, yei, X €L => xpy, etce
wehy, yeh, xfgL => 3 x* gL ,avec x* Rye«mas xpx', ctce
ueSAh) =4y, yeS(l)wh, xel => 3 acks yRa,ona: xpa,
a Ry, etce
uesS(h) =L, yeS(h) =L, xeS(L) =L => xpy, ctce
Ce Qe Fo Do

THEOREME 80+ - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un complexe A
d'un hypertas (E , ®) soit une classe modulo un élément de 5. est que 4
soit indivisible modulo le plus grossier élément de ﬁr contenu dans 1'équi-
valence définie par L et CA o

Dand ces conditions, 1'ensemble des équivalences réguliéres ayant L pour
classe est stable pour 1'opération u, et a pour plus grossier élément, le plus
grossier élément de igr contenu dans 1'équivalence définie par L et Ok »

Iorsque O(x) est fini quels que soient O e ® s x €E, cette derniére équi-
valence est égale & R, o1 R; est 1'équivalence définie par L et Ch,
n

Rl?.ﬁz.?,-.o?,ﬂn?.u., X{Rn-l-ly:-> OXRHQV" V 9 ® .

De plus 1'ensemble des équivalences régulidres de E , admettant L pour classe,
posséde des éléments minimauxe

La démonstration de ce théoréme est évidente ; elle découle en partie de résul-
tats déja établis lors de 1'étude des équivalences régulidres d'un hypertas.

6e Complexes particuliers dans un hypertas (E, 0)

Dans ce paragraphe, (E , ®) désigne un hypertas, dont (E, ®') est 1'hyper-
tas inverse.
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Aprés une étude préliminaire d'une notion d* équivelence due & LJAFPIN, applice-
ble & plusieurs chapitres de notre étude, nous consacrons ce paragraphe & 1'étude
sommaire (car au fond déja entreprise en théorie des demi=hypergroupes) des come

plexes particuliers d'un hypertass

L+ Equivalence de Liapin.

Définitione = Soit E un ensemble abstrait, dont L est une famille complexes
On peut définir dans E une équivalence notée R ainsi 3
x Ry <=> (V Ael, xeh<=> yekl).

On peut remarquer que R n'est pas modifiée si on remplace L par la n-famille
de Moore engendrée par L « Donc on peut aupposer que L est une n-famille de

Moore. Nous noterons © la ferme“ure de Moore associde & L .

PROPOSITION 81,
b'd (RI, vy <=> & =0y ;
si X est une classe modulo R , on a

Xec N o .
xeX

PROPGSITION 82« ~ Les conditions suivantes sont équivalentes 3

ae la classe de x modulo (RL est Ox .

be x€ 0y <==> y€ X »

De plus si L el =s CLeL, L vérifie les conditions (a) et (b), est
u-stable, et on a

o)y = U &, V LSE,
xeﬂ

De plus les éléments de L minimaux sont ceux de la forme O(x) «

Définition. = Soient L€ L, B€L . Ondira que & et B sont des éléments
de L voisins lorsque

AcBy 4 CcB, CEL = L=2C.

’ N

THEOREME 83 (LJAPIN)e = Soit L une famille de complexes de E , u=-stable, et
n=stable. Les classes modulo R ~sont les éléments de L minimaux, et les dif=-
férences ensemblistes B~ L , oi L et B sont des éléments de L voisins.

L' équivalence ®; intervient dans de nombreuses questions d'algébre 3 Lorsque

L est la famille des complexes assoclatifs d'un groupoide, RL est la plus fine



10=23

dquivalence associative de groupoides Lorsque L est la famille des idéaux &
droite d'un demi-groupe D, R est 1'équivalence de Green & droite, R« ( L
étant alors u-stable et n-stable, le théoréme 83 fournit les classes modulo R
Ce dernier exemple peut 8tre généralisé au cas ou H est un demi-~hypergroupe, et
L est la famille des idéaux & droite de H .) Nous verrons dans la suite de cet

exposé d'autres applications de cette notione

B. Idéaux et parties consistantes d'un hypertas (E , ®) .

Définitionse = Un complexe L de E est un idéal (respectivement un idéal de

premiére espéce de E ) si on a
OASL, V 00 (respectivement ¢ % Y L, V 0 €0),

Un complexe L de E est consistant (respectivement consistant de premiére

espéce) si on a
xf L = x€h, V 0@, x€E
(respectivement : & S 4L => x€L, V 0€®0, x€E),.

On vérifie aisément que pour qu'un complexe L de E, non égalda E , soit un
idéal, (resp. un idéal de premidre espéce), il faut et il suffit que CL soit

consistant (respe consistant de premidre espéce)e

D'autre part, on vérifie aisément que les familles des idéaux de (E , 0) , et
des complexes consistants de (E N ®) amguelles on adjoint la partie vide p sont
N~stables, et U=~stablese

FROPGSITION 84+ « Soit (E , ®') 1'hypertas inverse de (E, ®) o« 4L estun
idéal de (E , @) si et sculement si A est consistant dans (E , 0') .
Remarquess «~ L'analogue de 1'équivalence de Green est 1'équivalence
Xgy <> x€0%, ye€ & avec Oe0 .

On a une construction unique de la fermeture de Moore pour les idéaux, et les
complexes consistantse

Ce Complexes nets, complexes générateurse

Définition. = Soit L un complexe de E « On pose
WA‘:{X: ’A°®°.x=ﬁ}, Wh:{xs L e x= g},

On vérifie iimédiatement que W, est un idéal de (E , ®) , appelé résidu de & «
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D'autre part, on pose

E®
est une partie consistante de &

=0 = Q4L »

VA

L est dit net (respectivement net de premiére espéce) si on a W, = B
(respectivement W= B )

A est dit un complexe générateur de (E , ®) si Vt =p y autrement dit si
E= ®A (une telle notion se traduity si D est un demi~groupe, par des relam

tions de la forme @

selon que 1'on considére les hypertas (D, £) , (D, R) , (D, M ) (7)°

FROPOSITION 87c = Pour que & soit net dans (E, ®) , il feut et il suffit
que L soit un complexe générateur de (E , @) .

Cette proposition permet donc d'insérer la question de la netteté dans la théo-
rie de 1'indépendances

I1 est & noter que la notion de netteté de premiére espéce peut 8tre appliquée
aux demi-groupes, comme le montre la proposition suivente g

~ PROPGSITION 860 = Soit D wun demi=groupe dont L est un complexee Soit N le
demi~groupe engendré par les applications multivoques de D de la forme
x+(m, xv) (u et v sont deux éléments quelconques de D )e Pour que L
soit un complexe net de D , il faut et il suffit que A soit net de premiére
espéce dans 1'hypertas (D, %) -

Démonstration. - Notons (pu’ v 1'application x + (ux 4 xv) « Si L est net
dens D, il existe u €D, veD telsque wxe kb, xvelh, doncona

Pv(®) S 4.

Inversement si /L est net de premiére espdce dans (D, 7) , il existe des

applications ¢ telles que ¢

vy ? P vy U0 Puvy

© ses 0@ ’v(x)Efx.

P

On a alors @
111 '..unxefk’ le ...vneAD

7 , . R
() on peut également introduire cette notion dans un demimhypergroupe, ou dens
un groupoideo
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donc A est net dans D o Ainsi les notions de netteté, et de netteté de prems
miére espéce dans un hypertas (E , ®) expliquent la différence, et 1'analogie,
entre les notions de netteté d'un cBté, et de netteté dans un demi~groupe. Bien
entendu, on doit s'attendre & ce que la notion de netteté de premiére espece soit
malaisée & étudier dans un hypertas. Au contraire, comme nous le verrons, la

notion de netteté peut facilement &tre étudide.

Co Complexes forts complexes présentse

Définitions. = Un complexe A de E est dit fort si on a3
Aa’oX A.‘o = A e, X:A.‘ .
gr LA gy 0 0" 7
Soit A un complexe de E « Nous posons s

XPpy <=> (xcehA <= yecOA,V 0€0) <= X.(D.'.A=y.c;‘)'A’

Un complexe A de E est dit présent si, pour tout © €0 , O(A) est indivi-

sible modulo p, , autrement dit si on a 3

Xu‘oAI "oA:.’..">X.‘oA= *ve A .
® y&) ® y(D

PROPGSITION 87o = Soit A wun complexe de E , différent de E « Pour que A
soit fort dans (E , ©) , il faut et il suffit que A soit présent dans (B s 0N

La démonstration de cette proposition utilise le fait que 1'on a

X'Q'o A::A.°0X .
0! 0]

Complexes présents d'un demi-groupe ou d'un groupes = Soit D un demi-groupe,

dont A est un complexe. A est présent & droite si on a g

xe€uhnvh, y€uh => yevh.

On vérifie aisément que si D est un groupe, A est présent & droite si et seu-
lement si AA"l A G A . En particulier les complexes d'un groupe, présents & droite
contenant 1'unité sont les sous~groupes du groupe (les complexes réduits & un
point sont aussi présents 3 droite).

Définition. - Un complexe A de (E, ®) est dit fort de premiére espéce si
on a

A .o X I A .0 y = A .o x= A .0 Y e
® ® ® 0
A est dit présent de premidre espéce, si V 0e 0, E -~ O(A) est soit vide,

soit indivisible modulo p, e
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On vérifie aisément que la famille des complexes forts de premiére espéce est
une n-famille de Moores Lorsque O(x) est fini V 0e®, x €E, on peut
construire la fermeture de Moore associée & cette famille & 1'aide d'un processus
dénombrables

PROPCSITION 88e = Pour qu'un complexe A de E, #E, soit fort de premiére
espéce dans (E , ©) , il faut et il suffit que E = A soit présent de premidre

espéce dans (E , 0') «

Complexes présents de premiére espéce d'un groupe G « = Soit G wun groupe,
et soit A4 un complexece On dit que /A est présent de premidre espdce, & droite,

siona
x¢u, yédul, xevh = yevh

On montre aisément que les complexes présents de premiére espéce, & droite, qui
ne contiennent pas l'unité de G, sont les complémentaires des sous=groupes

(& noter qu'il y a d'autres complexes présents de premiére espsce & droite, par
exemple les ensembles qui sont complémentaires d'un point de G ).

COROLLAIRE 88els ~ L'ensemble des complexes présents de premidre espéce de
(E, ®) , auquel on ajoute E , est une famille umstablee

De Complexes completse.

Définitions. - Un complexe 4 de E est complet si on a
Ox I Lh = XS4

(lorsque (E , @) est plein, ceci équiveut & dire que 1'on a L '(D'_o x=4 (;;. X,
V x €E )e Un complexe A de E est dit simplifiant si

OL §{ O(x) => x€4 ,
FROPOSITION 89« = Pour qu'un complexe 4 de E, #E, soit complet dans
(E, ®) il faut et il suffit qu'il soit simplifiant dans (E , 0') .

On vérifie aisément que la famille des complexes complets de (B, 0,2
laquelle on adjoint la partie vide #, est nestable, U-stable, et stable par
complémentaritde

I1 en est bien entendu, de mBme de la famille des complexes simplifiants de 4 .
Remargues. - On déterminera facilement la fermeture de Ibore associde & la

n~famille de lMoore des complexes complets; donc aussi & la n~famille de Moore
des complexes simplifiants.
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Nous avons rencontré la notion de complexes complets lors de 1'étude des demiw
hypergroupese.
Si R est une équivalence quasi fortement régulidre de (E , @) , toute classe

modulo R est un complexe complete De mlme, si R est une équivalence simpli=
fiable de (E , @) , toute classe modulo R , est un complexe simplifiante

Soit A un complexe complet de (E, ®) « Supposons (E, ) pleine Soit
A S 0 .0n a

I‘a.'o A= L ..A .
® @

Si cette partie est non vide, c'est un complexe complet de (E, 0)

Une application de la théorie de Ljapine

PROPOSITION 90e = Soit (E , ®) wun hypertes, tel que x €O , V Oe® o
Soit € la femille des complexes complets de (E , 0) o ®. est la plus fine
équivalence fortement régulidre de (B sy @) o De mlme si S est la famille des
complexes simplifiants de (E , 0) , Ry est la plus fine équivelence simpli-
fiable de (E , 0) .

Ceci dit, nous allons généraliser le procédé utilisé dans la premiére partie de
1'exposé, pour déterminer la plus fine équivalence associative d'un groupofdee

Soit (E ’ ) un hypertas plein ; soient 631 et @2 deux demi=groupes de ®
poasédant les propriétés suivantes ¢

ae O est engendré par By uly o

be Les éléments de 03,2 sont univoquese

Ce Ge(Dl,er-_-.-_->erx.
d.VOle(Dl,OzE(Dz,ona 02001501062.
Nous poserons

C = famille des complexes complets de (E ’ ®1) s et de la partie vide .

LEMME
hec, Oe®2 => L 0ecC.
Y _
En effet solent xeE, 0'c 0, tels que O'x [ L +" 0 . S0it ue O'x Nk "0

@ @
na Gued, donec 9'x | &, donc O'0x | 4 s Puisque 09'x g O'Ox + Posons

Yy=0xe Ona Oy] L, dnec 9y S 4L . Par suite on a
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oo'x S 4, done G'xQA.@'O.

THEOREME 91. = La plus fine dquivalence fortement régulidre de (E , 0,) est

égale & R, « De plus R, est fortement régulidre dans (E, 0) »

Démonstratione - Il suffit d'établir que R. est fortement réguliére dans
(E,®) o Or © étant engendré par @, u O, 5 il suffit de montrer que @

Or O(x)eh,avec LeC => xekh*O0¢Mais L4"0€cC 4 Donc on a
® ®

yEA .‘ﬂ, soit Gyefs’ etce
®

Remerquess ~ Si G est un groupoide dont O est la fermeture associative, et
si on pose 0, = demi-groupe engendré par les translations 2 gauche et 3 droite
de G, ® = {0}, ®= demimgroupe engendré par ®,u®, , l'hypertas (G, Q)
vérifie bien les conditions imposées dans 1'étude précédentes Bien entendu la
famille C , n'est autre que la famille des complexes associatifs du groupoide
G o La régularité fovte dans (G, ® J.) d'une équivelence définie sur G, se
traduit par le fait qu'elle est associativee Nous retrouvons ainsi un thdoreme
déjd établi.

On peut imposer que (E ’ (D)/(R(3 soit un tas vérifiant certaines propriétés,
tout comme on 1'a fait pour un groupoide.

7e Equivalences principslese

Le Théorie générale.

Définition. = 4 étant un complexe fort d'un hypertas (E, ®) , on pose

XRy «=> A ex=4" .y,
® ®

‘RA s'appelle équivalence pripcipale associde & 4 e

PROPGSITION 9R¢ = WA est une classe modulo Ry 3 R, est simplifiable sur
E e W, + De plus |
xRy, 0€0 => (O nCW) &, {0y nCW,) .
En particulier quand W=p, R, est régulidres

Remarque. = Si (E, @) est plein, et W, complet, R, est régulidre.
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PROPCSITION 93+ = Soit & un complexe forte Soit X une classe modulo R, , #W,e
X est fort, R S® , W, S¥W , R et Ry colncident sur E= W »Siona
de plus, AS X, alors W =W , & = R «

Définitione = Un complexe 4 , fort, est dit parfait, si on a :

XGA, yGA =>I3.‘OXIA.’DY'
| ® ®

Si A est un complexe parfait, on peut le plonger dans une classe UA modulo RA ’
£ WA « On peut alors appliquer la proposition 93 & cette situationes Nous ne cite=
rons pas la proposition & lagrelle on aboutite

PROPDSITION %4. ~ Soit ® une équivalence réguliére de (E, @) , dont A est
une classe on a RS R o Side plus R est simplifiable, 4L est fort, et R
coincide avec R, sur E=W o

Définition. =~ Soit (E , ®) un hypertase. On dit que (E, ®) posséde un noyau
si E contient des éléments netss Le noyau de (E, ®) est 1'ensemble de ces
éléments nets. On vérifie aimément que c'est un idéal minimumre

Remarque. - Par passage & 1'hypertas inverse, la notion de noyeu se transforme
en une autre notion g nous dirons qu'un hypertas (E , ®) posséde des éléments
générateurs si il existe un élément x € E tel que E= ox »

L'ensemble de ces x est une partie consistante minimume Nous reviendrons plus
loin & ces notions ; disons seulement qu'elles permettent 1'étude des éléments

zéroides d'un demi-groupe D , ainsi que des éléments inversibles au sens de
LIILPINO

PROPCSITION 95.

8. Soit 4 un complexe net, fort, parfaite ‘RA est simplifiables L'hypertas
(E, 0)/ R, est injectif, et posséde un noyau.

by

be Soit (E' , ®') wun hypertas & noyau, injectif, imege homomorphe de 1'hyper-
tas (E, ®) « Soit R 1'équivalence associde & 1'homomorphisme en questione On
afR = @‘ » O A est un complexe fort, net, parfait de E a

Définitionss =~ Un hypertas (E , 0) est transitif si chacun de ses &léments
est net-

Un complexe A de (E, @) est dit fortement net si on a
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Vx,yeE, 3 0, 0,€0 telsquoe Ox f A, 00, y]A (8) .
Notons qu'un complexe A net, vérifiant la condition
9o Ox A => O oc0x]A,

est fortement net si (E , ©) est plein.

PROPCSITION 96.

e Soit A un complexe fort, fortement net d'un hypertas (E , ®) o Dans ces
conditions, 1'hypertas (E, 0)/R, est transitif et injectife

be Soit (E' , ®') un hypertas, image homomorphe de 1'hypertas (E, @) ,
injectif et transitife Alors, toute classe A modulo 1'équivalence d'homomorphisme
R est fort et fortement net, et on a R =R,

Etudions maintenant la question des tas homomorphes.

PROPOSITION 97. =~ Soit (E , ®) un hypertas pleine Soit 4 un complexe com-
plet d¢ E » R, est une équivalence fortement réguliére de (E , ®) «

PROPOSITION 98+ ~ Soit (E , ®) un hypertas plein.

ae Soit A un complexe de E , net, fort, parfait, complete Alors (E, 0)/®,
est un tas injectif, avec noyau.

be Soit (E' , @') un tas injectif avec noyam, image homomorphs de (E , ®)
L'équivalence d'homomorphisme R est égale & R, , o 4 est un complexe fort,
net, parfait, complet.

PROPBITION 99¢ =~ Soit (E , ®) un hypertas pleine

as Soit A un complexe de E , fort, complet, fortement nete Alors (E , 0)/®),
est un tas injectif et transitif.

be Soit (E' , ') un tas injectif et transitif homomorphe & (E , 0) o Soit
A une classe quelconque modulo 1'équivalence d'homomorphisme R « A est fort,
complet, fortement net, et on & R= Ry o

Be Application de la théorie généralee

Nous allons appliquer les résultats établis en (A) au cas ou (E, ©) est
1'hypertas inverse d'un hypertas (D, £ ( D demimgroupe quelconque), c'estm
d~dire est égal a (D, 2') .

(%) Cette notion a été introduite par Re DESQ. Pe GRILIET 1'a appliquée le
premier & 1'étude des tas.
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Bien entendu, on pourrait également étudier les cas ou (E , ®) est égal 2
(D, ®) ou (D, M) ou (H, ®) etce ( H demi=hypergroupe)e.

Les propositions que nous allons énoncer ne sont donc en aucune fagon nouvelles:
elles sont la traduction des propositions établies en (A), lorsque (E , @)=(D, £f).
Définitione « Soit A un complexe d'un demimgroupe D s Présent & droites Nous

définissons une équivalence p, sur D, ainsi s
xpyv <= (V uedD, xecuvh <=> yecul).
Nous posons

VA:‘.'D-DAO

FROPGSITION 100s = V, est une classe modulo Py 3
us Py, s€DA = 3 teD, y=ut, SPt.
De plus
spty seDh, te€DA => us pput, YV uebd,
En particulier, si V, = #, p, est régulidre & gauche.
Cette proposition est une traduction de la proposition 92.
PROPCGSITION 10le = Soit A présent & droite dans D s s0it X wune classe Py s

distincte de Vj « X est présent & droite dans D, p, Spy, DKS DA, Py
et py coincident sur DX « Enfinsi ASX, ona

pA=pX’ DA:DX.

Cette proposition est une traduction de la proposition 93.

Définitions = Soit A présent 3 droite dans D » Nous dirons que A est bien
& droite si

Vxekh, yedh, 3 ueD, xeu., yeuk

(cette condition est toujours réalisée lorsque D posséde une unité 2 gauche) o

Remarque. =~ Si A est bien 2 droite, on peut plonger A dans une classe
modulo p . qui est aussi bien 3 droite. On peut appliquer & cette situation la
Proposition 101,

FROPOSITION 1R+ = Soit ® une équivalence définie sur D s telle que
us Ry => 3 teD, tel que y=ubt, s Rt.Soit & une classe modulo R «
Ona RG Py »Si R est régulidre 2 gauche, L est présent 3 droite et on a
R= py sur Dh .
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Cette proposition est la traduction de la proposition 94.

PROPCSITION 103,

ae Soit A un complexe de D o Si Au=uhk, V u€bdD, ona
Pp= 4P (o xpy <> (xebu <=> yedu, YV uel.

Si de plus D est un groupe G, et si p, = ;p, ona iu=ub, YV ueDo.

be Soit A wun complexe présent de D (c'est-a-dire présent & gauche et a
droite)s Pour que 1'on ait p i = P » 1l faut et il suffit que tout complexe Au
soit contenu dans un complexe VA , que tout complexe uA soit contenu dans un

complexe Av o
PROPCSITION 104-
as Soit 4 un complexe de D possédant les propriétés suivantes ¢
= Pp=gP=re
- L est présent dans D .
- = DA= AD
-~ A est bien & droiteo

hlors p est une équivalence régulidre, et D/p posséde un élément bilatére-
ment inversible au sens de LJAPIN (9) o De plus 1'homomorphisme canonique ¢ de
D sur D/p vérifie les corditions suivantes @

pus = px => 3 te€Ds: x=ut, ¢ps=¢t.
psu=0x => 3 t'e€eD: x=t'u, ¢s=ot'.

bs Réciproquement, soit ¢ un homomorphisme de D sur D' , vérifiant les deux
conditions énoncées plus haut. Supposons que D' posséde unélément a' bilatére-
ment inversible au sens de IJAPIN. Soit 4 = (p”l(a') e On a

o(x) = 9(y) <> xpp 7 <=> xppvy.
De plus & est présent, bien & droite, et ona D= DA = LD .

Cette proposition traduit la proposition 95.

PROPOSITICN 105e = Soit D wun demi=groupe possédant un complexe 4 ayant les
propriétés suivantes @

(9) Si D est un demi-groupe, un élément a de B est bilatérement inversim
ble au sens de LJAPIN si D= DA = AD . a est inversible & droite au sens de
LJAPIN si ona D= aD
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A est présent dans D,
PL=(P="P-
Vx,yeD, 3 u,v,u ,v': xeu, yewh, xelu , yehiu'v .

Dans ces conditions D est un groupe, 4 en est un sous-groupe distingué, P

colncide avec 1'équivalence canoniquement associde & 4 o

Cette proposition découle de la proposition 96.

8e Caractérisation de certains hypertas, & 1'aide de lcurs complexes, ou de leurs

équivalenceso

Rappel des théorémes de Thierrin. — THIERRIN a démontré dens sa thése les deux

théorémes suivants 3

THﬁORﬁME. = Soit S un semi-groupe dans lequel les équivalences réguliéres a
droite sont simplifiables & droites Alors S est un groupe.

THﬁORﬁMEo = Soit S un scmimgroupe dans lequel les équivalences simplifiables
4 droite sont réguliéres a droite. Alors S est un groupes

Nous allons généraliser ces théorémes aux tas, les faire découler d'un théoréme
plus général, lequel fournira un nouveau critérc pour qu'un scmiegroupe soit un
groupe. D!autre part, la considération de 1'hypertas inverse permettra d'inter-
préter ces résultatse

Notations et conventionss = Soit (E , ®) un pscudo-tas (rappelons que cela
singifie que ©(x) a au plus un seul élément V O€ O0, x € E ) Nous poserons

58 = ensemble des équivalences simplifiablese 3}}: ensemble des équivalences
quasi fortement régulidres. Nous noterons (E , ®') 1'hypertas inverse de
(E, 0 . ' '

Conventione — ILorsque nous dirons que ® est un groupe, cela signifiera en fait
que ® est un groupe d'élément unité 1E s lE étant 1'application identique de
E.

Définitione = Deux complexes d'un ensemble & sont dits comparasbles si 1'un
est contenu dans 1'autre.
L)
THEOREME 106. - Soit (E , ®) wun quasi tas, tel que ® soit un groupe.
Alors (E, @) estuntas, etona V 0e0, o"‘l=®r.
On a (E,@):(E,@')c
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On a également s; =8, ,etilya identité entre les idéaux et les parties
consistantes de (E , ®) , les complexes nets et les complexes générateurs de
(E, ®) , les complexes forts, et les complexes présents de (B , 0)

Nous allons domner différentes réciproques de ce théorémes
THEOREME 107, - Soit (E , 6) un hypertes injectif, plein, vérifiant la come
dition suivante
xjox = 0=0", VOen, e 0.

Dans ces conditions pour que ® soit un groupe, il suffit que 1'une des condi-
tions suivantes soit réalisée s

- Toute partie consistante de (E , ®) est un idéale
- Tout idéal de (E , @) est consistants

Dens ce cas (E , ®) est un tase

Démonstrations - On vérifie aisément, compte tenu que le complémentaire d'une

partie consistante de (E , ®) est un idéal, que les deux conditions dcrites
sont équivalentese Supposons~les vérifides. Soit

L= U O(X)
G0

xeB
L est un idéal de (E , ®) , donc est consistante Mais

x € B = OXSA => XEA .
On a E:Ao

Soit alors x € E, et soit W le résidu de x , supposé non vide 3 c'est
alors un idéal de (E , @) , donc une partie consistantee On peut supposer
x € O'y . Je dis que xﬁ'Wx; en effet xe W => 0'y] W, => yeW ,ce
qui est contradictoire avec la condition x € O'y

Donc 3 0€@, vérifiant Ox ® x « On peut alors derire 0o &2 &, par
suite on & 0 ° 0= O (en vertu des hypothéses faites sur (E s ®) )e Soit
Yy€EE«Omas 009 = Oy « Par suite 9 = y o Donc 0= 1 »
D'autre part on peut remarquer que 1'on a

g Swp— '
xewy => yeW , car y¢'Wx => 3 Fen: Oysx

ce qui entraine Oty Wy p S0it y e Wy » ce qui est impossible comme nous venons
de le voire
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Soit G e®, ueO® xoMmas x¢W , ot par suite u g W_e Donc il existe

0,€0 telque ,usxe0na O, o9 x 2x, et il en résulte immédiatement

que 02 °© 0, = 1E e On vérifie aisément que 0 o 02 = 1E o« Done ® est un groupes
I1 en résulte que (E , @) est un tas, car

ued x, ved x => Ou=0,v=x => u=v.
Ol est univoques
Ce Qe Fo De
COROLLAIRE 107sle = Soit (E , ®) wun quasi tas vérifiant les conditions suie

vantes ¢

ox ] 0'x = 0=0', V 9en, oco',

Voed , 9(E)=E., .

Toute partie consistante de (E , @) est un idéal .

Alors © est un groups, et (E , ®) un tas.

Démonstrations. = IL n'y a qu'a considérer 1'hypertas inverse de (E y ) 5 et

appliquer le théoréme 107.
COROLLAIRE 107¢2s = Soit D wun semimgroupe. Pour que D soit un groupe, il
faut et il suffit que 1l'une des conditions suivantes soit réalisée s

~ Tout idéal & droite de D s 3 ; est consistant & gauche (c'estmd~dire véri-
fie wwved => ueyg).

~ Toute partie consistante & gauche de D est un iddal & droites

COROLLAIRE 1073 = Soit D wun demi~groupe, simple & droite, simplifiable &
droite, et tel que tout iddal 3 gauche soit consistant & droitee D est alors
un groupes

COROLLAIRE 107646 = Soit D un demi-groupe vérifiant les conditions suiventes s

uxv=uwxv => uyv=u yv s V yeD.
Toute paztic A, telle que DAD S A s Vérifie xvekh => xed.
L'une des deux conditions suivantes uch; = BIY‘V' => X=7v .

Alors il existe ae€D, beD tels que axb=x, V xe D« De plus,
VueD, v eD, ilexiste u' , v' tels que

wxvtv= v = x, V xeDo



10-36

Passons maintenant & des théorémes généralisant ceux de THIERRIN,

TH&OR?E:ME 108e = Soit (E , ®) un hypertas plein vérifiant les conditions suie=

vantes
x[0x = 0= 0

xf 0y = x=y
5. S8, (toute équivalence fortement régulidre est simplifiable).
Alors ® est un groupe, et (E , ®) est un tas.

Démonstration. « Montrons que tout idéal 4L de (E, @) est consistante Soit
A un idéel de (E , ®) . Nous définissons une équivalence R fortement régu-

liére de la fagon suivante 3
X,y€4h

XRy <=> ,
XﬁAp YﬁlAgx:y.

I1 est clair que R 65_;? s donc R € 38 .
Supposons alors que a €0x nkh . Soit a'€ Oa, a' €cho Ona a R a,

donc xR &, donc x ©4h o Donc 4 est consistent, etce

.
THEORRME 109 = Soit (E , ®) un hypertas plein vérifiant les conditions suie
vantes
(9}{ I @'x f—p-3 V] = @'

ox [ oy => x=y
C at
53 & 51,
Alors (E , 0) est un tas, et ©® est un groupe.

Démonstration. - Nous allons &tablir que tout complexe consistant de (E ®)

est un idéal. Nous supposerons que ® # {1 },carsi 0= {1z}, i1 n'y a rien
a4 démontrers

Montrons d‘abord que 1‘on a

E= U O(x)
=)
Oflg
xeBb
Pour cela nous raisonnons per 1'absurde. Soit u ¢ O(x) s V O 1., xeE.
Soit O # lgp s soit v e Ou » Nous définissons une équivalence R, qu::. est
1'égalité sur E = {u, v} et qui vérifie u R v « On vérifie alsement que

R eS8 , done que (Re%;‘o On a donc
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ulRv => OuTROv .

On vérifie aisément que cela est en contradiction avec 1'hypothése u ¢ ’
V 04 lE' Dés lors, on voit que V xeE, 3 y;!x, tel que x € Oy « Il en
résulte que tout complexe consistant posséde au moins deux éléments distinctse

Soit 4 un complexe consistant. Nous définissons une équivalence R de la

fagon suivante -
X,yeh

X Ry <
xéL, yg!f&’ X=Y »

On vérifie aisément que R est simplifiable, donc que R € 5] o Ceci dit soient

X€h, yeh avec x£yoma xRy o Soit
uex, veody (9 @) .

Mmha uRveMis uf v, car u=v => x=y - On a done uel, vel.
Par suite @ S 4L o L est un iddals

Ce Qo Fo Do

On déduit tout de suite de ces théorémes ceux dc THIERRIN. Bien entendu,
on a également des applications évidentes de ces théorémes aux demi=hypergroupes,
ainsi quiau cas ot (E, @) = (D, MW , D demiegroupe; M demim-groupe engendré
par R et £ o

Remarque. = Il est peut 8tre possible de donner d°autres critéres pour qu'un
demi=groupe soit un groupe, par exemple en identifiant les complexes nets, et les
complexes générateurs, ou bien les complexes forts, et les complexes présentse iu
fond, la notion d'hypertas inverse, ot le théoréme 106 constituent le fond de cette
étude.

9¢ Complexes nets minimaux. Généralisation des théorémes de IEFEBVRE,

Dans ce paragraphe, nous généralisons aux hypertas les théorémes de IEFEBVRE
concernant les complexes nets minimaux, puis en utilisant la notion d' hypertas ine
versey; nous donnons des résultats nouveaux applicables aux demisgroupese

&+ Complexes nets minimaux.

L4 )
THEOREME 110,

ac Soit K un complexe net d'un hypertas (B s ®) o Pour que K soit net
minimal il faut et il suffit que 1l'on ait

keXK, o0, ok | XK => ok nK= {k} .
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be Soit K un complexe générateur d'un hypertas (E , ®) o Pour que X soit
un complexe générateur minimal, il famt et il suffit que 1'on ait

kekK, 90, kK ek, kedk') => k=k.

COROLLAIRE 110ele = Soit K net minimal dans (E , @) e

V keK, 3 0e® tel que O(k) nK= {k}.

COROLLAIRE 110e2e = Soit K net minimal dans (E , Q) «

keK, 0e0, %kff => 3 0'ens O%knk={k}.

COROLIAIRE 110e3e = Soit K net minimel dans (E , ®) ; soient
On a
’r h)
THEOREME 111,
ae Deux complexes nets minimaux d'un hypertas (E ’ ®) ont le mdme cardinale
bo Deux complexes générateurs minimaux d*un hypertas (E , ®) ont le nfme

cardinale

COROLLAIRE lilele = Soit D wun demi-groupee Soient 4 et B deux complexes
vérifiant D = DL = DB , minimaux pour cette condition (respe D = DALD = DBD ,
minimaux pour cette condition)e &Llors L et B ont le mBme cardinale

On a de mBme une application aux demi=hypergroupese
Remarquese = La deuxiéme partie du théoréme 111 fait penser aux résultats clas-

siques de la théorie de 1'indépendance. Néanmoins des résultats notables existent

comme on le voit aisdments

Soient E un ensemble abstrait, et ® wune équivalence définie sur E (respec-
tivement soit < une relation d'ordre définie sur E )« Posons

x)={yeE, xRy} (respectivement Ox={ye€E, x<y}).

On a 02

de fagon triviale les résultats donnés dans tout ce paragraphee

THEOREME 112

ae Soit (E , ®) un hypertas possédant un complexe net minimale Alors tout

=0 o Soit (E, ®) 1'hypertas associé, ® = {0} « On peut interpréter

complexe net de (E , ®) contient un complexe net minimale
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be Soit (E, ®) un hypertas possédant un complexe générateur minimale Alors
tout complexe générateur contient un complexe générateur minimale

Ce théoréme fournit des applications intéressantes aux demi=~groupes, demi
hypergroupess

Nous considérons maintenant un hypertas (E , ®) qui admet des complexes nets

minimauxe Nous posons ¥ = famille des complexes nets minimaux ; R= Kgﬁ K.

THEOREME 1130 - S1 Ke¥X , ona R=0K.51 KeX, K e¥X, ona
oK = OK' .

Démonstratione ~ On montrera la propriété d!échange suivante

Ket, y€k, 9e®d, xe0y => Koy uxeX.

L)
THEOREME 114,

as Soit KeX, soit ke K, soit 3, 1'idéal engendré par k « On a

k
3, = U ox) .
k™ eep

ak est un idéal minimal,

be Si X est non vide, tout idéal de (E , @) contient un idéal minimale

THEOREME 115 (Réciproque)s =~ Soit (E , ®) wun hypertas vérifiant les condie

tions suivantes :
ae V xeE, 3 0c®: X£Po.

be Tout idéal de (E , ®) contient un idéal minimale Alors (E , ®) posséde
des complexes nets minimaux. Le nombre d'idéaux minimaux de (E , ®) est égal
au cardinal de tout complexe net minimal.

L)
THEOREME 116e = Soit X la réunion des idéaux minimaux de (E , ©) » Si

R= U K est nonvide, ona Z=R e
Ke¥
Nous allons maintenant traduire ces résultats griice & un passage & 1'hypertas

inversees

P, N
THEOREME 117, = Soit (E , ®) wun hypertas tel que

E= U & .
=0
xebk

Pour qu'il existe des complexes générateurs minimeux, il faut et il suffit que
tout complexe consistant contiemne un complexe consistant minimale
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Ie nombre de complexes consistants minimeaux est alors égal au cardinel de tout
complexe générateur minimals Enfin si on pose @

s = réunion des complexes consistants minimaux de (E , ®)

1}

R' = réunion des complexes générateurs minimaixe
Ona = R! o

Ceci dit, compte tenu que le complémentaire d'un complexe consistant, £E ’
est un idéal, on peut transformer 1'énoncé du théoreme 117.

Définitions = On appelle idéal maximal de (B , ®) , tout idéal & égal d E
quand E ne posséde pas d'idéal propre, ou quand E posséde des idéaux propres,
tout idéal propre maximale

THEOREME 118+ = Soit (E , ®) un hypertas tel que
E= U & .

xek

(V=]
Pour qu'il existe des complexes générateurs minimaux, il faut et il suffit que
1'on puisse plonger tout idéal propre de (E , ®) dans un idéal maximale Alors
le nombre d'éléments d'un complexe générateur quelconque est égal au nombre des
idéaux maximauxe De plus on a R' = E = It oy I déaigne 1'intersection des
idéaux maximaux de (E , ®) lorsque (E , ®) posséde des idéaux propres, ou la

partie vide dans le cas contrairee

N

THEOREME 1194 = Soit (E , ®) un hypertase. Pour qu'il existe ue E, tel que
E=Qu, il faut et il suffit qu'il existe un seul idéal maximal, et que tout
idéal de (E, ©) propre soit contenu dans cet idéal maximale

THEOREME 120, = Soit D= D° . Pour qu'il existe we D tel que D= Du
(respe D= DuD ), il faut et il suffit que D ne possdde pas d'idéal & gauche
propre, ou bien qu'il existe un idéal & gauche propre maximum (respe que D ne
posséde pas de partie A propre vérifiant DAD C A s ou qu'il existe une partie
propre vérifiant DAD & A , maximum pour cette propriété)e De plus, 1'ensemble
des u tels que D= Du, est égal au complémentaire de 1'idéal propre maximum,

cua E entier selon le case.

Ce théoréme permet de caractériser les demi~groupes qui possédent des éléments
inversibles d'un c8té au sens de Ljapine Bien entendu lorsque D posséde une
unité, ce théoréme est triviales
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Remarques = On a des énoncés analogues quand on congidére des hypertas associés

4 un demi-hypergroupe, ou & une relation d'ordre.

Be Complexes W minimauxe = Nous ne ferons qu'esquisser 1'exposée

PROPCSITION 121s =~ Soit (E , ®) wun hypertas, dont W wumt un idéale Pour que
W soit résidu d'un complexe de E , il faut et il suffit que 1'on ait
OW "0 =We
®

Pour que W soit résidu d'un complexe de E , disjoint de W, il faut et il
suffit que W 'o; O=We (W est dit fortement large.)

Par passage & 1'hypertas inverse, on & la proposition

PROPOSITION 122+ = Soit (E , ®) un hypertas dont A est un complexe consis-
tant.

Pour qu'il existe un complexe B de E tel que Ew=®B= A il faut et il
suffit que 1'on ait E - A = OW, « Pour qu'il existe un complexe B de E tel
que A=E-®B, AnB=f, il faut et il suffit que 1l'on ait
EwhA=0(E - 4) .

Soit W un idéal fortement large de (E , ®) o Nous posons By = { complexes
de résidu W, disjoint de W , minimaux pour ces conditions}e Un complexe appar—
tenant & ¥yy ©st dit W-minimal.

Définitions ~ Soit W un idéal fortement large de (E , ®) o Soit B =E - W.

Soit ®y 1'ensemble des applications 9 de E,; dans (P(EW) définies ainsi
Oe®, xeB=W Ox)=0xn(E~H.
On montre que (B, , O,) est un hypertas.
(4 )
THEOREME 123« = Soit H un complexe de E ne rencontrant pas W « Pour que
Wy= W, il faut et il suffit que H soit net dans (EW 5 (Dw) .

Ce théoréme reaméne 1'étude des complexes W minimaux 3 1'&tude des complexes
netse On peut alors énoncer des théorémes analogues & ceux de la partie (A)s Nous
ne le ferons pase
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