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Séminaire DUBREIL~FPISOT 19-01
(Algébre et Théorie des nombres)
15¢ année, 1961/62, n°® 19 14 mai 1962

STRUCTURE DES DELI~GROUPES
DONT LE TREILLIS DES SOUS~DEMI-GROUPES EST SEMIMODULAIRE

par liichel EGO

L'ensemble T(D) des sous-deni~groupes d'un demi=groupe D est un treillis pour
la relation d'inclusions Il posséde un élément nul, f , A est 1'intersection n

des ensembles, Vv est différent de la réunion u des ensemblese
’

Dans ce mémoire nous éteblissons quelques conditions nécessaires pour que le
treillis T(D) satisfasse, tantdt & 1'une, tant8t & 1'autre des conditions sui-
vantes

(1) les relations X>XnY et XnYZ P impliquent s X v ¥ >
(2) la relation X>XnY igplique s XvY¥s>TY.

Nous déterminons ensuite des systémes de conditions nécesscires et suffisants pour
que le treillis T(D) soit respectivement semi-modulaire, modulaire et distri-
butif.

Les conditions (1) et (2) sont respectivement équivalentes aux suivantes :

(1') 1'existence d'un sous~treillis de T(D) s isomorphe au treillis %, dont
le diagramme est le suivant @

Ynz
implique soit ¢

Y£YnZ

-
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soit
Ynz=240 o
(2!') 1'existence d'un sous-treillis de T(D) , isomorphe 2 Ty s dmplique :
YAYn2Z o

Rappelons qu'un treillis & est semi~modulaire affaibli s'il posséde un élé-
nent nul, O, et si les relations

O<yaz<x<z<xvy (égalitéss exclues)
impliquent 1l'existence de t tel qu'on ait
yAaz<t<y et x=(xvi)az o
Dans les treillis & élément nul, les relations existant entre les propriétés
ci~-dessus, la semi-modularité, la modularité affaiblie, la modularité et la dis-
° 3 o rd 1 L rd o °
tributivité (7) sont résumées dans le diagramae suivant ¢
] Distributivité
H

Modularité

semi-modularité/”\ Y, Mogularité affaiblie

Condition (2) ou (2') N A Semimmodularité affaiblio
NFCondition (1) ou (1Y) .

THEOREME 1. - Si T(D) satisfait & la condition (1')

1° D est périodique j

1 PN . ’
(") Pour les définitions classiques de modularitd et de semi-modularité, voir
par exemple [2].
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- 2 . . R ot
2° La période (7) de tout sous-demi=-groupe cyclique commence 3 un rang inférieur

ou égal & 5
Supposons qu'il existe dans D un élément a d'ordre infini, et considérons

les trois éléments de T(D) définis par s
S (D) v (), Y=() et Z= (v (&) .
I1ls sont tels que ¢
Ynzz () v(e) et Eviz(ad)v ()

L'exawen du diagramme suivant, représentant les différents sous-demimgroupes

ci=dessus

2 3 4 9
vz {a a3 a em5 a6 a7 a8 a’ am all alz ces}

Z={& o & o ol & o ot0 glt g% voe}
X = {a2 a4 a6 S a9 at0 a.ll 8.12 see}
ZnY={ a6 a9 a12 eve }
Y= { a3 a6 a9 a12 vee }

montre que

P
") Rappelons ici la proposition suivante due & REES s

Tout demimgroupe cyclique fini (a) satisfeit &

1° 11 existe deux entiers m et n tels qgue e.m = an (m < n)

2° n étant choisi minimum dans la relation précédente, on =
(a) = {a, a? s eee o a” g cee an-l}
et 1l'ensemble
[a] = {a™ s coe an-l}

est un groupe cyclique appelé période de (a) e
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RvY) -2={a2}, Z2-X2{’}, X=(ZnY) 2 {a}
ot Y= (201 = {a} .

I1 en résulte

YnZcXczZcXvy ’

ce qui équivaut & 1'existence d'un sous-treillis d¢ T(D) isomorphe & Cb 3

cependant on a

Y>YNnZ et YNnZ4£p

we

la condition (1') est mise en défaute
Les éléments de D sont donc tous d'ordre fini ¢ D est périodiques

Supposons maintenant qu'il existe dans D un élément a dont la période commence
. ) » N Lo P 3 4
dunreng supérieur ou égal & 6 + Les éléments a, 2~ , a~ , a et a  sont alors
s s o n .
tous distincts entre eux et distincts des éléments a pour n > 6 ; le raison-

neuent précédent reste valablee

La periode de tout sous-demi-groupe cyclique commence donc & un rang inférieur

ouégal & 5 «

Remarques =~ Comme nous le verrons plus loin, un demi=groupe cyclique fini, dont
la période commence & un rang inférieur ou égal & 5 , a le treillis de ses sous=
demi-groupes distributife. Pour un demi-groupe cyclique D, il y a donc équivalence

entre les deux propositions :
T(D) satisfait & la condition (L) et T(D) est distributif .

Considérons alors un groupe G 3 si T(G) satisfait 3 la condition (1), ¢
est périodiquee lais si G est périodique, ses sous=demi=groupes non vides sont
ses sous=groupes ; appelant %(G) le treillis des sous=-groupes de G, on a
T(G) = &(G) u {f} : on est ramené & 1'étude des groupes périodiques G pour les
quels le treillis ©&(G) satisfait soit & la condition (2), soit & la semi-modula=-

rité, soit & la modularité, soit & la distributivité [6].
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r'd Y
THEOREME 2+ = Si T(D) satisfait & la condition (2'), pour tout couple e, f

d'idempotents de D, le produit ef est égald e oud f.

Supposons que e et f solent deux idempotents de D tels que le produit ef

soit différent de e et de £ »

Nous distinguerons deux ces 3
1° ¢ est élément de (ef) v (£) , et £ est élément de (ef) v (e) «

Les éléments de (ef) v (f) étant de 1'un des types suivants : f, (ef)k et
£(ef)B, o Gtant différcnt de £, on a soit e = (ef)¥, soit e = f(ef)?;
si c'est ce dernier cas qui sc produit, une uultiplication & gauche par e des
deux nembres de cette égalité montre que e = (ef)m1 « L'hypothése e e (ef) v (f)
entraine donc e puissance de ef o De mfme 1'hypothése f e (ef) v (e) - entraine
f puissance de ef « Le sous-demim-groupe cyclique (ef) contenant un et un seul
idempotent, il en résulte e = f , ce qui est contraire & 1'hypothoses

2° Nous somnes donc nécessairement placés dans 1'hypothdse e £ (ef) v (£f) ou
£ ¢ (ef) v (e) » Supposons par exemple que e ne soit pas élément de (ef) v (£) .

Considérons alors les trois éléments X , ¥ et Z de T(D) difinis par

°

X=(f), ¥Y=1(e) et Z= (ef) v (F) 3
il sont tels que
YnZ=f et ZcXvyY .
I1 en résulte

YnZcXcZcXvy

ce qui équivaut & 1l'existence d'un sous-treillis de T(D) isomorphe & Eb H

cependant ¥ > Y nZ ; la condition (2!') est misc en défaute

Remarque le = Si D est un demi~groupe idempotent dont la multiplication satise
feit & ef=e ou f pour tout couple e et £ d'éléments de D s toute partie
de D est stable et par suite T(D) = P(D) « Pour un demimgroupe idempotent D
il y a donc équivalence entre les deux propositions ¢

T(D) satisfait 3 lz condition (2) et T(D) est distributif .
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Remarque R = La propriété précédente n'est pas vrale dans 1'hypothése T(D)
modulaire affaiblie

Exemple ¢ D | e f T(D) a pour diagramme y

o

{e , £}
(£)

e, g1 ¢ (o)
(&)

T{D) est modulaire affaibli.

Introduisons dens D la relation R définie par a Rb si et seulement s'il
existe deux entiers m et n tels que at= b [3]e R est réflexive et Symém

. . . o m n m’ n' ém' nn
trique 3 R est aussi tronsitive car a = b et a =D  entratnent =b :
R est donc une équivalence. Dans un demi=-groupe D périodique, notant e, 1'idem=
potent unique de (a) , R peut aussi Btre définie par a=1b (R) si et seulem
ment si e, = €, 5 en effet ey = e, puisque (a) contient un seul idempotent

a

donc a=b (R) entraine e = e = =e ; d'autre part il existe k et

k L )

L tels que e, =& et € = b” , donc e, = o, entraine a = b~ c'est-a-dire
a=b (R) « Les classes de cette équivalence scnt appelées fuseauxe Chaque fuseau
contient un idempotent au moins puisque a = e, (R) et un au plus car e = f (R)
entralne e = 6, = ¢p = T o Le fuseau contenant 1'idempotent e sers noté Fe .

En général les fuseaux ne sont pas stablese

Dans un deici=-groupe arbitraire D on peut agsocier 3 tout idempotent e un
groupe T d'élément unité e qui est maximum permi les groupes contenus dens
D et d'élément unité e et maximal parmi tous les groupes contenus dans D « Si
D est périodique tout ¢lément a de Fe a un® de ses pulssances positives égale
4 e, donc est conzrue & e modulo Rj on a donc I, & I, ¢ on retrouve le résul-
tat d'ailleurs vrai dans tout deui~groupe selon lequel les groupes maximaux de D
sont deux & deux disjointse De plus [, est ideal bilatére minimum de F_ e En
effet, d'une part tout idéal de F, contient e donc I, s d'autre part si a
est un ¢lément de Fe s 1l existe k tel que ak =e a_k est dans la période
[a] de (a) , donc aussi ea = se = e 3 I, étent meimum parmi les sous=
groupes de D d'élément unité e, [a] est contenu dans T . ¢ ea et ae sont
a(eb) = (ae)b

est élément de T, s et de m8me ba = (be)a = bea) est éléuent de I"e .

1l

éléments de I, « Dés lors, pour tout b éléuent de I, ab
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itudions maintensnt dens 1'hypothése " T(D) satisfeit 3 la condition (1)" la
multiplication de Fe par Ff quand les idempotents e et £ sont tels que
fe y, £] est solt un demi-treillis, soit un cntisemigroupes Co.pte tenu du théo-

réme 2 ces cas sont les seuls si T(D) satisfait & la condition (2)e

Dans ce qui suit nous désignerons par (a)n 1'enserble des puissances de a

supérieures oy égales & n ; c'est un sous~deni-groupe de (a) contenent [a]

4 S
THECREME 3¢ = Si e ot f sont deux idempotents distincts de D tels que

fe , £} soit un demi-treillic avec par exemple ef = fe = e (3) et si T(D)

satisfait & la condition (1!') alors

V aeF ot V beF 2b et ba sont éléuments de (a) .

f’

La démonstration se fera en deur perties.
Montrons d'abord que V a €F_, af et fa sont éléments de (a) »

Si a' est un élément quelconque de 1"e s On a
alf = (a'e)f = a'(ef) = a'e = at
et de mBme
flea!) = (fe)a' = ea! = a! .

Compte tenu de ce que la période de tout sous=derni=groupe Cyclique commence &

un rang inférieur ou egal & 5 , nous avons donc
k k v a
V ace Fe et V k>5, fa~ et a f sont léments de (a)5 .

Supposons maintenant que V k >n, fa¥ et &g soient éléments de ( a)n s
et montrons que 1'hypothése " T(D) satisfait & la condition (L!)" entrafne que

T L _hel o s ,
fa et a f sont éléments de ( a)n e La démonstration se fera par 1' absurdey

L. '
supposons donc par exemple : fao & ( a)n-l + La situation est alors telle que s

3\ . .
( ), Le cas ef = fe = f n'est pas distinct ; il s'obtient & partir de celui-li
par échange des lettres e et f o



1o (a), u(£) est steble ;

20 an"l £ (a)n , car an"'l e (a)n entraine
Nl
fa e (a)n c (a.)n_l

et par suite

“ve

(a), 1 > (a),

30 an"l ¢ {(a) n Y ()} v (fan"l) : en effet tout produit fini d'éléments de

(a)n u(f)u (fan-l) contenant un facteur de (a)n est dans (a)n s puisque
fak et ak f y sont pour Xk supérieur ou égal & n j par suite

2t € {(a)n u(f)} v (fan-l) entratne a7 e () v (fan-l)

done

an--l = fy

pour un certain y de D ; multipliant & gauche par f les deux membres de cette
égalité il vient

-1
a = fan

ce qui est contraire & 1'hypothése. Il en résulte :
Nl
{(a), u(®} v (£2"7) c (a) 4 v (9)
et

(&) 0 [{(), 0 (D)} v (2" )} = (a)

o= n

-l :
40 g L ¢ 5 en effet il existe h tel que (an"l)h =e 3 fan'l = f entrai-

nerait

f= fanm1 = f(an-l)h= fe = e
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ce qui est contraire & 1'hypothese " e et f distincteMe Il en résulte 3
n—tl
() v (£) c{(a) u (D} v (£a™)
Considérons elors les trois éléments X , Y ct Z de T(D) définis par
Ne=l
X=(a),ulf), Y=(a), ; et Z={(a) v (D} v(a ) 3
ils sont tels que
In Z:(a)n et XVY=(a')n-.1v(f) .
I1 en resulte @

YnzZcXcZcXvy

ce qui équivaut & 1'existence d'un sous~treillis de T(D) isomorphe & %o 3

cependant on a

Y>YnZ et YnZ#£p

.s

la condition (1') est mise en défaute

el ot ap-lf. sont donc élénents de (a,)n__1 5 la propriété, étant vraie pour

n=>5, l'est aussi pour n=13: fa et af sont éléments de (&) »

Considérons maintenant le¢ cas générel. Compie tenu de la preaiére partie
V g€ F,s af et fa scont éléments de (a) « Soient b un élément de Fo s
B, et B, deux sous-demi-groupes de (b) tels que (f) ¢ B, < B, & (v) 4 sup-
posons que, pour tout y &lément de Bl s ay et ya solent éléments de (a) ,
et montrons que 1'hypothése " T(D) satisfait & la condition (1')" entrsine que,
pour tout x élément de 82 - Bl s ax et xa sont élcments de (a) o La déimonse
tration se fait & nouvean par 1'ebsurde ; supposons donc qutil existe x élément

de By = B; tel quc par exemple : ax & (a) « Le situation est alors telle que ¢
1o (a) u B, est steble ;

2° x ¢ {(a) u B/} v (ax) 5 cn effet si x est élément de {(a) u Bl} v (ax) ,
son écriture comme produit fini d!élcuents de (a) u B, v (ax) contient au moins

un facteur ax 3 le premier facteur x intervonant 3 partir de la gauche dans
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cette écriture est précédée de a et éventucilement d'un élément de (&) U Bl 3
les hypotheses faites sur B1 entrainent aBl et Bl a contenus dans (a) :

x s'écrit donc sous l'une des formes x = a® X ou x= o Xy pour uncrtan y dc Do
Cependant il existe h , tel jue (ak)h = ¢ j des égalités précédentes, on dé=
duit par multiplications successives des deux membres & gauche par ak si

X = ak x 4, et & la foils & gauche per ak et & droite per y si x= ak Xy $

X=ex ou X= exyh s nultiplisnt les deux membres de cette derniére égalité a
gauche par e , on voit qu'on a toujours x = ex » Dé&s lors il existe h' > 1
)
tel que xh = f , multipliant cette fois & droite Zes deux membres de 1'égalité
1}

5]

X = ex par xh -t s il vient f = ef , ce qui est contraire & 1'hypothése. Il

en résulte
{(a) u B/} v (ex) c (&) v B,
et
Byn{{(e) uB} v(ax)}=3
3° ax ¢ (b) ; en effet x étant élément de (b) s il existe k tel que

k . A
xb = f ; par suite ax € (b) entraine axbk = af € (b) ce qui est contraire

aux conclusions de la preiwidre pertie. Il en résulte
(a) U Bl - {(8) V) Bl} v (ax) .
Congidérons alors les trois éléments X 4, Y et 2 de T(D) définis par
X:(QKJ%, Y= B, et Z:{h)u%}V(w) s
ils sont tels que
YnZ=B et XvY=(a)v B, .
I1 en résulte

YnZcXcZcivy s

ce qui équivaut & 1'existence d'un sous-treillis de T(D) isomorphe 2 Ty ¥

cependant on a
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Y>YnZ ot YnZ#£pP 3

la condition (1') cst aise en défaute

Pour tout elément x de B, , ax ot xa sont donc éléments de (a) ; le pro=
priété étant vraie pour (f) , et le houteur du treillis T(b) étant finie, elle

le sera pour (b) ; cn perticulicr on a donc ¢ oab ct ba sont éléments de (a)

Dans le cas oy D contient un sous=dcmi=-groupe S qui soit un antisenigzroupe
[5], on sait que les groupes mewimeux relatifs aux idempotents de S sont tous
isomorphes ¢t que leur réunion est un sous-demimgroupe isomorphe au produit direct
de 1'un d'entre cux par 1l'antisemigroupe S « En effet, supposons per exemple que
S soit un antisemiz“oupe & droite (4), ct soient e et f deux éléments dis=-

tincts de S o Les epplications
aeI‘eafaefFe
et
berl,secb eel

f T

sont des isomorphismes ; il en résulte que ffé et erf sont des groupes d*élém

ments unité respectifs fe = f et ef = e ; on a donec 1T, S Te et el ST

£~ e?
et par suite fl“e = I“f et eI"f = Fe o De plug 1'application x € I‘g avec
g €S o{ex, g} cst un isomorphisme de U Fg sur le produit direct Fe x S e

ges
I1 cn résulte en particulier que si H est un sous=~demi=groupe de Fe s 4 wn

sous-demi-groupe de 8, U (gH) est un sous~demi-groupc de D isomorphe au

g
produit direct Hx A

N
THEOREME 4e = Si e et f sont deux idempotents distincts de D s tels que

{e , £} soit un antisemigroupe, evec, par cxcmple of = c , fe=7f (5), et si
T(D) satisfait & la condition (1!') alors V a € F o, af = ac .

4 . . . N ;

(') Si S estwn antisemigroupe & gauche, les résultets sont analogues, et se
déduisent de ceux ci-dessus par un anti-isomorphisme ; il suffit de permuter tous
les produits.

5 R . . .
(") Le cas ef = f sy fe=e est distinct ; les démonstrations, les résultats
et les conditions qui y sont relatifs sont analogues et sc dcduisent de ceux ci-
dessus per permutation de tous les produitse
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Si a' est un élément quclconque de Fe , On a
alf = (ale)f = a'(ef) = ale .

Compte tenu de ce que la période de tout sous-demi=-groupe cowmnence a un rang

inférieur ou égal & 5 , nous evons donc 3
v F t V k25 f= k
aef ¢ >5, a f=a2a e .

a . k .. s . k ‘
Supposons maintenant que, V k >n, a f soit égald a e , et montrons
X . sl s s -1
que 1l'hypothése " T(D) satisfait & la condition (1')" entraine que & f est
, n-l . . .
¢gal 3 2"~ ¢ » La démonstration s¢ fora par 1l'absurde j; supposons donc que $

‘l “1 o °
a? £ £ aﬁ e e La situation est slors telle que @

1 -l
10 g ¢ (a)n , car e (a)n entraine

1 e
a~ f=a 1 e s
et par suite
(a) .y >(a),

n"‘l ra .
2° & £ est élément d'un certain fuseau Fg s les trois idempotents e , f

b

et g sont distincts, et {e , £, g} est un antisemigroupe & droitea

En effct d'une part e e F_ entraine

-l -l -1 -l - -
a7 £ = dM(fe) = (8" e = (™ £) = (ed” 1)f = (a?”l e)f = a” L e

ce qui est contraire & 1'hypotheéses D'autre part ap”1 fe Ff entraine

-l -l — - .
a7 r= g (££) = (" L £)f = £(a" 1 f) = £a” 1 f

“we

par suite pour tout cntier h, on a
-l -
(an f)h: (an l)h £ ;

il existe un enticr k' tel qu'on ait & la fois



19.13

-l ! "'l N !
(™ f)k =f et (o )k =6 3
dés lors,
an"l feF, entraine f = of

£

ce qui est contraire & 1'hypothésce

Soit alors g 1'idempoteont de 2t £) ; il existe un eatier m tel qu'on

ait & la fois

Rt )™ et o= (ap”l)m

des lors

g= (8" %= (" D ez go= (2 )P o gf

Ve

de plus les égelités
montrent que
enfin on a

{e , £, g} est un antisemigroupc & droite.

Considcrons alors le sous-groupe [a] de T, fla] et gla] sont des sous-
groupes respectiveincnt de Tp et de T et [a] ufla] ugla] est stable

° o - b
(isomorphe su produit direct [al x {e y £, g})e De plus les souseensembles

(a.)n u fla] et (a.)n u gla] sont stables. En effet d'une pert

(a) o£le] = {(a) o2} [] = {(a) e} [a] = [a]? = []
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et
t{e]e(a), = fl[ale}e(a)_ = flal{ce(a) } = f{al®= [a] .

D'autre part, V k >n, on a s

1 =l el ~l e, 1
ak g = ak(an—i ) an“l(ak £) (™ )T - B (a.k o) (™ £)™

les égalités

ea! - a2t g et ef =@
montrent que

k k; n=l\m k

a g=af(a )Y =za e

pour les mémes raisons que (a) n Y fla] , (a) nY gla] est stablee Il en résulte
(a)n u fle] ugla] stable
done
el
a ™ f (a), ufla] vgle]
et par suite
(2), vtla] uelal € (), v (5)
et
(a), 1 n{(a), utle] uglall = (a), R

Considérons alors les trois éléments X , ¥ ot Z de T(D) définis per

X = (a)n ufla], Y= (a)n-l et Z= (a)nU fla] u gla] H

ils sont tels quo
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YnZ:(a)n et XvY:(a)n_lv(f) .
I1 en résulte :
YnZcXcZcXvy s

ce qui équivaut & 1'existence d'un sous-treiliis de T(D) isomorphe & GO 3

cepandant on a

Y>YnZ et YnZZp

“wve

la condition (1') est mise en défaute

e 3 la propriété étant vraie pour n= 5 1'est aussi pour n= 1:

af = 8Ce

De méme pour tout b élément de F_. le produit be est ¢gal & bf & Il en

b
résulte que le sous-demi=groupe Fe U Ff est idéal du complexe Fe U Ff $ en
effet I est idéal de Fo» Tp ost idéal de Fo3 deplus V a'e T, et

A4 beFf, on a

a'b = (a'e) = a'(ef)b = a{e(fh)} € T o(el) = P = I,

et

ba' = blea') = (be)a! = (bf)a' = bf(fa') € Tofl = P = T .
e 'rT 0p
THEOREME 5. - §i e et f sont dews idempotents distincts ou non de D tels
que f{e , £} soit un antisemigroupe et si T(D) setisfait > la condition (1'),
alors V ace€ F,ooet V b €F., ab est élément de (a) u (b) u {[a] v [b]} &

Nous supposerons au cours de le démonstration que ef=e¢ et fe=T7F (5).

Dans ce qui suit nous appellerons G le sous=deii=groupe de I‘e U 1"f égal A

[a] v [b] « G est idéal du complexe G u (a) u (b) ; en effet G est contenu
dans T u [o 1déal de F v Ff s et les produits

af = ae , ae , fo= f(ea) , ea, bf , be = bf , fb, eb= e(fb)

sont tous élcments de [a] v [b] &



19-16

La démonstration se fera en quatre étapes et par 1'absurde ; supposons donc que
ab# (a) u(b) UG =

Cette hypothése implique

10 g ¢ I,y car a€T, entraine a e [a] , donc ab e [a] v [b] , de mlme
bél“f;onadonc aéf‘eul"f et bﬁ'l"eul"f,etcecique e et f soient
distinctsou non.

2° a g (b), car a e (b) entraine 2b € (b) ; de méme b ¢ (a) »

3° b¢ (a) v (b)2 v (ab) 3 en effet be (a) v (b)z v (ab) et b ¢ (a) entrai-
nent, selon que le premier facteur dens 1'écriture de b comme produit fini d'élé-
ments de (a) u (b)2 u (ab) , est puissance de b ou puissance de a 3

soit 1° b=1b""b ou b=t bx avec k32 3
] |
soit 2° b= ak b ou b= ak bx! H
L  §
cependant il existe h ot h' tels que (B )P =f et (a5)P = ¢ des

égalités 1° résulte alors b= fb ou b= fb(x)h 3 multipliant & gauche par f

les deux membres de cette derniére égalité, on voit que 1l'on = toujours b= fb
cependant b= fb entraine » € Ty
des égalités 2° résulte de méme b = eb j cependant b= eb entraine

ce qui est contraire & 1'implication 1° ;

b= (ef)b = e(fb) € el = I‘-e

ce qui est encore contraire & 1'implication 1°.

40 g £ (a)2 v (b) v (ab) ; en effet a € (a)2 v (b) v (ab) et ag (b) entral-
nent, selon que le dernier facteur dans 1'écriture de a comme produit fini
d'éléments de (a)2 u (b) u (ab) est puissance de b ou puissance de a ¢

soit 1° g = abk ou a= yabk H
' -
soit 2° a= aak -1 ou a=7y' aak 1 avec k' > 2 H

cependant il existe h et h' tels que (bk)h._= £ et (ak'-l)h'

lités 1° résulte alors a= af = ae € I, ce qui est contraire & 1'implication 1° ;

= e 3 des éga~

by

des égalités R° résulte de uBme a = aec € I, ce qui est encore contraire & 1'im~
plication 1°.
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Premiére étapee = L'un des éléments e ou b a son carré dans I‘e U I“f e G
étant idéal de G u (a) , G u(a) est un sous~demimgroupe égal & (a) v [v] 3

de m@me on a
Gu(b)=[a] v (D) .

Les implications précédentes permettent d'éecrire

G=[a] v[b] c[a] v(b)=Gu(b) c (a)2 v (b) v (ab) c(a) v (b)
et

=[a] v bl c(a) vIbl=Gula)c(a) vibhyv(ah) c(a) v(v
Si par exemple a2 est élément de Fe sona Gul(a)=Gulial 3 il en résulte ¢

Gu(a) >G et {(a)zv(b)V(ab)}n{Gu(a)}:G .

Considérons alors les trois éléments X s Y et Z de T(D) définis par

X=Gu(b), ¥Y=0Gu(a) et Z:(a)zv(b)v(ab)

oo

ils sont tels que
YnZ=G et XvY=(a)v (b .
I1 en résulte
YnZcXcZcXvy s

ce qui équivaut & 1'existence d'un sous—treillis de T(D) isomorphe & %
cependant on g

I>YnZ et Yn2fp

wve

la condition (1') est .iice en défaute
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De mfme si ~b2 est élément de I"f , la condition (1!') est mise en défaut. Si

1'un des éléments a ou b a son carré dans ILuTs., &b est élément de
Gu(a) u(b) »

Ay cours des trois derniéres étapes nous utiliserons les résultats suivents

conséquences des implications 3° et 4° ¢

ie (a)2 v (b)2 c(a) v (b)2 < (a) v (b)2 v (ab) c(a) v (b)
en effet

a g (e.)2 v (b) v (ab) entraine a ¢ (a)2 v (b)2

o®

20 (a)y v (b)y c(a), v (D) € (a), v (b) v(ab) c(a) v (b)
car de mBme
b £ (a), v (b), .

Deuxiéme étapes = Les éléments a et b ont leur cube dans [, u Tz « Dans

ces conditions les produits a’o2 ’ a2 b, a2 b'2 ’ b2 ay ba2 et b2 & satise

font aux conditions de la preaiére étape puisque ( a2)2 = a4 est élément de I,

4 rm s - P
et (bz)2 = b est éldment de [p o G étent idéal de G u (a) u (b) , les trois

sous-ensenbles
G u (a)2 U (b)2 , Gu (a)2 u(b) et Gu(a) u (b)2
sont des sous-demimgroupes rcspectivement égaux a
(e), v (b)y, (a)y v (D) ot (&) v(D), .
I1 en résulte :
i0 ab ¢ (a)2 v(b) et abg (a) v (b)2 H
2° (a)z v (b) > (a)2 v (b)z et (3-) v (b)2 > (a)z v (b)z H

3° a)y v (B) v (ab) } n {(a) v (D),} = (a), v (D),
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et
{(2) v (b)), v (@)} n{(a)y, v (D)}=(a)y v (D),
Considérons elors les quatre éléments X, ¥, Z et T de T(D) définis por
X=(a)y v(b), Y=(a) v (b)y, Z=(a), v (D) v(ad) et T= (a) v(b), v (ab);
ils sont tels que
TnZ=XnT=(a), v(bly, Xv¥=(a) v(b) et abeZnT .

I1 en résulte

YnZdcXcZcXvY, XnTcYcTcXvY et YNZ=XnTcZ2nT |,

ce qui équivaut & 1'existence d'un sous-treillis de T(D) isomorphe au treillis
Gl dont le diagramme est le suivant ¢

X vy

YnZ=XnT o

Ce dernier contient lui~m8me deux sous-treillis isomorphes 3 GO 3 cependant on a
Y>YnZ2, X>XnT et Yn2=XnT#pP; la condition (1!) est doublement .
mise en défaute

Si les éléments a et b ont leur cube dans [, ulp, ab est élément de
Gu(a) u(b) .

Troisiéme étapes = L'un des éléuents a ou b a son cube dans r v I‘f .

L'autre, compte tenu de ce que la période de tout sous—demi~groupe cyclique come

mence & un rang inférieur ou égal & 5 , a sa puissance cinquiéme dans I‘e V] I‘f .

On a donc soit
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(1) a? € Té s bs € Iy 3
5 3
(II) a’ e Iye Pel, .
3 4 4 2 2 .2
1 (I) est réalisé, les produits ab” , b a s a8b 4 b a, & b s ba” , a b,
b2 a2 ’ a? b3 s b3 a? s ag b4 et b a  satisfont aux conditions de la

premiére étape, puisque (b3)2 s (b4)2 et (a.z)2 sont éléments de T uTes

les produits ab’ et b a satisfont aux conditions de la seconde étape, puise
que a? est élément de L, et (b2)3 est élément de Tp o 81 (II) est réalisé
les produits a.b2 s b2 a, a? b, ba? s a? b2 s b2 a? s a? b, ba? ’ a? b2 ’ b2 a3,
aé b, baé s @ b2 et b a% satisfont de mdme aux conditions de l'une des deux
premiéres étapes puisque (a,3)2 , (a.4)2 c (bz)2 s b et (a,z)3 sont éléments de

Feuff.

On a donc comme précédemment
G u (a)2 U (b)2 s, Gufa)u (b)2 et G u (a)2 u (b)
stables, done

(2)y v (b= G ulayuld),, (a)v(b),

G u(a) u (b)2 et (a)2 v (b)

1l

Gua), ud) .

La démonstration se termine comme dans la seconde étapee Si 1'un des éléments

a ou b a son cube dans rurl ab est élément de G u (a) U (b)

f?

Derniére étapes = Les élements a et b sont quelconquess Toutefois, compte

by

tenu de ce que la période de tout sous~demi~groupe cyclique commence 3 un rang ine
férieur ou égal & 5, leur puissance cinquidme est dans r,u Pf o Des hypothé-
ses (a.z)3 er, et (b2)3 € Ff résulte & nouveau, gréce 2 la troisidme étape i

(a)z v (b)2 =G u (3)2 U (b)Z ’ (a) v (b)z

1}

Gu(a) v (b)2 et (a)2 v (b)

G u (a)2 U (b) °

1

La démonstration se termine co.mec dans la seconde étapes Quels que soient les
éléments a de I, et b de Tps b est donc élement de

(a) v (b) u{la] v [b]} o



19~.21

COROLLAIRE 1. = Si T(D) satisfait & la condition (1'), les fuseaux de D
sont stables ; en effet V a et beF G, (a) et (b) sont contenus dans

Fe donec aussi le produit ab

COROLLATRE 2+ -~ Si e et f sont deux idempotents distincts de D, tels que
fe , £} soit un antisemigroupe avec par exemple ef = e, fe= f (5), et si
T(D) satisfait & la condition (1') alors, V a € Fe et V b e Ff y

ab est élément de (a) u{[a] v (eb)} .

4 priori ab est éidment de G u(a) u (b) contenu dans Fou Ff 3 cependent

ab € F, est imposible car entraine ({ab)f e Te 3 or

f

(ab)f = a(be) = a(fh) = (af)b = (ae)b = a(eef)b = (ae){e(fb)} e [ {ef}= =T .
Cn a done
abeF n{Gu(a) u(b)}=(a) ulF nal .
Par ailleurs de

eb = (ef)b = e(fb) e eI‘fz I‘e

résulte que [a] v (eb) est un sous-groupe de I, 5 dés lors
£{la] v (eb)} = £{(ea) v (eb) } = (fea) v (feb) = (fa) v (£b) = (fa) v [b]

est un sousegroupe de T p ot

{[a] v (eb) } u {[b] v (£a)}
est un sous~demi=groupe de Fe U I"f 3 les relations

eb= (ef)b = e(fb) et fa= (fe)a= f(ea)

entrainent les inclusions

[a] u[b] € {[a] v (eb)} u {[b] v (£a)} S [a] v [b]
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on a donc
G={[a] v (eb)} u{[b] v (£a)}
et par suite
F onG= [a] v (eb) .

Les théorémes précédents montrent que si T(D) satisfait & la condition (2)
alors, V e et f didempotents distincts ounonde D, V aeF et
V beF,,
encore s'écrire V a et beD, ®b = 2% 1'application a - e, est donc
un homomorphisme de D sur l'ensemble I de ses idempotentse Ce rcsultat s'énonce
en utilisant le langage de CLIFFORD [1] :™i T(D) saztisfait & la condition (2),

ef est un idempotent de D et ab un élément de Fef 3 ceci peut

D est bande sur I de ses fuseauxV.

D'autre part on sait [4] que si J est un demi-groupe idempotent arbitraire,
il existe un demi=-treillis X et une famille de sous=demi=groupes rectaengulaires
disjoints de J indexés par I, {RY 5y €2}, tels que 3

J=U {RY 3 yYex} et RY R, € Ry& sy V Y, 0eX
ce qui s'énonce dans le langage de CLIFFORD 3 "tout demi-groupe idempotent est
un demi-treillis de demi-groupes rectengulaires". Si T(D) satisfeit & la con=
dition (2), I est un demi-groupe idempotent tel que, V e et fe I, le
produit ef est égal d e oud f ; le demimtreillis de structure est alors une
chaine C et les sous-demi-groupes rectangulaires des antisemigroupes Si pour
i € C; de plus, dans ce cas particulier, la multiplication de Si par Sj est
déterminéepar ¢ e € S;y fe Sj s et ij =1 entrainent ef=e »

Compte tenu des deux résultats, D est bande sur I de ses fuseaux et I est
une chaline sur © d' antisemigroupes Si ¢ on conclut que D est aussi un demie

treillis sur C de sous=demi-groupes qui sont les U Fe que nous noterons
e€sS,
i

@i 3 de m@me nous poserons
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et nous savons que ?i est une réunion de groupes isouorphes produit direct de

1'un d'entre eux par 1'antisemigroupe Si .

Nous avons alors le théoréme suivant ¢

THEOREME 6c ~ 51 T(D) satisfait 3 la condition (2), D satisfait 3 1'ensem

ble (I) ds conditions suivant ;

1° D est périodique

2° D est bande sur I de ses fuseaux

3° Pour tout couple e et £ d'éléments de I le produit ef est égal & e

oua f3

4V A et BeT(®): AvB=AuBuU(A v B) avec A =AnP et
B'=BnP ;

5° V Aen(e) et V Bem®), avec 1#j: AvB=AuB, d'a 11
résulte que le treillis T(D) est le produit cardinal général des treillis
T(@i) pour ieC [2]e

Les conditions 1, 2 et 3 ont déja ét< démontrées nécessaires.

Soit A4 et B deux éléuents de T(@i) ; posons
A' = AnP, et B' = B n P,
i i

et montrons que A UB U (A" v DB') est steble 3 A' v B! est un sous~demi-groupe
de P& $ soit

Xeldy yeB et z et v B! ’
compte tenu du théoréme 5, on a

xy € (x) u(y) u{lx]vIyl}SAuBu(a v )

.o

d'autre part, supposant par exemple que Si est un antisemigroupe 4 droite on a
x= (z = . = J !
ZX = (uez)x = z(eZ ex)x z(ex x) € A' v B

ety compte tenu du théordme 4,
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X7 = x(eZ z) = (xez)z = (xeX)z e A' v B 3

AuBu (' v B') (tant stable, on a
AvB=4iuBu(Av BY) .
Soit meintenent Ae T(9,) , Be T(CDj) avec i# j, alors
AvB=AUB 3

en effet, solent a€ A et beB, ona ace€ Fos beF, ot
S

fe y £} est un demi-treillis avec par exemple ef = fe = e j dés lors, par ap=-

plication cu théoréme 3, on a ab et ba € (a) sy donc ab et ba € A uBj

AuUuDB étant stable, on a
AvB=4UB o
La correspondence
AeT(D)»{AizAOCPi}, iecC ’

est injective car A #£ B entraine Ai £ Bi pour au moins un indice i € C ; elle

est surjective sar
{A.i e 1(¢5)} y 1€C
est 1'image de
A= U A4,
iec *

Stable, donc élément de T(D) d'aprés la propriété ci-dessus s enfind AnB

est associé
{(AnB) n @3 = Ai n Bi} , iecC

ety compte tenu des inclusions,
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AuB= U (A, UB.)S U (A vB,)CSAVB
jeC 1 1 ieC + 1

et dc la stobilité de

U (A, v B,)
jec 7 =
AV B a pour image {Ai v Bi} s 1eCs T(D) est isomorphe su produit cardi=-
nal général des treillis T(@i) pour i€ C .
L'étude qui va suivre va permettre de donner une forme purement multiplicative

des conditions 4 et 5 de 1'ensemble (I)e

S5i D satisfait & 1l'ensemble de conditions (I), chagque fuseau est un demi-
groupe unipotent et périodique satisfeisent & la condition: V a et b e Fe ’
ab est élément de (a) u (b) u{[a] v [b]} 5 ceci résulte de la condition 4 en
posent A= (a) et B= (b) « Etudions d'abord ces demi=groupess Nous eppellerons
(Fe)n 1'ensemble des éléments de F_ qui s'éerivent sous forme d'une puissance

d'un élément de F_ supcrieure ou égale & n :
(Fe)n={XeFe; 3 yEF, et k>n avec x:yk} ,

et Fz 1'ensemble des produits de n éléments de Fe

n
n .
Fe = {iia a; 3 a, € Fe s ¥V i} .
I1 est clair que :
10 { C n °
+ (Fe)n"Fe 3
(o} 2 ) 2 2 2 2 o
2 Fe - (Fe)z - (Fe)B - PO ® m (Fe)n - €06 oo Fe s’
3¢ F 2F22F320002Fn2¢002r‘ H
e e e e e

en effet si k est supérieur ou égzl 3 n, on a

y =7

“weo

k kentl  neal
Jo ) yn e (Fe)n

par ailleurs tout €lément de Fe est d'une part puissance arbitrairement grande
de lui-mlme et d'autre part produit de lui-aBme per n =1 facteurs dgaux 3 e
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IEMME le = (Fe)S = I‘e .

Cette relation n'est pas autre chose que la deuxiéme condition du théoreme 1.

a 2 3
ooit ceFe;posons a=c¢ et b=c¢c , ona

b= e () u () uildv [

done
soit 1° & e [cz] v [03_'] < [e] 5
soit 2° 05 € (cz) done 05 = c2k pour un certain k et par suite 05 e [c] 3
soit 3° & e (c3) ce qui entraine comme ci-dessus c5 € [c] .

N . , k
Dés lors, V c €F_, (c)5=[ec], et par suite, V x € (Fe)‘)' , X=y est
élément de (y)5 = [y] contenu dans T, .

IEVME 24 = (Fe)z = Fi .

I1 nous suffit de montrer que Fi = (Fe)2 3 soit donc sgb un élément de Fi
par hypothése &b est lément de (a) u (b) u {[a] v [b]};

°
I

si ab est élément de I , ab est éléuent de '(Fe)z s puisque T & (Fe) 53

si ab n'est pas élcment de l"e s a et b sont éléments de Fe - I‘e puisque

I‘e est idéal de Fe ;3 &b est a priori élément de (a) u (b) 3 cependant ab = a

ou b"est alors impossible car, par exeaple, " ab= a et b= n entraine

"a = ab= abk = ae" , donc a € I‘e $ par suite ab est élément de

(2 (B, € (F), »

EIIE 3+ - Four tout n, (F) =F° .
e'n e

La démonstration se fait par récurrencee. Supposons donc que

"l
(Fe) el = Fl; s
n Nl
et montrons 1'inclusion Fg c (Fe) e Soit [l a. un élément de F° 3 Il a,

est élément de Fle’ » donc de (F_) ; , et par suite il existe x € F_ et
k ;n -l tel que
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M a, = Xk H
i=1
on a done
n
-l
Il e, = xE (xa. ) .
i=1 T n

Compte temu du lesme 2 on a xa € (z )2 u (a )2 U {[x v [an]} , done

soit 1° X8, € I"e ce qui entraine .ﬂ ai € I‘e & (Fe)n 5
i=1
soit 2° xa € (x) 58 clest~i~dire xa = X" avec m 22 H

il en résulte

n

]
Moa=x"""c(F) ;
i=1
soit 3° xg € (an)2 , c'est-a-dire xa = ail avec m > 2 H

N ) m—l
chaque facteur x se comporte alors & gauche de a, co.me le facteur a, 3

il en résulte

n )
I a; = < a, = alri(m—l)'*l € (Fe)n .
i=1

La propriété étent vraie pour n = 2 1l'est pour tout n § en particulier

N

J
(Fe)5 = Fe R

done

LEMME 4, - Tout élément de Fe - Fe est puissence d'un élément de F - Fz o

Soit en effet a wun élément de F - F 3 ou bien a est élément de F - Fi

et le lemme est démontré, ou biecn a est élément de F = (F )2 s il ex:.ste alors .

b e Fe et k 22 tel que a= bk si b est eloment de Fe - By 5 le lemme
*

5
est démontré, sinon il existe c € F, et k' > 2 tel que b= ck 3 dés lors



19-28

¢ est élément de Fe - Fg 3 en effet s'iln'en n'est pas ainsi il existe de F
n 1111
et k">2 tel que c¢c= dk , donc tel que a= dk'k k

11
puisque kk'k"> 8 et (Fe) 5 =T, entratne a ¥

e
et cecl est impossible

:aEFeo

LEMHE 5e = Pour tout couple a, be F, = F:i tel que abeF -T , a dési-

gnant 1'un des éléments a ou b, B 1l'autre, on a:

soit 1° ab:otz; G.3EFe H

soit 2° ab = a® ety, V. n>3, al= b 5

soit 3° ab=a2; 0t3=[34; 0£4=°‘5=€=135=56 H
soit 4° ab = aB, b3, a4 ou b4 .

Co:upte tenu du lemme 2 on a, a priori, ab € (a) H U (b) o U (Fe - I"e) s et par

. 4
suite abe{az,aa,a ,bz,ba,b4}.0nadonc:

soit le 4° ab = a3 , b3 » a4 ou b H
soit le 1° sb=d®; o e T
soit enfin ab = a2 H oc3 ¢ I‘e .

Supposons par exemple gu'on ait " ab = az 3 a3 # I‘e "3 il en résulte
3 2 2
&= be(d), ud,u{[L]v [b]} .

3 2 2
Or a° e (d )2 et a3 € [a"] v [b] entrainant & e [, on a nécessairement

a3€{b2,b3,b4} ;

3 2 2
a =b et a = ab entrainent a3 = ab2 = a4 s donc aB el 6 * I1 ne reste donc
que deux cas possibles

3_.,3 .
-le2%: a” =1, d'oi il résulte pour tout n'> 0

] T 1
b3+n = a2 abn = az 8.1+n = a3+n'
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clest=d-dire, V n >3,

a:bn

Ve

~1le3°: &=1b s d'ol il résulte
4 4
po = B = 8 = o = a(b’)

et

soit on résumé :

’ N . . .
THEQREME 7e ~ Un demi-groupe unipotent et périodique Fe satisfait 3 la condi-
tion: V a et be F , ab est élément de (a) u (b) u {[a] v [b]}, si et

seulement si T o désignant le groupe meximal de Fe :

10 F5 =T H

e e
2° Fe satisfait & la condition du lemme 4 3
30 Fe satisfait & la condition du lemme 5 .

Ces conditions sont nécessairese

Soient maintenent x et y deux éléments de Fe $ 81 xy est élément de

I‘e,ona

xy = e(xy) = (ex)y = (exe)y = exeey € [x] v [y] H

si xy est élément de F.~T,» x et y sont aussi éléments de F,o=-T, s
puisque I, est idéal bilatére de F, 5 il existe done, d'aprés 2°, deux élé-
ments a et b de Fe - 3'2 tels que x = ak et y= bh 3 de plus, compte tenu

by

de 1° k+ h est inférieur ou égal & 4 ; il reste & examiner les diverses
éventualités du 3°,
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1 .
Si ab= a? avec par exemple Q= a, on a Xy = ak*h s donc xy = xh* si
k=1, et xy:x2 si k= h=2 3 il reste le cas k:34, h=13 il ne se
produit ni dans le cas 1° , ni dens le cas 3%, car alors a est élément de
ro. 5 4 4
o 5 dans le cas R% a =Db , donc xy=y =

Si ab= 0L3 avec par exemple a= a, ona Xy= ak+2h s donc xy = xB si

k=h=1 et xy= x2 si k=2, h=1j; ce sont les deux seuls cas possibleso

Si ab= aé ou 54 il n'y a qu'un seul cas possible k= h=1 et par suite

4 4
Xy=X Ou ¥y o
Ces conditions sont donc bien suffisantes.

Si D satisfait & 1l'ensemble de conditions (I) et si e et f sont deux
idempotents distincts de D tels que {e , £} soit un demi=treillis avec par
exemple ef = fe=e clors V aefF_ et V be F., &b est élénment de (a) 3
en effet la condition 5 montre que ab et ba sont &léments de (a) u (b) et

la condition 2 que ab et ba sont éléments de Fe o

LEM/E 6o = Dans un demi-groupe périodique, si e et f sont deux idempotents
distincts, tels que ef=e , et si Fe est stable et satisfait aux conditions
1 et 2 du théoréme 7, la condition "V a € F et V be F. " ab est élé-
ment de (a)' est équivalente & 1'ensemble de conditions suivant

1 F QF,, S F ;

e f e
2° V be Ff ¢ eb=¢e
2
° Vv EF = F - .
3 a €F . ot V be Ff > tels que abe&F -T , ona:

soit L° ab = a? 3

we
[
Mm
|

wo

soit 2° abk = a a3 ou a o

©

Ces conditions sont nécessaires : la premidre et la seconde car (a) est cone
tenu dans F_ et (e) est dgal & {e}; la troisilme résulte de ce que a? est

élément de F; et de ce que ab a? ’ a? 4 I, entraine a? b= a? £ (a?) et

est donc impossiblce

Ces conditions sont suffisantes ;3 soit en effet x e Fe et y e Ff « 81 xy
est élément de I, s ona |

xy = e(xy) = (ex)y = (x¢)y = x(ey) = xe € (%) .
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Si xy est élément de F_ - L, x est aussi élément de F_ = Fe ; en effet

x €T, entraine
xy = (xe)y = x(ey) = x¢ € r, 3

il existe donc un élément a de Fe - Fi tel que X = ak avec d'ailleurs

k <4 3 il reste & examiner les diverses éventualités du 3° @

si ay=a, ona

Xy:XE(X)

s

si ay= azg aBGFe, il n'y a qu'un seul cas possible
| IS 2 .
k=1, d'ai xy=x H

: 3
si ay=4a , on a

soit k=1, xy= x3 3
. 2
soit k=2, Xy=x H

siay = a4 s il n'y a qu'un seul cas possible

4
k=1, d'ai xy=x .

Un lerme éviderment analogue est relatif au cas ef = £, ab € (b) »

Si D satisfait & 1'ensemble de conditions (I), et si e et f sont deux
idempotents distincts de D tels que {e , £} soit un antisemigroupe avec par
exemple ef = e, fe=f, alors V a€F_ et V beF

£
ab est élément de (a) u{[a] v (eb)} 3
en effet la condition 4 montre que

ab est élément de (a) u (b) v {[a] v [b]} ’

la condition 2 montre que
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ab est élément de Fe

et
{la] v [v]} nF_ est égal & [a] v (eb) .

IEIME 7+ = Dans un demi-groupe périodique, si e et f sont deux idempotents
distincts tels que {e , £} soit un antisemigroupe avec, par exemple cf = e,
fe=f (5), et si Fe et F. sont stables et satisfont aux conditions 1 et
2 du théoréme 7, la condition

VaeF ot V beF ab est élément de (2)u {[a] v (eb)}

£

est équivalento & l'ensenble de conditions suivent

10 F F_CF H
e

e £~
o ™ -~ - - *
2° v aef, Fi et Vv beFf F’z“. tels que ab €F_=-T_ , onas
soit 1°© ab = a2 3 a3 €r, H
soit 2° ab = a3 ou a4 .

Ces conditions sont nécessaires : la premiére car (a) u {[a] v (eb)} est con-

tenu dans Fe » la seconde est conséquence des trois remarques suivantes @

1° a5 est ¢lément de Fe;

2° ab = a2 3 aj £ 1"e est impossible, car entraine

L= (D) ulB]v(ed)]

3° ab= a est également impossible, car il existe k tel que bk = f et par

suite ab = a entraine

a=ab= ah" = af = a(fe) = (af)e = e(af) = (ea)f = (ae)f = alef) = ae € Fe R

Ces conditions sont suffisantes ; soit en effet x € Fe et y € Ff « 81 xy
est élément de I,y onas

xy = e(xy) = (ex)y =(xe)y = x(ee)y = (xe)(ey) € [x] v (ey) .
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Si xy est élément de F ~T , x est élémont de F_ =T et y est é1léw=

e
ment de F. = [ 3 en effet x ¢ r, entraine

f

xy = (ex)y = e(xy) € T,
et yel, entraine
xy = x(yf) = xy(fe) = x(yf)e = (xy)e € Fe H

il existe donc un ¢lément a de Fe - Fi et un élément b de Ff - F’;‘, tels
que X = ak et y= bh avec d'ailleurs k et h inférieurs ou égaux & 4 3
il reste & examiner les diverscs éventualités du 2° ¢

si ab 'az 3 a3 € 1"e s 11 n'y a qu'un seul cas possible

k=h=1, d'ax xy= Xz

“e

: 3
-8l ab=2a 4, ona

soit k=h=1, Xy=X3 3
. 2
soit k=2, h=1, xy=x 3
. 4 .
si ab=a , il n'y a qu'un seul cas possible
k=h=1, d'ad xy=x .

’ N
THECREME 8s = L'ensemble de condition (I) est équivalent & 1'ensemble (II)
suivant s

1° D est périodique ;

2° D est bande sur I de ses fuseaux

 3° Pour tout couple e et f d'cléments de I le produit ef est égal & e
oud f

4° Chaque fuseau Fe satisfait a s

ae Tout élément de F o= I, est puissance d'un elément de F, o= F: H

ba F5 = r ;
e e
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ce Pour tout couple a, b e F - F tel que ab e F ~T s a désignant
1'un des éléments a ou b, ;3 1! autre} on a 3

3

. 2
soit ¢ ab=a 3 « el‘e;

soit ¢ ab:az_gp_v n>3: anzbng

4 4 6
soit ¢ ab:ocz; a3=;3;a=a5=e=ﬁ5=ﬁ;
soit ¢+ ab= a3,b3,a4 ou b4o

5951 e et f sont deux éléments distincts de I tels que {e, f} soit

un demi-treillis avec per exemple ef = fe = e¢ ( ), la multiplication de F

par Ff satisfait 2 ¢
as V beF,: eb=ce}

b
b.,VaeFe-Figj_:_VbeFf,telsque abeFe-l"e,ona:
soit 1° ab=a2; aseI‘e;

. 3 4
s0it 2° ab=a, a ou a .

6951 e et f sont doux dlements distincts de I tels que {e , £} soit

un antisemigroupe avec per exemple ef = e s fe=1f ( )y la multiplication de

Fe-E-?—r-Ff

]
VaeFe-F’ig_p_VbeFf-Ff,telsgue abEFe-I"e,ona.
2 3

soit 1° ab=2a"3 a €T, s

satisfait & ¢

soit 2° gb = a3 _o_t_i a e
On a déja vu que (I) entraine (II).

Réciproquenent (II) permet d'utiliser les reéciproques des lemmes 6 et 7, puisque
la deuxiéme condition de (II) entrafne F .Ff F, e=F 3 dés lors on a

ab€(a) u() u{la] v[b]}, V a ot beF, ,

abe (a) , V aeF et Vv be F. avec e T et ef = fe=c

et

abe(a)u{[aJV(eb)}, v aeF et V beFf avec e#£ f, ef =e et fe=fo

& I o o £
(°) Les conditions rclatives au cas ef = fe = £ s'en déduiscnt ailsémento
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Ces conditions, ainsi que cellcs relatives au cas ef = fe=f et ef=f,
fe = e , jointes aux conditions 1 et 3 de (II) ont déji permis d'établir

1'ensemble de conditions (I).

THEORELE 9¢ = S5i P est le produit direct d'un antisemigroupe S et d'un

groupe périodique I', il y a équivalence entre

1° T(P) setisfait & la condition (2) o(I) setisfoit & la condition (2) ;

et
2° T(P) est semi~modulaire et &(I) est semi-nodulaire 3

3° Dans le cas o S contient plus d'un élément entre s

T(P) est modulaire, T(P) est distributif et I est réduit 3 son &lément unité .

Tout d'abord e désignant un élément arbitraire de S, (e, I) est un sous-
demi-groupe de P= (8, I) isomorphe & I'; il en résulte quec &) est iso~
morphe & un segment du treillis T(P) ; tout segment d'un treillis setisfeisant
4 la condition (2) (resps & la semi-modularité) satisfaisant lui-mBme 3 la cone
dition (2) (respe & la @emi~modularité) il en résulte des implications de gauche
& droite des équivalences 1° et 29,

Considérons meaintenent T(P) 3 tout sous—demimgroupe de P est une réunion
de groupes dont 1'ensemble des éléments unités forme un antisemigroupe j tout
sous-demi=groupe de P est donc produit direct d'un certein sous=deiri=groupe A
de S par un certein sous-deni-groupe H de I' « Cette representation est alors
nécessairement unique si le sous-Geui=groupe est non wide, 1'ensemble vide ayant
pour représentetion fx H, V He T() et Ax f s V LeT(S) « S1 U et
V sont deux éléments non vides de P, U= Ayx Hy et V= 4; x H;, ona
alors trivialement

(1) UnV:(A.UnAV)x(HUnHV)

(2) UvV=(AUuAV)x(HUVHV)
et UcV siet seulement si

soit 1° AU.E AV 5 Hyc Hys

soit 2° A.UCAV; HUEHV.
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La formule (1) donne la représentation unique de UnV si UnV £ f mais
reste valable quels que soient U et V éléments de T(P)

Supposons alors qu'il existe un sous=treillis de T(P) isomorphe & 250 il

o0 Ve

en résulte que X, Y et Z sont non vides. Nous distinguerons deux cas

1° YNZ#£P;s ona alors :

%n%S%E%E%U% ,

d'on, T(S) étant distributif

vo

b=y 0 Oy v dg) = U ) 0 (g i) = (o i) g = oy

des lors on a
on en déduit

Hy n Hy # By
car de 1'égalité Hy n H, = H résulterait Hy S Hy o d'od

By v Hy = Hy
et finalement

By sy
en contradiction avec Hy n H, = Hy 5 par duelité on voit qu'on a de mlme
Hy # Hy v Hy

d'ayr la relation

ﬂ5CHYnHZcHXcHZcHXvHI .
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T1 en résulte 1'existence d'un sous~treillis de (') disomorphe & &, « Si o(r)
satisfait & la condition (2), il existe K € G(I') tel que Hy n Hy © KCHy» Des
lors 1'élément T = (AY n Az) x K de T(P) satisfaita ¥YnZeTcY, ce qui

démontre, dens ce premier ces, 1'implication de droite & gauche de 1'équivalence
19, Si o(I') est semi-modulaire, il existe K e G(T) tel que

HY n HZ cKc HY
et tel que
HX = (Hx v K) n HZ .
Dés lors 1'élément
= (AY n AZ) x K
de T(P) satisfait a
YnZcTcY
et a

XVvT) nZ= {(AX U (AY n AZ)) na,t x {(3x VE) nHpl= A x Hp =X

ce qui démontre dans ce premier cas 1'implication de droite & gauche de 1'équi-

valence R°

2° YnZ=f; Y et Z &tant non vides, Hy et H, sont non vides, donc
aussi Hy nH, ; dés lors Y nZ= B entraine Ay n by = f; en en déduit

by S S A Sl Uy

donc

b =4

et par suite
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il en résulte

donc

et enfin

Posant alors T= Ay x Hy , on a
YnzcTcy

et

X v nZ:{(AXUAY)nAZ}x{(I&vHX)nHZ}=AZxHx=AXxHX=X o

Sans faire aucune hypothése sur &(I') on établit dans ce second cas 1'implica=

tion de droite 2 gauche des équivalences 1° et 2%

Démontrons la troisiéme équivalences D'une pert T(F) distributif entraine
T(P) modulaire et I' réduit & son Slément unité entrsinant P isomorphe &3 S
implique T(P) distributife D'autre pert si I' n'est pss réduit 3 son élément
unité T(P) n'est pas modulaire ; soient en effet e et f deux idempotents
distincts de S , E le sous-demi-groupe de I' constitué par 1'élément unité
de I' ; considérons alors les trois éléments X , Y et Z de T(P) définis par

]

X={e}xE, Y={f} xT et Z={e} xT 3
ils sont tels que
YnZ=f0 et X vY={e, £} xT 3

il en résulte
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YnZcXcZcXvy

by

ce qui équivaut & 1'existence d'un sous-treillis de T(P) isomorphe & GO s
T(P) n'est pas modulaire.
Nous avons alors les théorémes fondsmentsux ¢

THébRﬁME 10s = Un demi=-groupe D a le treillis T(D) de ses sous=-demi=groupes
satisfaisant & la condition (2) (resps 3 la semi=modularité) si et seulement si g

10 D satisfait aux ensembles de conditions équivalents (I) ou (II) ;

2° Chaque groupe naximal Pe a le treillis G(Fe) de ses sous~groupes satise

faisant & la condition (2) (resps 3 la semi-modularité).

Ces conditions sont nécessaires : la seconde car T(f&) satisfait pour tout
i 2 la condition (2) (respe & la semie~moduleritd)e.

Yontrons qu'elles sont suffisantes. Soient X, Y et Z trois éléments de

T(@i) satisfaisant & YnZ cXcZ2cXv Y} posant

X’:XﬂPi ’

Y’:YnP. [
1

2' = 72 n Bi ,
"~ ¥ o X! — -
M=XaX=Xn (¢& E&) ’

Y'Y - Y
et

VAL S A/A
il vient

(Yn2)t =Y n 2t ,

(Y n Z)" = Y" A Zn ’

Xvir=Xouyu @ v )} n Bp=Xt v Y
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et
EvDr={XuYu (X viI}n (@i - ra) =Xn gy .
On a alors

M AZn G Xn S Zn g xny yn

d'oh il résulte, compte tenu de lz distributivité de @(@i - P&) et selon un

raisonnement déja utilisé au théoréme 9,
XM — Zn
puis
"n2'cXt*cztcxtvy .

Compte tenu de la condition 2°, T(P&) satisfait pour tout i 2 la condition
(2) (resp. & la semi~modularité). Dans le premier cas on en déduit 1'existence
d'un élément T} de T(F&) tel que Y' n Z' ¢ T c Y' 5 posent alors s
T=Tv(Yn32) = Mu(¥nz)o {1} v (¥ n2")} = TH u (Y n 2)
il vient
™ = {Ti u(¥n2)l}n r& =T u(¥'n2)= T 9 T =Y = Yt n 20
d'ol
T'"nZ' cTCcY et Yt nZh= T CYN
et par suite

YnZcTcy

T(¢&) satisfait & la condition (2).

by

Dans le second cas il existe un &lément ! qui setisfait de plus a 3
X¥=(X? v Tf) n2' ; il en résulte
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(XvT nZ={XuTu(X*vT)}nZ= Xnz) u(Tnz) u{(x vT)n z}

1}

Xu(Tnz) u{@E vI)nz'}t=Xu(Tn2) vl 3

cependant on a

TNZEYNZEX et X X

et par suite

(XVT)QZ::X

T(@i) est semi-modulairee

Le produit cardinsl général de treillis satisfaisant & la condition (2) (respe
3 la semi-modularitd) satisfaisant lui-m@me & la condition (2) (respe & la semi-
modularité), compte tenu de la condition 5 de (1), T(D) setisfait & la con=

dition (2) (respe 3 la semi-modularité)e

THECREME 11+ = Un demi-groupe D a le treillis T(D) de ses sous=demi-groupes

modulaire (respe distributif) si et seulement si ¢

19 D setisfait aux ensembles de conditions équivalents (I).SE (11) ;

2% Chaque groupe maximal Fé est de 1'un des deux types suivants $

a« T ale treillis Z(Fe) de ses sous-groupes modulaire (respe distributif)

si e constitue & lui seul un entisemigroupe Si de la décomposition de I 3

De Fe = {e} dans le cas contrairee.

Ces conditions sont nécessaires : la seconde car T(Pi) est pour tout i madu=

laire (resp. distributif)e.

Ces conditions sont suffisantese Compte tenu de la condition 2°, T(P&) est,
pour tout i , modulaire (respe distributif).

Plagons=nous d'abord dans 1'hypothése T(f&) distributife Considérons alors
trois éléments X , Y et Z de T(éi) et leur intersection X' , Y' et Z!
avec P& . T(IE) étant distributif, on a

2'n (Y'v X)) = (2t n Y*') v (2! n X)
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et par suite g

Za(v) =2na{Tuiu(vi)l=(0Zn1) v(Z2nX) viZ2a(v i}

ZnY) v (@nX)u{Z n (T vi)I=(ZnY) v(@ZnX) ui(Znl)v(@nx)}

]

(ZaTu(@ZaX) vl A" v(ZaX)'}=(Z2nY) v (ZnX) .

T(¢i) est distributife

Plagons-nous meintenant dans 1'hypothése T(Eﬁ) modulaire et considérons trois
éléments X , Y et Z de T(¢&) tels que Z 2 X « Leurs intersections X' , Y!

et Z' avec Ei sort telles que, 2! 2 X' ; T(E&) étant moduleire, on a ¢

28 n (Y vi)= (2" nY) v (2" nX")

“e

un raisonnement analogue 4 celui fait dans le cas distributif montre que
Zn(YvX =(ZnY) v (2nX) .

T(¢ﬁ) est modulaire.

Le produit cardinal général de treillis moduleaires (resp. distributifs) éteant
modulaire (resp. distributif), T(D) est modulaire (respe distributif)e

Remarque lo = Dans le cas modulaire et, par consequent, dans le cas distributif,
T(D) est aussi le produit cardinal générel des treillis T(Fe) pour ee I o

Soit en effet ae F , beF, avec o £f .51 {e, £} est un demi-treillis,
ona abe (a) u(b); si {e, £} est un antisemigroupe, compte tenu du deuxidme
cas de la condition 2° on a

Fez {e} et Ff:: {f}
donc
(a] v [b] = {e , £}

et par suite

abe (a) u(b) u{la] v[bl}= (a) u (b) .
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Dés lors V A e T(Fe) et V B e T(Ff) avec e£ £, ona
AvB= A uUB

d'oy il résulte, par une démonstration analogue & celle faite au théoréme 6, que
T(D) est le produit cardinal général des treillis T(Fe) pour e €1

Remarque 2. = La condition nécessaire et suffisante, pour qu'un groupe G ait
le treillis ©&(G) de ses sous=groupes distributif, étant qu'il soit localement
cyclique, tout demi-groupe cyclique fini, dont la periode commence & un rang
inférieur ou égal & 5 , a le treillis de ses sous-demi-groupes distributif

nous complétons ainsi la remarque consécutive au théoreme l.
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