GORDON B. PRESTON
Les congruences dans les demi-groupes abéliens et libres

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 15,1n°2 (1961-1962), exp. n° 17,
p. 1-6

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1961-1962__15_2_A6_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1961-1962, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1961-1962__15_2_A6_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISOT 17-0L
(Algébre et Théorie des nombres)
15¢ ammée, 1961/62, n° 17 2 avril 1962

IES CONGRUENCES DANS LES DEMI=-GROUPES ABELIENS ET LIBRES

par Gordon B. PRESTON

Cet exposé a pour but de domner quelques résultets fondementaux de Le REDEI.
REDEI a éorit un livre sur les congruences dans les deni-groupes abéliens et libres
avec un nombre fini de géndrateurs. Ce livre paraltra bientdt. Je veux exposer
quelques resultats de ce livre que Le REDEI a annoncés dans une conférence, faite
4 Oxford, en mai 1961,

Considérons un deni-groupe abélien et libre F avec n générateurs. On peut
supposer que F est 1l'ensemble de toutes les séquences (al > O g ese an) de

n nombres entiers non-négatifs, evec une opération d'addition définie par
(al,az,o..,an)+(bl,b2,..o,bn)
:(al+bl,a2+b2,o..,an+bn) .
lLa relation < sur F définie par
(8 585 5 eoe 5 2) S (b 5 by y oo s D)

si et seulement si ai\< bi ypour i =1 ,2 , «0e , 0, est un ordre partiel

sur F . De plus, avec cet ordre partiel, F devient un treillis.

Si a=(a; , 8 , e ya) et B=(b 4B, ¢ne,b),ona:

aUﬁ:(a]‘Ubl ’%sz,.oo’anubn

et

ar;B:(alnbl,azobz,...,annhn) ,

ol a; u bi signifie le maximum de a, et bi et ou a, Q bi signifie le mini-
mum de a, et b, «
i i
Soit A wun sous-ensemble de F o L'élément @ de F est appelé élément mini-

mal de A si B <a implique B A ,
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Nous commengons par une proposition sur les idéaux de F . Un ensemble H de
générateurs de 1'idéal I est appelé une base pour I si aucun sous-ensemble

propre de H n'engendre I .

IEMME l. =~ Supgosons que I soit un idéal de F o Alors, il existe une base

unicue pour I et cette base est finie. Ia base pour I consiste en tous les

éléments mininsux de I .

Démonstrat%gg. - L'ensemble de tous les ¢léments minimaux de I est un ensemble
fini pour un sous-ensemble quelconcue I de F . Nous démontrerons ce résultat
par induction sur le nombre n de générateurs de F o Evidemment le résultat est
vrai pour n =1 . Supposons qu'on l'ait déja démontré pour les demi-groupes abé-
liens et libres & (n - 1) générateurs. Considérons 1'ensemble des nombres en-
tiers qui sont les j-iémes composants des éléments de I , et notons par Zj
le plus petit de ces norbres. Notons par Ij l'ensemble de tous les élcéments de
I pour lesquels la j-iéme composante est égale & Zj . D'aprés 1'hypothése d'in-
duction, l'ensemble Mj , de tous les élements minimaux de Ij s est fini. Ecri=

vons
}'i:MlU}&U-ooUMn .

Soit m’j le plus grand de tous les j-iemes composants de l'ensemble (fini) M
et posons p= (m1 s Ty 5 eee mh) o Alors, chaque élément de M est au plus
égald P e

Notons par Nj l'ensemble de tous les éléments minimaux de I pour lesquels
le j-iéme composant pj satisfait & la condition Kj‘S p. < m.j « De 1'hypothése

, J
de l'induction résulte que chaque ensemble Nj est finie Par conséquent

N:NlUI\&U.toUNn

est également fini. Supposons que Y = (cl 9 Co g see 4 cn) soit un élément
minimal quelcongue de I . Alors ona y € N, ou e > ms  pour J=1,2, ¢e0yne
Le second ces est impossible, parce que, dans ce cas, ona K<Y et par consé-
quent chaque élément de l'ensemble non vide M est plus petit cue Y . Ainsi,

N est un ensemble fini constitué par tous leséléments minimeux de I .

Il est facile de voir que N est la base unique de I .

COROLLAIRE‘. -~ les idéaux de F satisfont & la condition de chaine ascendante.
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Soit G le groupe abélien et libre avec n générateurs lequel contient F .
On peut considérer que G est Ll'ensemble de toutes les suites de n nombres
entiers avec une addition définie par 1l'addition des composants.

On peut étendre 1l'ordre partiel sur F & un ordre pertiel sur G avec a >0
dsns G si et seulement si o = >0 dsns F . Avec cet ordre, G devient un

Lo o F e s + band
groupe réticulé. Hous définissons M et W par

W=puo ’

Pr=(=p uo (he @) .
Puis nous avons :

T ,

Huy=(p = WHeavz(-w sy
pave=pe=(p-N"=v-(@a=-p’ .

Maintenent, supposons que P est une congruence sur F , et définissons Mp

par
(1) iy ={(e=p : (a,p)ep] .
I1 est facile de voir que Mp est un sous-groupe de G o Chaqﬁe élément p de

Mp détermine un idéel prJ) de F défini par s

(2) £,0) = {& ¢ (g+pu", E+pT) epl .

IEMME 2+ = Supposons que f scit une congruence sur F et que Mp et £ = ﬁ)

sont définis par (1) et (2)._Alors, pour p , v quelconques de Mp , £ ales

propriétés

c(1) f(o) = F 5
C(ii) £(p) = £(=p) H
C(iii) (K + (1)) n (O + £00)) S (puv) + £(p=v) .

Dénonstrations - Nous avons les propriétés C(i) et C(ii) parce que p est

réflexive et symetrique.
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Pour démontrer C(iii), considérons & dans 1l'ensemble 1Y+ () n T 2O

Per la définition mBme de f£(u) , &€ b+ £(u) si et seulement si
(¢, &~ p+ + 1) e p, clest-d~-dire, (§, &= H) € P o De la méme maniére,

(¢, &€=-v) € p + Posons
n=€-(H‘UV) .
I1 faut démontrer que N € £(K = V) , c'est-a-dire que
=", n+(E=yDer .
Mais on calcule aisément :
n+ (p=w=E-v ,

et

ve

n+ (=" =§~p

d'oll le résultat, car (&8, E=-v) €ep et (§, & -p) € p entrainent
(E=v,y, E-p) ep.

Nous considérons maintenant un sous-groupe quelconque M 4 de G , et une appli-
cation f de !i dens l'ensemble de tous les idéaux de F de sorte que f sa=
tisfeit aux conditions C(i) & C(iii). Dans ce cas nous dirons que (f , M) est

une paire de congruence de F .

Chaque paire de congruence C = (f , M) détermine une relation p = p(C) sur

F @définie ainsi :

3) p=p) ={(@a,p): a ,peF, a=-pelM et anpefla-p)1} -

IEMME 3+ - Supposons gue (f , M) soit une paire de congruence. Alors p , définie

par (3), est une congruence sur F .

Démonstration. = Si o€ F ,alrs a na =a € £f(a = a) = f£(o) , parce que

f(o) =F , en vertu de la condition C(i). Ainsi p est réflexive. De la condition
C(ii) il résulte que f(a - p) = f(B - a) quand a= B € M ; par conséquent p
est symétrique. Supposons que (a , B) € p et que § € F , Alors, on a

(a+r &) n(pr) =(anp)+g ;

car, f(a = p) étant un idéal de F, (a+ &, B+ & € p. Ainsi p est une
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relation réguliére.

I1 faut démontrer que p est aussi trensitive. Considérons (a , B) € p et
(B,yy)ep . «Puis, a=-pel et B - yeM, d'od o=~y el . Dlailleurs
anpefla=-p) et pnyecf(~-y) ,clesta-dire :

p-(p-a)esf(e-p) =£(p-a) ,

et
p-(B-VTetp-v) :
D! ol
pe((B-a®+£(p-a)n (=" +xp =) .

Ainsi, en utilisent le condition C(iii), on obtient

pe((B=a)u (B-v)) + £la-1y) .
Par suite,

p=p-=a+ ((p=y) = (=) +q ,

ot n € f(a=7y) o On en déduit
n=a=(a=y =any .

Par conséquent, any ef(a=-y) et (a, y) € peAinsi p est transitive.

Nous avons démontré qu'une congruence quelconque p sur F détermine une paire
de congruence (f ’ Mp) et que, réciproquement, chaque paire de congruence
€ = (f, M) détermine une congruence p(C) sur F . Cette correspondance entre

les congruences et les paires de congruence est, au fait, une relation biunivoque.

THEOREME. =~ L'application p - (fp , F%) définie par (1) ot (2) est uno appli-

pation biunivogue de l'ensemble de toutes les congruences sur F sur l'ensemble

de toutes les paires de congruence de F . L'application réeciproque (d@ cette
application) est € = (f , M) » p(C) , définie par (3).

[]
Démonstration. - Ecrivons € = (£ , 4 ) . Nous démontrerons que p(C) =p «
Du fait que chacune des deux conditions (a , B) € p et (a , B) € p(C) entraine

que & =-peM, , il suffit, pour la démonstration, de montrer que (@ ,Bep
si et seulement si a n p e fp(a - B) , clest-d-dire que (a , B) € p si et seu-

lement si
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(anp"'(a-ﬁ)*’, anﬁ+(a-[3)‘—)6p ) .
On voit immédiatement que cette propriété est vraie car
anB+(a=-pB) =a et anp+(a-p)"=p .

Réciproquement, supposons que € = (£ , M) est une paire de congruence quelconme
de F et posons p = p(C) . Il faut démontrer que fp =f et que M_ =M, Evi-
demment ¥, €M . Soit W un élément de M . Puis, comme f£(K) est un idéal de

P
F , on peut trouver un élément ® de F de sorte que

BT +e) 0 WS ee) = (W apT) v € £(n) .

Ainsi, il existe un élément ¢ de F pour lequel (p* +¢ , p~ +¢)ep , et,
par conséquent,

B0 +0) = (17 ) e .

AinSi, M < I‘lp . D'O’El, i = ]Y'b .

Pour un élément p de M, & € fb(p) si et seulement si (& + p* s, & +p)ep,

c'est-d~dire, si et seulement si
Esp) nErpesE+pt -8 -pT) =20
c'est-d~dire, si et seulement si
E=&+ (Wnp7) e £ .

Ainsi, f = fo 5 et la démonstration du théoréme est termince.
Dans sa conférence & Oxford, L. REDET 2 indiqué beaucoup d'autres résultats sur ce
sujete Il a dit que, dans son livre, il a obtenu une détermination complete de

toutes les congruences sur F .




