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Séminaire DUBREIL-PISOT 1501
(Algébre et Théorie des nombres)
15¢ année, 1961/62, n° 15 19 mars 1962

SUR IES ANMEAUX NON COML-UTATIFS
ITII. ENVELOPPE INJECTIVE D'UN MODULE.

par Guy RENAULT

ls Immersion d'un module dans un module injectif.

Dans tout cet exposé, les anneaux dont il sera question seront supposés posséder
un élément unité, et tous les modules seront supposés unitairese. Tous les modules

considérés seront des modules & gauche.

DEFINITION 1. - Un A-module M est dit injectif si, pour tout A-module Q ,
tout sous-module P de Q et tout homomorphisme £ de P dans 1 , il existe

un homomorphisme f de Q dans M prolongeant £ .
On en dédvit les conséquences suivantes

- une somme directe de deux modules cst un module injectif ¢ ces deux modules

sont injectifs 3

- un produit direct de modules est injectif <= chaque facteur est injectif.

’ \
1HEOREME I, ~ Pour qu'un JL-module M soit injectif, il faut et il suffit que,
pour tout idéal & gauche I de A et tout homomorphisme f de I dans M,
f soit réalisé par une homothétie, c'est-d-dire qu'il existe Xy € M tel que

f(a) =ax_ pour tout ae I .

0
Lz condition est nécessaire car f se prolonge en un homomorphisme f de &

dans M , et 1'on a
f(a) = £(ae) = af(e) .

lMontrons que la condition est suffisante. Soient un fL-module Q , P un sous-
module de Q et f wun homomorphisme de P dans M « Soit & 1la famille des
couples (Pi R fi) ou Pi est un sous-module de Q contenant P , et £, wn

homomorphisme de Pi dans M o Soit la relation d'ordre définie par

< —
(P1 , fl) < (3, fz) & P cP, et fz/Pl =1 .
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& est non vide, car elle contient le couple (P ’ f) , et cette famille est réduc=
tive. Elle admet donc un élément maximel (PO , fo) d'aprés le thésréme de Zorn.
On va prouver que Py = Q ; sinon, il existe x€Q , x€ Py e Soient

I= PO ‘e x et i- fo(ix) 1'homomorphisme de I dans M . Par hypothése, il

existe me M +tel que fo(ixy =1im . Pour x4 € PO et A€l , on pose

f(xo + AX) = fo(xo) + Am s
11 est clair que (P, , f5) < (Py + ix , f) ce qui est contraire au choix de

(By » £o) -

Conséquences.

a. Soit L un anneau noethérien & gauche. On a les propriétés suivantes : toute
somme directe de fL-modules injectifs est un A-module injectif et toute limite

inductive de Jli-modules injectifs est un AL-module injectif.

be Un Aemodule I est divisible si, quels que soient x € M et a #0 dans
L, il existe y e M tel que x = ay . Un module injectif est divisible. lLe théo-
réme 1 prouve, d'autre part, ou'un module M sur un anneau principal est injectif

&= il est divisible.

co On démontre le résultat suivant : un domaine d'intégrité . est un anneau

de Dedekind ¢33 tout A-module divisible est injectif.
Exemples.
as» le Z-module @ ;

be Soient A wun anneau principal, K son corps des fractions ; on note KL le
f-module K o NI est le sous-modulc de K engendré per -1 o Le module quotient
K,/ est divisible ; soit 7 un élément extrémal de A , on noters V. le sous-
module de V formé des éléments annulés par une puissance de 7t « Vn est un

module divisible (donc injectif) et indécomposable, et on a

V:@Vﬂ ’

teP

P étant unAsystéme représentatif d'éléments extrémaux de &L o

Nous allons montrer qu'un A-module quelconque peut &tre nlongé dans un L=module
injectif.

THEOREME 2+ = Tout /l-module M peut 8tre plongé dans un L~module injectif.

b

On utilisera la méthode qui consiste & plonger d'abord M considéré comme un



groupe abélien dens un groupe abélien injectif.

IEME 1. ~ Tout groupe abélien peut 8tre plongé dens un groupe abélien injectif.
Soit G wun groupe abélien 3 on sait que G est groupe quotient d'un groupe

abélien libre F .

c¥rRr, T=X 7 o 2, "2 pour tout k .
k

F est plongé canoniquement dans le groune
~ . N
F= 6() gk ol gk -Q ’
k
et, par suite, ona G c F/R, F/R groupe abélien divisible donc injectif.

Pour tout anneau L et tout groupe abélien G , on considére 1'ensemble des
Z=homomorphismes de 4 dans G, que 1'on note Hom,, (L , G) « Pour tout élément
f de HomZ(A s G) , nous notons (a)f 1'élément de G transformé de a €A
par f , et nous définissons, pour tout b € A , 1'élément bf de Homy, (& , G)

par

(a) (bf) = (ab)f = £(ab) .
On deéfinit de manidre évidente sur HomZ (A, G) unc structure de L-module. On a
les propriétés suivantes :

- si G est un sous-groupe du groupe abélien G' , Hom, (4 , G) est un sous-
module de Hom, (L, G)

- si G est un Lemodule M , HomZ(A » M) posséde un sous-module isomorphe

& M ; il suffit de considérer 1l'ensemble des homothéties de L dans M .

IEMME 2. = Si G est un groupe abélien injectif, Hom, (A , G) est un LA-module
injectif.

En effet, soient Q un L-module et P wun sous-module de Q 3 soit P un
A-hopoporphisme de P dans Hom,, (A, G . Ona done

o (Mx) = X (X)

pour tout A € A et tout x € P . On en déduit

p(xx) = (N x) .
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Posons

(1) 0(X) =v(X) e G .

¢ est un Z-homomorphisme de P dans G qui peut €tre prolongé en un Ze=
homomorphisme P de Q dens G . Pour tovt ye Q , définissons §(y) comme
étant 1'élément suivent de Homy (4 , G) .

a > (a) o(y) = ¥(ay) .

L'application §: y - $(y) est un lL-homomorphisme de Q dans Homy(4 , G)

qui colincide avec ¢ sur P .

Nous sommes en mesure maintenant de prouver le théoréme. Soit M un fL-module

et 1i un groupe abélien injectif contenant le groupe abélien M . On =
M < Homy (& , 1) < Homy (4, M)

avec HomZ(A , M) qui est un A-module injectif (lemme 2).

2+ Enveloppe injective d'un module.

DEFINITION 2. - M é&tant un sous-module du A-module E s B est une extension
essentielle de M 3 si X est un sous-module de E 1la relation M nX =0
implique X =0 .

Ramarque » - Si trois Ji-modules ¥ , P , E sont tels que M CP CcE , E est
extension essentielle de 1. si et sculement si I est extension essentielle de

P, et P ecxteusion essentielle de M .

PROPOSITION le. = Si N est un sous-module d'un module injectif N , toute

by

extension essentielle £ de ! est isomorphe & un sous-moduvle de N contenant
M ¢ En particulier, si M est injectif, il ne posséde pas d'extension essentielle

propre.

Le plongement canonique de M dans N se prolonge en un homomorphisme f de
E dans N .

Ker £t nk =0
et par suite

Ker £ =0 .



Loein
4

La proposition précédente montre cue l'on peut se limiter & 1'étude des extensions

essentielles de ¥ contenues dans N .

/ Y
THEOREME 3¢ = Soit M wun A-modvle, il existe un A-module E contenant M .
défini & un isomorphisme pres relativement & M et ayant les propriétés équiva-
lentes suivantes :

as E est une extension essentielle maximale de il 3

be E est une extension essentielle de ! et E est facteur direct dans toute
extension de E 3

ce E cst une extension essentielle injective de N 3

de E est une extension injective ninimale de M .

Soit N une extension injective de 11 ;3 considérons la famille des sous-modules
de H qui constituent des extensions essentielles de 11 . Cette famille est induc-

tive et posséde donc un élément maximal E .

==

(@) == (b). = Soit F une extension de E , et soit E' un sous-module maxi-

mal tel que E NnE! = 0 (existence assurée par le théoréme de Zorn).
F/E' > (0 +E)/E D E ;

. . . . nN
par construction, F/E' cst une extension essentielle de (B + E')/E' = F et,

par suite,
FE'YE, E+E'=F, EnE'=0 .

(b) = (c)e - Soit N une extension injcctive de E , E est facteur direct

dans N et, par suite, est injectif.

() = (a). - Soit P une extension injective de ! telle me P <E , alors

E est une extension essentielle de P et, par suite, P =E .

(@) =3 (8)e =S1i E n'était pas extension essentielle de M , B contiendrait
en propre une extension essentielle de M qui serait injective [(a) = (a)],
contrairement & la minimalité de E . D'autre part, E ne posséde pas d'extension

essentielle propre et constitue donc une extension maximale de I

Soient E et E' deux extensions de 1i , ayant les propriétés précédertes. la
proposition 1 entraine que E' est isomorphe, relativement & M s & un sous-module
E" de E ; la nininelité de E entretne E = E" ,



En cours de dénonstration, on a prouvé le résultat suivent ¢

PROPOSITION 2, - Pour qu'un l-module soit injectif, il faut et il suffit qu'il
soit facteur direct dens toutes gses extensionse.

On va en déduire un nouvel exemple de modules injectifs.

Rappelons qu'un ZL-modvle est semi-simple s'il vérifie les deux propriétcés
équivzlentes suivantes @

as M est somme dircctc de modules simples.

be Tout sous-module de M est facteur direct.
Un snneau A est semi-simple s'il vérifie les deux propriétés équivalentes sui-

vantes @
ae Le li-nmodule As est semi-simple ;
b* Tout A-module est semi~simple.
81 A est un anneau semi-sinple, tout L-mocdule est injectif.

DEFLIITION 3. - Un nodule E satisfeisent aux propriétés du t. éoréme 3 s'ape
pelle 1l'enveloppe injective de M ot sc note E(M) .

Exemplese = ( enveloppe injective de 2 .
19 Soit G groupe libre. Q ® G envelopue injective de G .
Z
20 Soit [, un anneaw non commtatif sans diviseurs de zéro et tel que 1'inter-
section de deux idédaux & gauche de [, adb {0} . On szit que A admet un corps

des quotients & geuche K , K enveloppe injective de 4 .
3° On a lc résultat plus général s ivant (théoréme de L. IESIEUR et R. CROISOT).
Soit [ un cnneau premier vérifiant les conditions suivanies
ae Chaque somme directe d'idéaux & gauche de L possede un nombre fini de
composantes 3
be L'ensemble des idéaux annuleteurs & zouche vérifie la condition maximale.

A a2dmet un corps des quotients & gauche Q(4) , et Q(A) est 1'cnveloppe injec-
tive de A .




