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Séminaire DUBREIL-PISOT 13-01

(Algébre et Théorie des nombres)
15¢ annde, 1961/62, n° 13 5 mars 1962

SUR LES ANNEAUX HON CO:I{UTATIFS.
I, RADICAL

par Claude JOULAIN

Introductione = On considére, dans cet exposé, des idéaux d'un anneau A , non

nécessairement commutatif, non nécessairement unitaire, et les idéaux d'un demi-
groupe non commutatif, sans élément unitée La premiere partie est consacrée a
1'étude des idéaux premiers, et du radical de Baer et McCoy, d'un idéal bilatére
dans un anneau A& , ou dans un demi-groupe D o La seconde partie, traite des
idéaux primitifs, et du radical de Jacobson, d'un idéal bilatére, dans un anneau

A o Les références bibliographiques sont indiquées au cours de 1'exposé qui

reprend, dans ses grandes lignes, un chapitre de 1'ouvrage [ 10]e

le Idéaux premiers. Radical de Baer et McCoye

DEFTNITION lele = L'idéal bilatére  est dit premier dans 1'anneau A ’

s'il vérifie la propriété
ahb S ® => aecf ou bekf

(cfe Ne He McCOY [10])e

Remarques = Cette définition équivaut & la suivante
akb S @ , sbe® => aef ou bef ,

qui n'en différe qu'apparemment, lorsque L n'est pas unitaires

/
DEFINITION leRe = Un idéel bilatére @ , mst dit compldtement premier, s'il
vérifie la propridté

ab€ P => gae€® ou be P

(cfs FITTING [5]).

Dans le cas commutatif, cette notion coincide avec celle d'idéal premiers
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Dans le cas non commutatif, tout idéal complétement premier, est premier, d'aprés’
la remarque précédentes iMails la réciproque est fausse : dans 1'anneau M, des
matrices carrdes d'ordre 2 sur un corps, 1l'idéal nul est un idéal bilatére

premier, mzis non complétement premiere

FROPRIETE l.l. - Pour qu'un idéal bilatdre @ soit premier, il faut et il

suffit qu'on ait la propriété
BCSP = BER® ou CEP .

Cette propriété, portant sur le produit des idéaux biletéres, fournit une défi-

nition d'un idéal premier, équivalente & celle de Ne Ho McCOY ; c'est la défiai-
tion donnde par N. JACOBSON (cf. Ne JACOBSON [7]).

Démonstrations = Soit @ wun idéal bilatére premier, et soient B et C deux
idéaux bilatéres tels que : B A @, CHPeSi b et c, sont deux éléments
de B et C telsque b P, c%f , ona

bAc £ P .
Or bhAc & BC , il en résulte

BC ¢ @ .

—

Réciproquement, soit @ un idéal bilatére, vérifiant la propriété
BCS® => BS P ou CE P« Soient b et ¢ tels que bhc S Pe On a

(ibh) (heh) € @ => ub. S @ ou lec. S @ .
Soit 4ibi & @3 si (b) est 1'idéal bilatére engendré par b s Ona
(b)3gab:;g@=—.> (b) €SP => beep .

]
DEFINITION le3e - Un iddal bilatére § est dit semimpremier, s'il vérifie la
propriété
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A
( 3 idéal bilatére) (cfe Lo CHATELET [4]).
Un iddal premier est semi~premier, d'aprés la propriété le.l.
Une intersection d'idésux semi~premiers est un idéal scmi-premiers

Toutes ces notions s'appliquent sans modification & un demi=groupe D .

[
DEFTIITION lo4e = Un anncau i est dit premier (respe seml-premler), si

1'idéal nul est premier (resp. semi-premier).

Un anneau d'intégrité est un anneau dans lequel 1'idéal nul est complétement
premiers

Si @ est un idéal complétement premier propre,d'un onneau . (respe d'un
demi-groupe D), le complément & = ® (respe D = @) cst multiplicativement
fermé,

Si @ est un idéal premier proprc d'un anncau .. (respe d'un demi-groupe I ),
le complément L = ® (respe D= ® ) est un m-systéme, conformément 3 la défie-
nition suivantes

DEFTHITION le5e = On appelle mesystéme d'un snncau L (respe d'un demi=groupe

D ), un sous-ensemble non vide M de . (respse de D), tel que
beEM, c€M => 3 xe€i (respe D) avec bxec €< .

Cette notion généralise celle de systéme multiplicativement fermé ;3 elle permet
d'étendre au cas non commutatif, des résultats démontrés par We KRULL dans le
ces commutatif (cfe We KRULL [8]).

’ b3
THEOREME lele = 3 é&tant un idéal bilatére d'un ennceu L (respe d'un demi=-
groupe D), il y a identité entre les idéaux bilatéres suivents
ae 1l'intersection Sa des idéaux premiers contenant 3 ;

bs 1'ensemble Sb des Cléments x , tels que tout m-systéme, contenant x ,

rencontre J 3

ce l'intersection Sc des idéoux semi-premiers contenant & , c'est-a-dire,
le plus petit iddal semi-premier contenant & .

Démonstratione

1° Tout idéal premier étant semi-presier, on a S, € S, ¢
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20 On a Sb c Sc . Soit Be Sb s P# Sc o I1 existe un idéal semi-pregiir
S, contenant 3 , tel que B# S e Ona (B) €8 et par conséquent (B £ S
I1 en résulte que Bip %S ; et, per suite, il existe A€ & (resps D ) tel
que B; = PAB ¢S De'méme, il existe A € & (respe D) avec

pzzplxﬁlqls .

On définit ainsi, de proche en proche, un m-systéme (B, By s eee s By coe)
qui ne rencontre pas § , donc qui ne rencontre pas d , et qui contient B
ce qui est contraire & B € Sb .
3°0ma S_S&8
a b
contenant o , et ne rencontrant pas 3 « L'ensemble des iddaux bilatéres, con-

e Soit a € Sa s O #'Sb ; alors, il cxistc un mesysteme M,

tenant 3 et ne rencontrent pas M, n'est pas vide, ct c'est un ensemble induc-
tife D'aprés le théoréme de Zorn, cet cnsemble posséde un élément maximal, soit

@ 3 montrons que @ est premieres

Soient B et C deux iddaux bilatdres non conténus dans ¢ j pour montrer
que BC £ @ , il suffit de montrer que (B + ©)(C + ) & @ « On peut alors sup=
poser que B> ® et C o> @ o Il existe donc beBn Ml et ¢ €Cnll, d'o A
tel que DbAe € M 3 ct, par suite, bic ¢P , ce qui implique BC & P o L'iddal
® est donc un iddéal premicr, contenant 3 , et ne contenant pas o , ce qui est

contraire & ae S .

a
On o établi Sa €S8 €5 ¢ Sa s d'ol le théoréme lele

b c
COROLLiIREs = Pour qu'un idéal soit semimpremier, il faut et il suffit qu'il

soit 1l'interscction (finie ou infinie) d'iddaux premierse.

DEFINITION 1.6 = L'idéal bilatére 8 =S, = S_, déterminé dans le théoréme
lel, s'appelle le radical de Baer et lMcCoy, de 1'idéal bilatére 3 , et se note

RE) o

La démonstration du théoréme, utilisant les m~systémes, est duc en substance &
Ne He McCOY [ 11].

En particulier, pour qu'un anneau 4 soit scmi=-premicr, il faut et il suffit
que le radical de Baer et McCoy de 1'idéal nul soit nule

L'application & -» R(3) , vérifie les propriétés suivantes @
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RE) 23 ’
R(R(3)) = R(3) s
83, 0 3,) = KE) 0 KEB)

Ces propriétés sont mises en évidence par Se i wWITSUR [1] dans se théorie
générale des radicaux ;3 on les déduit facilement du théoréme l.l.

On étend la notion de radical aux idéaux & gauche X d'un ennesu L , d'un
demi-groupe D , ou aux sous-modules X d'un A=module M , en considérant les

idéaux bilatéres

X.afa’ X..OD, X.QI"I ‘.
(X s L est le résiduel & gauche de X par L , c'est l'ensemble des x €.
tels que xi £X ).

D-éFDIITIOI\i lo7¢ = On appelle radical de Baer et McCoy de 1'idéal & gauche X
de 1'amneau . (respe de 1'iddel & gauche X du demi-groupe D avec O y du
sous-module X du .J-module M ) le radical de Baer et licCoy de 1'idéal bilatére
X ®e & (resps de 1'idéal bilatére X "+ D, de 1'idéal bilatére X *a M),

2¢ Idéaux primitifs. Radical de Jacobsone

DEFINITION 2.1 - X étant un idéal & gauche d'un annecu L , on dit que e
est délément unité & droite modulo X , si on a, pour tout a € 4,

a~-ac €X .

S'il existe un élément unité & droite modulo X , 1'idéal & geuche X est dit
régulier (cfe No JLCOBSON [7], Ne BOURB.KI [3])e.

Si 1'anneau . est unitaire, tout idéal 3 gauche est régulier j 1'élément
unité de 1'anneau est dldément unitd & droite modulo X s quel que soit 1'idéal

a gauchc X o

PROFRIETE 241ls =~ Soit X wun idéal & gauche propre, régulier, ct soit e ,
élément unité & droite modulo X « On pcut trouver un idéal 3 gouche Y , maximal,

contenant X , tel que e soit élcment unité & droite modulo Y
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Mma efX, sinon a=aeeX, V ael, entralnerait X =4, ce qui est
contraire & X proprece L'ensemble des idéaux & gauche, contenant X et ne conte-
nant pas e , est inductif, et, d'aprés le théoréme de Zorn, posséde un élément
maximel Y o Montrons que Y est maximel dans 1l'ensemble des idéaux & geuche
de 1'anneau &L e

Mma YZL,ycar e ¢Y o

D'autre part, soit Yc Z 3 elors e€Z ctona V acl,

amsge€X =—=> age=age €l => acli s

d'Ol\,l Z = j« L}
Enfin, V aech, a=ac €Y donc e est élément unité & droite modulo Y ,
et Y est régulier.

IEFLIITION 2e2e = Un idéal bilatére @ est dit primitif & geuche, s'il est de

la forme

o1 M est un idéal moximal régulier de 1l'anneau L e
Une définition c¢quivalente d'un idéal primitif & gauche est le suivante ¢

® est 1'annulatour d'un lemodule & geuche W, simple, ct tel que AM#£ O
(cfe Ne JiLCOBSON [7])e

Le i~module M est le module quotient 4/M, L &tant considéré comme

A

lf~module & gauches

PROFRIETE 2424 = Tout idéal primitif & gauche, est premicre

Soit @ wun iddal primitif & gauche 3 ona ®= 0 s M, ot M est un lL~-module

4 gauche, simple, tel que LI#Z O

Soient B> P, C > ¢ deux idéaux bilatéres j; il existec x € M tel que
Cx# 0, d'ol Cx=TeDemPme, ona BlLZ O, d'ot Box# O et BCEP.

L4
PROPRIETE 2¢3e¢ = a étant un ¢lément n'appartenant pas & 1'idéal & gauche maxie
mal M, 1'iddal & gauche X = M °*s a={xe L xae M} ecst s
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ou bicn 1'iddel 4,

ou bien un idéal & gauche maximal réguliers

Soit M's af i etsoit bEM e a.

Ona bagM; M {tant maxinmal, si (bal est 1'idéal 3 gauche engendré par
ba, on a

(ba| + M= i o
I1 existe donc e € (b| tel que
a=zca+m avac meE M N

Si x est un élément quelconque de u« , on g

(x = xe) a= xa - x{a ~m) = xn e M

d'oh x ~xe € X, ce qui montrec que e est 4lément unité & droite modulo X ’
et que X est rdégulicr.

De plus, x€ X + (b| , ce qui montre que X est naxinale

THEGRELE 2:1c - 3 Stant un idal bilatdro de 1'amnesu & , il y a identitd
entre les idéaux suivants 3

as l'intersection Sé des idéaux primitifs & geuche contenent & ,

be 1'intersection Sb des idéaux & gauche maximaux réguliers contenant & e

Démonstrations

10 Sa = Sb + = Nous allons montrcr que tout iddal a gauche, naximal régulier
contenant d, contient un idéal primitif & gauche contenant o .

Soit M wun idéal 3 gauche maximal régulicr, et soit e ¢&ldément unité &
droite modulo Mo ® = M °. A est primitif 3 gauche.

51 xeP,ona x=xeeM ot xeeM d'odl xe M ot PS M.
De plusy si 3 S M, JLS M —> JCP,
I1 en résulte 3
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a”™ b *
20 SbQS .-OnaS:ﬂM'eL:.Or
M ..o &L = ﬂ M‘o a .
acl.
D'ol
Sa: n M .o a []
.M.oa,

S est donc 1l'intersection d'iddaux & gauche meximaux réguliers contenent o

(propriété 2e3) 3 il en résulte

DEFINITION 2e3e = L'idéal bilateére Sa = Sb ’ défini dens le théoreme 2. l,
s'appelle le radical de Jacobson (& gauche) de & dans & , et se note ﬂJﬁi) .
On définit de fagon enalogue, le radical dec Jacobson & droite de 1'idéal 3

Un résultat rcmarquable est 1'identité du radical de Jocobson & gauche et du

radical de Jacobson & droitece

Il suffit de démontrer cette identité pour 1'idéal nuly, et de considérer ensuite
1'anneau quotient 4/3 « On introduit pour cela la notion d'élément quasi=réguliers

/
DEFINITICN Re4e = Un élément a , d'un amneau 4L , est dit quasi-régulier 3

gauche, s'il existe un élément b tel que a+ b~ba= 0.,

Dans un enneau uniteire, on z la définition équivalente ¢ a est quasi-régu=
lier & gauche, si 1 = a est inversible & gauche.

En effet,
a+b=ba=0<= (l=b)(lemg)=1 .

On définit de mBme un élément quasimrégulier 3 droites

Un élément a est quasi-régulier, s'il existe b €L tel que

a4+ bebaz a+ b=ab=20 o
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Cette notion va nous permettre de caractériser le radical de Jacobson & gauche de
1'idéal nul, eppelé égelement radical de 1'anneau.

PROPRIETE 2:4e = Le radical de Jacobson & gauche de 1'idéal 0, est le plus
grand idéal & gauche, constitué d'éléuents gquasi-réguliers & gauchee
1° Tout élément de RJ(O) est quasi=régulier & gauches

Soit aesﬂj(o) » Les élduents de la forme b - ba, o b e L, forment un
iddal & gauche X 5 cct idéal est X = L + Bn effet, supposons X # L « X est
régulier et a cst élément unité & droite modulo X « D'aprés la propriété 2.1,
il existe un iddal & gauche Y meaximel régulier contenant X , tel que a soit
élénent unité & droite modulo Ye Ona: ae¥, car R(0) SY.

Come XS&Y, onag V bek,
b=be=ba+ba€Y = Y=L

ce qui est contraire & Y maximal.

I1 en résulte X = i, et il existe b € L, tel que
beba==a
soit
a+ be=ba=0 °

2° Réciproquement, soit X un idéal & gauche dont tous les éléments sont
quasi~réguliers & gauche, montrons que X S RJ(O) .

Soit a €X, a ¥ ®;(0) , slors il existe un iddal & gauche naximal régulier
M telque afdMeOna

(al + M= i o

Si e est élément unité & droite modulo M, on & s
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soit
e=m+c, mec M, ce (a s
ce(a] £X => ¢ quasi-régulier 2 geuche ;
il existe donc b tel que c+ b =Dbe= 0, soit
¢c=M+bemblemn=0=> eccl o
Mais
ee M => Li=H ’

ce qui est contraire & M maximale

PROPRIETE 2.5+ = Un iddal a gauche X , dont tous les ¢léments sont quasi=-régu-

liers & gauche, a tous ses éléments quasimrdégulierse

Soit ae X 3 il existe b tel que
a+ b=baeX s
d'ol be X et il existe c tel que
b+ c=cb=20 .
I1 en résulte
(b+clamcla+b) =0 => ba=cb = a=zc => a+besab=a+be«ba=0

et a est quasi~régulier.
Dos propriétés Re4 et 2.5, on déduit la caresctérisation suivante du radical

de Jacobson & gauche de 1'idéal O

LN ‘
PROPRIETE 246s =~ Le radical de Jacobson, & geuche de 0, est le plus grand

idéal & gauche, constitué d'éléments quasi-régulierse
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Le radical de Jacobson étant un idéal bilatére, cette propriété 2.6 entraine
1ltidentité du radical de Jacobson & gauche et du radical de Jacobson & droitee

On a égalenent le corollaire suivant.

COROLLAIRE: = Tout nil-idéal, & gauche, est contenu dans le radical de
Jacobson de 1'anneaue

En cffet, si a est un élément d'un nil-idéaly, on a &= O .

En posant b= - a - a2' - a0c = an"l s 1l vient

a+ beba=za+ bemab=20 o

a est donc quasi-régulier et a € 0&(0) .

FROFRIETE 2.7, = Le radical de Bacr et licGoy d'un idéal bilatdre & est cone
tenu. dens lec radical de Jacobson de 3 .

Ceci résulte du fait que tout idéal primitif & geuche est premier.

En général, il n'y a pas égalité entre le radical de Baer et MeCoy, et le radi-

cal de Jacobson, comie le montre l'exemple suivant dans lc ces commutatifs

On considére un anneau d'intégrité commutatif, local et unitairc, dont 1'idéal
maxinal n'est pas nule On a dans ce cas R(0) = 0, tRJ(O) =M.

Exemgle So

Lnneau des fractions % s ou a et b sont entiers, b n'étant pas multiple
du nombre premier p .

_ . fix) . .

Lmneau des fractions E&Z} s ot g(0) £#0, £(x), g(x) e Kx].

Tes annceux, pour lesquels on a R(3) = ‘RJ(ES) pour tout idéal bilatére d ,

sont sppelés anncaux de Jacobson (cfs Os GOLDMANN[6] et We KRULL [9]).

On verra, dans 1l'exposd suivant, un exemple intéressent d'anncau de Jacobson,
constitué par les anneaux unitaires artiniense

Lfapplication & -,og(a) satisfait aux propriétés déji signaldes pour le radi-

cal de Baer et McCoy (cfe Se he LMITSUR [1]).

On peut étendre la notion de radical de Jacobson & un idéal & gauche X de
17anneau &4 , ou & un sous-module X d'un i~module & geuche M s en considérant
les idéaux bilatéres X “e L et X e M »
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DEFTHITION Re50 = On appelle radical de Jacobson d'un idéal & gauche X d'un
anncau 4 (respe d'un sous-module X d'un Ji-module M ) le radical de
Jacobson de 1'iddal bilatére X *s Li (respe de 1! idéal bilatere X "o M ).

Dans le cas des anncaux unitaires, certains sutcurs considérent un autre radi-
cal de 1'idéal & gauche X de l'omneau L (respe.du sous-module X du l=module
i), égal & 1'intersection des idéaux & gauche maximaux contcnant X (respe des
sous-modules maximaux contenant X )e (cfe Ne BOURBLKI [3])o

Il s'agit bien d'un autre radicel ; en effct,dans un ennecau unitaire, tout idéal
a gauche étant régulier, le radical de Jacobson d’un idéal & gauche X co'incide
avec 1'interscction des iddaux & gauche maximaux contenant X °e L 3 mais, si X
n*est pas un idéal bilatére, le radical de Jacobson ne coincide pas nécessairement

avec 1l'interscction des idéaux & geuche meximaux contenant X o

~ On peut définir également le radicel de Jacobson & gauche d'un idéal & gauche
d'un denimgroupe D & élément unité, comme 1'intersection des idéaux 3 gauche
maxingux de D contenant X o Dans le cas o X est un iddal bilatére, le radi-
cal de Jacobson & gauche ne coincide pas avec le radical de Jacobson & droite,
contrairement & cc qui se passe dans le cas d'un anneaue. Il en est ainsi pour le
demimgroupe des applications d'un ensemble infini dans lui-if@me.
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