GERARD MATTENET
Sur les quasi-groupes

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 15, 1n°2 (1961-1962), exp. n° 12,
p. 1-28

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1961-1962__15 2 _A1_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1961-1962, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1961-1962__15_2_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISOT 12..01
(Alzébre et Théorie des nombres)
15¢ année, 1961/62, n° 12 19 et 26 février 1962

SUR LES QUASI-GROUPES

par Gérard MATTENET

Introduction. =~ Dans la littérature publiée & présent, 1'étude des relations
d'équivalence réguliéres et simplifiables daps les groupes, boucles, quasi=-groupes,

a un aspect disparate. Elle est surtovt lide & le propriété d'équivelences d'homo-

morphismes.

Or, ces équivalences sont également des équivalences d'imprimitivité pour un
groupe de bijections :comvenable du quasi-groupe (groupe associé). La définition
du groupe associé est liée de fagon directe sux axiones de définition du quasi-
groupe de sorte que les propriétés des équivalences considérées sont en fait des
propriétés de théorie des ensembles. Ce point de vue met en évidence le caractére
fortuit de la présence d'un élément-unité dans un quasi-groupe (bien qu'en réalité
on puisse définir sur un quasi-groupe des lois qui font du méme ensemble une bou-
cle admettant pour élément-unité un élément quelconque). Les propriétés, obtenues
pour les boucles, se généraliseht sans difficulté aux quasi-groupes & idempotents.
Le point de vue adopté permet d'introduire naturellement ceux-ci, et montre qu'on
ne peut généraliser au-deli. '

Un second aspect des équivalences considérées est d'&tre des équivalences de
transitivite du quasi-groupe définies par les sous-groupes distingués du groupe
associés Cet aspect a été signalé per ALBERT dens [1]. En réalité, il permet de
mnir naturellement 1l'ensemble des sous-quasi-groupes normaux de sa structure de
treillis complet. Ici, également, les propriétés principales sont des propriétés
ensemblistes.

I. Relations d'équivalence réguliéres et simplifiables dans un quasi-groupe

en tant qu'équivalences d'imprimitivité pour le groupe associé.

1. Espaces homogénes. Relations d'imprimitivité.

Les notions de théorie des ensembles, rassemblées ici, se trouvent dans [2].

DEFINITION 1. = On appelle espace homogéne un ensemble E mui d'un groupe

d'opérateurs G qui opére transitivement dans E .
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les groupes d'opérateurs qui interviendront seront, en général, des groupes
transitifs de bijections de E . La structure d'espace homogéne est définie par

la loi externe -«
GxE SE ,

{6 , x) » o(x) .

Un groupe quelconque G est muni d'une structure d'espace homogéne canonique,
dont G est lui-méme le groupe d'opérateurs, le groupe transitif de bijections

de G Atant le groupe de ses translations & gauche.

DEFINITION 2. - On appelle équivalence d'imprimitivité d'un espace homogéne E ,

les relations d'équivalence compatibles avec la structure homogene de E .

Ce sont donc les relations d'équivalences R sur E , telles que :
x,yeE; xRy; oe€G = ox) Ro(y) .
Si A est la elasse d'imprimitivité de a € 4 , la classe d'imprimitivité de
o(a) est alors CA

Ies relations d'imprimitivité de l'espace homogéne G sont les relations d'é=-

quivalence sur G , réguliéres & gauche.

Par suite, si H est un sous-groupe de G , 1'ecnsemble des classes a gauche
modulo H est un espace homogéne G/H pour la loi-quotient par la relation d'é-

quivalence B € aH de la loi externe canonique de G ,

Gx%a%

(ﬁ,u)-)paH Y aeu - .

L4 h) N -t . . . - » oA
THEOKEME L. = Soient E wun espace homogéne, G le groupe des operateurs de b,

a un élément de E , H le sous-groupe de G formé des opéreteurs a de G

laigsant invariant a .

Alors, 1l'ecspace homogene E est isomorphe & 1'espace homogéne G/Ha défini

par le sous-groupe Ha de G .

En effet, soit ¢ 1l'application de G sur E , définie par :
(pa(a) =a(a) V aeG . .

Pq est un homomorphisme de 1l'espace homogene G sur l'espace homogene E dont

le noyau est Ha .
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Remarques - Soient a , b€ E ; il existe alors PfeG tel que b=pfa .« H
est alors image de H  par 1'automorphisme intérieur de G défini par

HbzﬁHaﬁ-l N

PROPOSITION l. - Toute structure-quotient d'un espace homogéne G/H défini par
un sous-groupe H d'un groupe G est isomorphe 3 celle d'un espace homogéne G/K

ou K est un sous-groupe de G contenant H .

Réciproquement, tout sous-groupe K contenant H définit une structure-quotient
de G/H )

Cette proposition, démontrée dens [1], § 7, signifie que 9y établit une corres-
pondance bijective entre les relations d'équivalence de G réguliére & gauche,
contenant 1'équivalence d'application Pg (équivalence régulitre & gauche de G
de classe unité H ) et les équivalences d'imprimitivité de 1l'espace homogéne FE.

Pour ce qui suit, nous en retiendrons l'aspect suivant.
PROPOSITION 1's - Pour tout a €E , ¢ établit une bijection de 1'ensemble

%a des sous=-groupes de G contenant Ha et 1l'ensemble Qla des classes d'impri-

mitivité de E contenant a . 81 U € U, ¢;1(Ua) est 1l'ensemble des bijec-

tions de G qui laissent invariantes U, e

Remarque. - Dans cet exposé, la propriété : un complexe E d'un ensemble T est

stable par une bijection o de B, signifie A(E) = E . On dira aussi invariant.

2+ Groupes associés & un quasi-groupes

Ce paragraphe est destiné & 1'étude des relations d'équivalence réguliéres et
simplifiables d'un quasi-groupe en tant qu'équivalences d'imprimitivité pour une
structure homogéne convenable d'un quasi-groupe. On retrouve alors, comme consém
quences naturelles du paragraphe 1, les résultats classiques tels qu'ils figurent
dans [3] paur les boucles. Simultanément, s'introduit, de fagon assez naturelle,

le groupe des bijections intérieures de la boucle (voir également [3]).

En outre, comme P. DUBREIL 1l'a fait dens som cours d'Algéhre (1961/1962) pour
les boucles, on étudie les rclations d'équivalence réguliéres et simplifiables

d'un c6té dans un quasi-groupe, par les mémes méthodes.

DEFINITION 3.

12 On appelle quasi-groupe B , un ensemble muni d'une loi de composition interne
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satisfaisaent a l'axiome sulvant

(i) Ies trenslations de B sont des bijections de B .

2° On appelle boucle B , un quasi-groupe possédant un élément unité (noté e );

(1) est équivalent 3 1l'axiome suivant @

(11) V x, y € B, il cxiste un quotient & gouche et un seul =z et un quotient

a droite et un seul t de y por x 3

y = 2x =xt .

PROPOSITION 2+ = Soient B un quasimgroupeg & une relation d'équivalence

dans B « Alors les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes pour
ief{li,2,3,4}.

(1) R régulidre & gauche (1) L compatible avec & , V x€B
() R régulidre 3 droite (1) RX compatible avec R, V x €B

(3) ® simplifiable & gouche (3') (LX)_1 compatible avee R , V x €B

(4) R simplifiablc & droite  (4') (Rx)“'l compatible avee R, V xe€B .

L désigne la translation & gauche définic par x € B »
gx(y) = xy V yeB .

R désigne la translation & droite définie par x e B,
R(y) =yx V yeB .

(i) e (ii), pour i =1, 2 , est immédinte.
Bornons-nous & montrer 1'équivelence entre (4) et (4').

Supposons que (4) a2it lieu. Soient y Rz et xe€B ., Ona

y= (R B @) =R ()

“w

donc
-1 ~1
RX (y) X R RX (Z) X H
et, d'apres (4),
-1 -1 A
() RRI(z) ¥ xeB

dtol (41).



Supposons que (4') zit lieu. Soit xz R yz « On a donc aussi :

-l ; -l
R (xz) ® B~ (y2)

wvo

or

RZ?(XZ) =R, (Rz(xj) =x ,
d'oh xRy, et R est donc simplifiable & droite.

DéFIN;TION 4, - On oppelle groupe associé & droite G (resps & gauche Gy )

p
d'un quasi-groupe B , le groupe de bijections de B engendré par les transla-

tions & droite (resp. & gauche) de B .

On appelle groupe associé G de B, le groupe dc bijections de B engendré

par les translations de B

THEOREME 2. - Soit B un que.si-groupe.

Les reletions d'équivalence RS 3 droite (resp. & gouche) de B sont les

équivalences d'imprimitivité de B pour la structure homogéne défini par son

groupe associé & droite GF,;&esp. 4 gouche Gy )e

Les relations d'équivalence RS d'un quosi-groupe B sont les équivalences

d'imprimitivité de la structure homogéne de B défini par son groupe associé Goe.

D'aprés la proposition 2, il suffit de vérifier que Gp et Gy opérent tran-

£

sitivement sur B ; or, si x et ye€eB, il existe z et t e B tels que
X =yz =ty .

Soient

X = Rz(y) = Lt(y) et R e G L € Gy .

P Tt
PROPOSITION 3e =~ Soit B un quasi~groupe.

Soient a €B et (%Jp (resp. (%Qx ) le sous-groupe de Gp (resp. QK)

composé des bijections droites (resp. gauches) laissant invariant a .

Tout élément a de Gp (resp, Gy, ) se représente de fogon unique sous la

forme ¢

-l
= I ‘. g -
o qua ea X ea € a%J st Uy Ib o(a)

N -1
(resp. a = L, 6, o 6 e (aa)h et u, =R a(za) ) .

(&9
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Tout élément o de G se représente de fogon unique sous ses deux formes

-1 _ o=l ' e
a=R 6 =L 6! avec u =L o), v, =R o«a), 6 ,06/€3 .

o
©
<
[

8& édtant le sous=groupe de G laissant inverient o .

Démonstrations - Soit ¢_ l'application de G sur B définie par @

(29

9, () = a(a) .

Ia clesse de o € Gp modulo 1'équivalence d'application @ale de Gp sur B

est
{ge Gp : pla) = ala)} .
Ia tronslation & droite Ru appartient donc & cette classe si et seulement si
au = Ru(a) = a(z) H

d'tou

u = L;’- oa) = u_ .

L'équivalence considérée est, d'autre part, réguliére & geuche, et a pour classe
unité le sous-groupe (aq)p o Lo classe de o est donc 3
R (3) 3
a
u,\a’p
d'ou l'existence de le représentation, son unicité résultant de ce que toute classe

a gauche de Gp modulo(aq)p contient une seule translation a droite.

Démonstration analogue pour Gy , d'ol le résultet pour G .

PROPOSITION 44 = Soit B un quasi=groupe.

ae Pour qu'un complexe Ep (respe EK ) de B soit une classe d'imprimitivité
de le structure homogénc droite de B pour Gp (resp. gauche de B pour Gx ),
il faut et il suffit qu'il cxiste a € Ep (respe By ) tel que Ep (respe By )
soit stable per les translations & droite (respe. & gauche) définies par les élé-
ments de Igl(Ep) =F (respe EK = R;l(Ex) Y@t les bijections droites (respe
gauches) de Gp (respe Gy ) qui laissent invariant a .

be S'il en est oinsi, le sous-groupe de G (respe Gx ) des bijections droites

respe gauches) qui leissent stable E (resp. EX ) csty, pur tout 2 €E
(resp. E, ), P
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-l :
T = U R
RN R
%
-l
(respa o, (E?\) = E Lv(ga)k) .
Vch
Pour tout & , b e Ep (respe By), on =
-l -l
Fp = lh (Ep) = L (Ep) ,

-1 -1
(resp. Fy = R (E)) = R (bk)

Démonstration » - Soit E  une classe d'imprimitivité droite de B 5 et soit

a € Ep . Alors, d'aprés le proposition 1', le sous-groupe de Gp composé des

bijections droites qui laissent stoble Ep (ctested~dire : {a € Gp : Cpr =EP}
est

-l
Une trenslation 3 droite Ru laisse donc stable Ep si et seulement si

-l .
au =R (a) €E clest=a=dire si ue€ L (B =E . a
() B SE) =E,

d'apres L',
-l
o () > (), .
Donc

~1 X
uel, (mp)

Réciprogquement, si o € (p;l (Ep) , d'aprés la proposition 3,

— N — -l -l .
o= Rua 6, o 6 € (:,3&)p et u =L ala) € L (Ep) ;
donc
B = U R (3 .
uel” (Fp)

-l
Gomme L (B ) est, pour tout =€ Ep , l'encemble des éléments u de B, tels
ue R (E) =E il en résulte
g u( P) p*
-1 -l
; D - \v/ €5
L (Lp) L, (Ep) a,b &k ,
dtold (b) et la condition nécessaire de (a)e



1&=08

Réciproquement, soit Ep un complexe de B tel qu'il existe ae E , pour le~-
quel Ep ost stoble par les translations & droites définies por les éléments de

E ot les éléments de (3.) o Alors @-lCE ) est un sous-groupe de Gt B .
0 a/p a Yo p

En effet, soient P, Y € m;l(Ep) = Hp , lors,

X

1

p(a) =9, (p) € E, ’
et

I

y=1 y(@) e L (E) .

Et d'eprés la proposition 3,

Y = Ry o o1 aE€ (Esa)p ,
donc
-l )
vlpe) = o R @1k,
puisque
-l
R(E)=E Y el (E
JEB) =E yeiE)
done
-l
e H .
Yy B 0

En outre, Hp contient (gw)p ; donc, d'aprés le proposition L' @

Ep = ¢_(H) est une classe d'imprimitivité de la structure homogéne droite de

THROREME 3. = Soit B un quasi-groupe contenant su moins un idempotent. Soit a

un idempotent de B e

Alors toute classe d'imprimitivité de B pour G , contenant a , est un sous=

quasi=-groupe de B , stable par les {léments de G qui leissent invarient a et

réciproquement, Si B est unc boucle d'élément unité e , les classes d'imprimi-
tivité droites de B pour Gp (resp. de B pour Gy ) contenant e sont les
sous-boucles de B stable per les éléments de G

0 (respe de Gy, ) qui laissent

invariant 2 .

Démonstration. = En cffet, on a des résultats cnalogues & ceux de 1n proposition

4 pour les classes d'inprimitivité E de lo structure homogene de B pour G en

remplacant ¢
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- dans 1a partie (a) ¢ "resps" per "ou",
- dans la partie (b) : "resp." por Met",
~ donstoute lo proposition Gp ot G, por G, Ep et EK par E , (ga)p
et (ga)A par 3,

Donc si B est un quasi-groupe contenant un idempotent & , on &

=) 2 ool -1
a%(@:a:a , d'or L7(a) =a =R (a) .

'lCE) et CE) , étant alors lCu Cl«SoGB d'inprinitivité de la structure homo-
géne de B pour G contensnt La ( ) = R (a) =a , sont identiques & E , si E
est une telle cdasse contenant a
F =T, =E |
I1 résulte 2lors de la proposition 4 (b), que E , étant un complexe de B stable
par les trenslations définies par les éléments de E , est un sous—quasi~groupe de
B .

S1 B est une boucle d'¢élément unité e , e est son scul idempotent et les
classes d'imprimitivité de B pour G contenant e , sont nlors les sous-boucles

de E stables par les éléments de J_ o En outre, Igl(E ) :IEP . Donc les clesses

d'imprimitivité droite de B pour Gp sont les complexes E_  stables par les

P

¢léments de (ESe)p et par les translotions & droite de E_ o Montrons que tout

p
complexe Ep vérifiant une telle condition est une sous-boucle, c'est-a~dirc est
également stable par les transletions & ghuche de Ep .
Dtdprés la proposition 4 (b), on =

-1 ~1, {
I (B = I (B) Voa,b ek ,

¢'est-d~dire que toute closse d'imprimitivité droite de B est stable par les
-}
Ib L™ ot a,be Ep .

Donc, si B est une boucle et si a =e , il en résultc que E_ est stable par

] P
les troanslations gauches

-l
= L
Lb Ib e !
définies per les éléments b de E .
Remorques = Si B est un quasi-groupe quelconque, une condition néuessaire et

suffisante, pour qu'une classe d'imprimitivité B de B pour G soit un sous-
quasi-groupe de B , est qu'il existe o € E tel que L:l(a) €EE .

. —l -1 -
En effet, si L7 (a) € B, L (8) , classe d'inprimitivité de I. (a) , est
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identique & E . D'cprés 1o proposition 4 (a)y E est olors steble par les

. N o Pas . b b -l ey 5
tronsletions & droites définies prr les éléments de L) () =E o D'aprés la pro=-
(&

position 4 (b), on o, pour tout x €E ,

L;l @ =@ =F ,
donc E est également stoble pour les tronslations & gnuche définies par les
éléments de E et par conséquent, est un sous-quasi-groupe de B

De fagon =nalogue, une condition nécessrire ct suffisonte, pour qu'une classe
d'imprimitivité E de B pour G soit un sous-quasi-groupe de B , est qu'il existe
-1
o €E tel que R (2a) € E .

Le théoréme 3 peut alors 8tre partiellement généralisé de la fogon suivante @
Un sous-quasi-groupe E de B est une clesse d'imprimitivité de B pour G
si et seulement s'il contiet un élénent a tel que 1l'on 2it
a(E) = E VY ae 80. .
Ces résultats sont signnlés dens[3] (poge 90), et exposés de fogon différente
dans [5].
Soient B un quasi-groupe et a un Slément de B .

Si x et y€B, ona, d'une port

-l 4
xy =R (x) =R [a L (x)] =R_R (a) ’
Ry y a J L"l (%)
a
d'autre part,
=a L"l( ) =R (2)
Xy = 0 \KY) =8 .
1 ()
Il en résulte que la bijection droite,
R‘; v = R—-ll Ry R L € (aa)p .
’ L - N
L (xy) L (x)

De mfme, la bijection gruche

S L L e (3)
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Nous allons montrer que les bijections droites Ri v constituent un systéme de
’

s : . 3 \
générateurs de (3 a)p et les bijections gauches L de (aa)h lorsque x et

I
y décrivent B

IEMME, - Soient x,yeB et ae B, B quasi-groupe. On a alors ¢

a
(1) R_R =R R ,
y =l -l Xy ¥
L, (%) L, (Ry(_x))
-l a. -l -l -l
(1) R R =R (R ) avec u =L R (x) ,
y L;l (x) @ &%y a 'y
() L L =1L 12
v o=l =1 X,V 4
B R (&)
Yy i 1 (2 ) avee v=rt 1w .
T T ey =
(1) et (R) sont immédiatse.
Si u= L;l R;l (x) y ona (au) y =x , donc
a -1 -1
R =R R R =R R R
WYt Y mNew L) YU

d'ol (l’)o

- -l
De méme, si v = Ral Ly (x) , ona y(va) =x , donc :

> =L L L =t

va,y T Al oy Ty R a0l
’ R (x) R (va) R (x)

dtor (2').

PROPOSITION 5., = Soit B un quasi-groupes

Pour tout a € B , le sous-groupe (ga)p de Gp (respe (Sa)x de Gy ), composd

des bijections droites (resp. gauches) laissant invapiant a , est engendré par les

R?c,y (respe Li,y ) ot x et y décrivent B .
Soit I =fa € Gor a€R '}, o H est le sous-groupe de (3_)
P p I~ a(a) P P alp
a

engendré par les bijections droites Ri v *
s
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D'aprés les formules (1) et (1'), ot x = afa) , Ip est un idéal & gauche de

. . a a :
Crp non vide, puisque Ra(a) 7 € Hg et Rau,y € Hz .
Donc I =G _.
M TpT
ar suite, si a € (€>a)p , on &
afa) =a et a€R 4 i .
I (2) P
a
Donc
; 30y .
o Ty
a

Corme R _; (a) = aL;l (2) =a,
a

L
a

d!ou

(3,) = Hf) .

PROPOSITION 5's = Soit B un guasi=groupe.

Pour tout a2 € B , le sous-groupe ’éa de G, composé des bijections de G lais-

san$ invariant a , est engendré par les Rx,y ’ Lx,y et T;l{ ou x et y decri-
vent B .
Soient
Ipz{aeG: qER_l Ha}
L a(=)
a
I,={aec: aen_, ]}
R a(a)
Y 8 ’, . a a Q.
cu £ est le sousw=groupe de a engendré par les Rx,y , Lx,y et Tx .

On a Ip = I, = 13 en cffet,
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=1L

R iy
o) Rae) X

ou Tz(a) € Ha .

P
est stable par rmltiplication & gouche par les trenslations & droite et leurs

inverses. D'cprés les formules (2) et (2'), I = I, ost stable par multiplication

- Sme © t & 1 1 it I=1I
Donc Ip c FK De mbme, IK c I.p D'aprés les formules (1) et (1'),

a gauchc par les translotions & geouche et leurs inverses.

Comme tout élément de G est produit de translations et d'inverses de transla-

tions, I est donc un idéal & gauche non vide de G , donc I =G .

N _ LAY e
Si aed , onadonc afa) =a , d'ol :

aeR g 3
L (a)
donc
3, =R i puisque R _, € éa »
L (a) L (a)
d'ou
Ha =3 ]
a

Les propositions 5 et 5', pour a = e , donnent le théoréme 5 pour une boucle B
d'élément unité,

COROLIAIREs = Soit B un quasi-groupe contenant au moins un idempotent &

Alors la condition nécessaire et suffisante pour qu'un complexe E de B,

contenant a , soit une classe d'inprinitivité de le structure homogéne de B

pour le groupe associé G , est que E soit un sous-quasi-groupe de B vérifiant:

(D) L () = (517 ()] ¥ V x,yeh ’
(1*) ' () B = (R, (x) E] YV x,yeB ,
(11) R (x) E = EL;I (x) V xeB .

Ces trois conditions entratnent 1o relation :

(R () B] v = (B (3)] V x,yeB .

En effet :
(R G0 E] y = (0L ()] v =B () = B Goy) B =l BN (y) B) = BT ()]
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Remarque Lo = Soient B un quosi-groupe quelconque, b et ¢ des éléments

quelconques de B .

Alors B , rwnie de 12 loi de composition ¢ x
-l =l
Xxy=Rc (X)-Lb (¥) ’

est une boucle d'élénent unité be .
Le transletion & gouche de (B , x) définie par x est

-l
Lx = L . e
X R—-l (X) Lb
c
Le groupe associé & gauche de (B , x) est donc contenu dens le groupe associé a
gaughe de B » les résultots précédents relatifs aux boucles et aux classes d'ime-
prinitivité de s boucles contenant 1'élénent unité donnent donc sans dénonstration
une partie des résultets du paragraphe relatifs cux quasi-groupes les plus géné-
raux (tout cu noins en ce qui concerne les conditions nécessaires)s Si a e B,
corme
b4 b3

(aa)p = (aa)p n Gp ’
l= proposition 4 correspond cn particulier =2u choix b =a et ¢ = L;l(a) qui
donnent pour élément unité de B , be = a « BRUCK ([2] , page 56) exprime ceci
en disent que B* est un isotope principel de B .

Remarque 2. - BRUCK ([2], page 60) démontre la proposition 5' pour une boucle B

et pour a =e élérent unité de B .

Remarque 3« =~ Dans ce qui précéde, on désigne par sous-quasi~-groupe E d'un
quasi-groupe B , une partie E de B , stable par les translotions de B défi-
nies par les éléments de E 5 on désigne per "sous-quasi-groupe norrmal" de B ,
un sous-quasi-groupe E qui est une classe d'inmprimitivité de B pour son groupe

associé G .

IT. Etude du treillis des équivalences d'imprinitivité de la structure homogéne

d'un quasi-groupe B et des équivalences de transitivité de B .

Dans ce chapitre, on montre qu'il y a identité entre les équivalences d'impri-
mitivité de la structure homogine d'un quesi-groupe B définie par son groupe

associé G et les équivalences de tronsitivité définies sur B per les souse
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groupes distingués de G o On en déduit une structure de treillis complet sur
1tensermble des classes de B contenant un mére élément. Cette question o été

abordée por ALBERT [1] dans le coa des boucless

1, Résultats plus généroux relatifs aux équivalences d'irprinmitivité d'une struc-

ture horogéne gquelconque d'un ensenble quelconques

Soit G un groupe transitif de bijections sur un ensemble B .

IEMME, - Si ® est une relotion d'équivalence sur B 4 alors 1'intersection
des irages inverses de R , par les applications ¢, , cst une relation d'équivas
lence réguliére & droite de G o On désigne corme préeéderment, pour tout a € B,

par 9 1lt'application de G sur B définie por
cpa(a) = afa) si aeG .
In vérification du lerme est immédiate.

PROPOSITION 1. =~ Si H est un sous-groupe distingué de G , l'equivalence de
transitivité sur B , définie per H , est une équivalence d'imprinitivité de B

pour G .
L' énoncé de cette proposition se trouve dzns [2] (exercice 12, page L1l).

Soit R 1'équivalence de transitivité définie sur B por H o Soient x, y €B

tels que x Ry 3 il existe donc a € G tecl que

y = afx) ,

ety si BeG,

By = pa(x) = of B(x)

ol o' € H sous-groupe distingué de G , donc fy R B »

THEOREME 1. - Soient :

G groupe transitif de bijections sur un ensemble B ,

% ensemble des sous-groupes distingués de G ,

Si a€B, ®, ensertble des sous-groupes de G contenant 3 ={ae G : a(a)=a},

GI l'ensenble des équivolences de tronsitivité définies sur b par les élé-
nents de & ,

3 le treillis complet des équivalences d'inprinitivité de le structure homogene
de B pour G,

B 1'opplication de ¥ sur CI , qui & un sous-groupe distingué R de G
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associe 1'équivalence de traneitivité qu'il définit sur B,

v 1l'application de & dons %, qui, & une équivalence d'inmprinitivité Re 3
associe le sous-groupe des bijections de G qui loissent invariontes toutes les
clesses nodulo R

e Vo W associe & tout sous-groupe distingué H € & le plus grand sous-groue
distingué de G définissant la néne équivelence de tronsitivité dans B j clest
une application de ferreture de Moore dans %

Soit

9=vo p(}ﬁ) .

be M oV associe & toute équivelence d'imprinitivité R € 3 1a plus gronde
équivalence de transitivité définie par un sous-groupe distingué de G et conterue
dens R ; c'est une application de ferneture de Moore dons & , pour la relation

d'ordre opposée & la relotion d'inclusion.

On a
o v(d) =Gy et v(3) =8 .

ce Les fonilles de Moore $ ct GI sont des treillis complets isomorphes,A et
1'on =~
-l
(}J,l g) = '\)l GI .

Dénonstration.

fe Soit ® €3 . Alors, pour tout o €3B, (p;l(R) est réguliére & gouche (I,
percgraphe 1) d'aprés le lerre, D cp;l (R) est alors une équivalence régulidre
dens le groupe G o S2 classe unilte V(R) est donc un sous-groupe distingué de
G, et 1'ona

V@) ¢ % .

D'eprés 1o proposition 1, si He#%, uH) €3, vo p est donc une cpplication

de % dans % , et on a,
vou(H) ={aoeG: ax) p(f) x, V xe€B} > H

Corme p respecte llordre, il en résulte,

p(H) ¢ p o v e pu(H) .

Réciproquement, si xu[v o p(H)] y , on a

y=a(x) ot aev o pu(H) ,
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donc _
v = a(x) p(H) x , clest-dedire u o v o pu(H) c u(H) .

Soient, en définitive,
povop(H =pH) , V He® et vouH)>H, ¥ Hek .,
v e p est donc l'application qui, & tout sous-groupe distingué H , associe le
plus grand sous-groupe distingué de G définissont 1~ mére équivalence de trensi-
tivité dens B » vo p est donec unc opplication de # dons X extensive et a
fortiori idempotentes v respccte l'ordre. En effet, si ®R <R, , toute classe

nodulo R, est réunion de classcs nodulo (Rl o Donc si a € v(ﬂl) , o laisse

invariantes les clzsses nodulo 032 .
T1 on résulte que v o B est isotonce

v o p est donc une application de fermeture de lMoore dens % , vérifiant
po(vep =p .
be Soit Re 3 5 on a,

vR) ={aeG: a(x) &x; V xeB} .

Donc 1'équivalence de transitivité, définie sur B per V(R) , est contenue dens
R o Soit

povwR) c® 3
et, come v respecte 1'ordre,
v o pov(R) c v(R) .

Par ailleurs v o p étont extensive, on o

v o V(R > v(R) .
D'ol
v°pov(ﬁ)=v(ﬁ) V Red .
Done
voluow) =v .

I1 en résulte que

V(@) =vopovd) cvao k) :9:\)(251) c V(@)



puisque G = u(®) , dtol

W)

8 = \)(GI) »

“et
Koo '\)(a) = H(g) = GI .

Donc M o Vv cst une aprplication de fermeture doans & rmunie de le rel~tion d'or-
dre opposée & le reletion d'inclusione Io famille associde & p o v étant QI .
Il en résulte que si Re &, po wR est 1z plus grande équivalence de transiti-

vité de Ei contenue dans R

ce D'aprés (b),
B o v|€& est 1'égalité sur g .

et dtapres (a)
Vo U|® est 1'égalité sur S P

8 et G, sont donc en correspondance bijective par v et p, et l'ona :

I
(Ho)™t = v A .

En outre, d'cprés le théoréne 2 de [4] (page 175), © est un treillis complet
dans lequel lo borne inféricure d'une fenille (Hi)iEI d'élérents Hi de & est

1ltintersection et lo borne supérieure ¢

De mfre, &; est un treillis corplet, dans lequel la borne supéricure d'une famille

(R,) . d'élénents R, de G
3'jed J 1 ,
engendrée per la famille s .supjeJ @%) s plus petite relotion d'équivalence conte=

pour la relation d'inclusion est 1'équivclence

nent les ﬁ% (borne supéricure de la farille dons 3 ) et lo borne inférieure est

:'mfgl'(oij)jeér = p o Winfy (R ) =p o v(jQJ (&) .

Corme p|9® est une bijection qui respecte les relations d'ordre des treillis @

et 61 y On & donc les relcotions

SupjeJ(‘Rj) = H(Supg (v(ﬂj)>']6j) =pove H(Sup}g (v(ﬂj))jeJ) .
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Soient
(L) sup QQJ 023 =u (su.p%(v(&i{j))je'}) ’
et
inf (6{):IEJ = po v( ﬂ RJ) = p[JQJ v(g)] .
Soit
2) it () g = 0 (8] :

Remarques — Solent a € B, © l'enserble des classes d'inprinitivités de B

contenant a peut 8tre identifié canoniquement & 3 .

Si % désigne 1'enserble des sous-groupes de G contensnt 3 = {a e G: af)=a}
v o ¢, est une application de # sur 8, qui, & tout S € ¥ ,associe le plus

grond sous-groupe distingué de G conternu dons S .
Io dénonstration de cette propriété est dans [1] (poge 106).

D'aprés la proposition L' (I, parngrophe 1), pour tout a € B, ¢, est une

bijection de # sur 3 o

-‘l N
Lorsque o déerit B , les sous-geoupes ¢ (U ) ob U est 1o classe de a
modulo R , R € J constituent une classe de sous-groupes conjugués de G , et

1t'on a

-l :
9, (Ua)z{ae(}: a(z) Ra, V aeBl=v(R) .
aeB
Si 1'on identifie pour tout aeB, & et U 5 vooy, est donc unc application
de aea sur § quia Se }@a cssocie le plus grand sous-groupe distingué de G

contenu dons S o Ces résultats peuvent &tre préecisés de lo fagon suivente s

PROPOSITION 2.

de Soit R e d o Il existe un groupe transitif de bijections de B/R y soit G
isomorphe & G/v(R) et un homomorphisne o de G sur G , tel que si © désigne
1'homomorphisme canonique de B sur B/R, le dingramme

e

B > B/R
YN
B - > B/R
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goit cormmtatif pour tout a€G .

be S1 E est une classe modulo R, et si aeL , ona :

-1 -l

(Pa (E) =9 (gea) ’
et

-l

o, (B) o+

>~ % '
Si Re GI s alors

3

LP(E}a) =3‘ea et W—- oa .
Si aeG et 6x =06y , ona, pulsque R € d s
6a(x) = 6x(y) .
Soit alors ¢(a) 1'application de B/R dons B/R définie par @
o(a) (6x) = Ba(x) Vv xeB .
On a done

o(a) 6 = 6a V a €6 .

G étant un groupe de bijections de B , il en résulte immdédictement que ¢(a)
est une bijection de % et ¢ est un homouorphisme de G dans le groupe des
bijections de B/R .

En effet,
¢(ap) © = 6ap = (o) B8 =¢(a) ¢(B) & .,
d'ol
9(ap) =p(a) ¢(B) Va,BEG .

G étant un groupe trensitif de bijections de B , il en résulte que ¢(G) est
un groupe transitif de bijections de B/R

p(a) ® =60, V o € G, entratne que les relotions ofa) € 56" et a(a) € E
sont équivalentes si E est une closse modulo R et a € B, Sé&

groupe de G = ¢(G) laissant invarient 6a . Ce noypude ¢ est {a € G: 6= gal

étant le sous—

c'est donc v(R) «
. . Lp"l (E) —
I1 en résulte que G/v(R) et -J-"-Z-)-_ sont respectivement isomorphes & G et &
VIR
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—-—

3., e 81 Reb

oa. y On

I

|

]

@(5

-
) =

we

a On

en effet, pour tout Re d , on =2 (p(aa) € gy

Réciproquement, soit a € Béa , ona a=o¢(a) avec ala) Ra.. Comme R € Gy ,
R est 1'équivalence de tronsktivité définie sur B por v(R) , done il existe
g e v(R) tel que

a(z) = pla) , done p"l aed ’

dfou
a=py avec Be VR , yeEI R

done & = p(a) = o(y) egw(aa) o
Il en résulte que i est isomorphe & & si Re .
VR N 3’33 Ba GI
Remarques - Si Re 3, Ww(R) € &y « In clzsse de a modulo wW(v(R)) est

w(®)(a) ot le sous-groupe de ®, contenant & est d'eprés le proposition 1Y,
chapitre I, §1
-l \ - wl
o (W(R)(2)) =v(R)3, c o (E) ’

a

E étant la classe modulo R de a »

2. Corollaires des résultats précédents.

THEOREME 2, ~ Soient B un quasi-groupe et G son groupe associés

a. Les équivelences d'imprimitivité de la structurc homogéme le B pour G sont

les équivolences de transitivité définfes par les sous-groupes distingués de G o
'Si Re 3,

L -1

v(R) > {r R L Ly : x Ry} .

N 2
be Pour tout ae B, l'ensemble U des closses d'imprimitivité de B pour G

contenont a admet une structure de treillis complet dans lequel 1z borne infée

rieure d'une famille (Ei)ieI d'éléments de U est 1l'intersection de cette

famille, et la borne supérieure l'ensemble des éléments de B de la forme
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n=l l
ML L(x )
j’-'—'l Xi a ln

pour toute frmille finie 1y , ee. :'Ln e I cvec X EEi. s V j de 1 & n.
J J
Dérionstration.

ae Soient R une équivnlence d'imprimitivité d¢ B pour G, E wune clesse
modulo R et a€ E . Soit H=v(R) e ¢ .

=l = . »

Pour tout x ek , RXRaeE.bneffet, si yeB,
R R (y) =B (y) x R (y) E .
X & T e a

-l
Et, d'aprés I, poragrephe 1, E  étent 1la classe modulo R de a , R (y) E est
la classe modulo R de

) a=y .

De méme, L L~ eH pour tout x et tout o €E ,

D'aprés le théoréme 1, 1l'équivalence de tronsitivité : p(H) = pv(R) est conte-
nmie dens R o On 2 done H(a) €E o Or Rx R;l (2) € H(a) et :

-1 el
Rx Ra (a) = R (a) x = LR;l @ (x) .

D'aprés 1o propoesition 4(2) (chapitre I, §2), ona L 4, (B) =E, E étant

R (o)

stable par les tronslations & gouche définies par les éléments de R;l E) .

I1 en résulte donc que, pour tout o € B, H(a) =E closse modulo R conte-

nant a 3 d'ou

HV(R):(R et Q:GI .

be Soit 8 =v(3) = v o u (®) + D'aprés (a) et le théoréme 1, & et & sont

isomorphes per v « Pour tout a € B, ua est donc isomorphe au treillis complet

% du théoréme 1,

Soit (El) I une femille d'éléments de 'Ua o D'apres le théoréme 1 (formule
(1), (), ona s

E = sup;er By =g, (supse ¢ v(R;)) ,
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la borne supérieure étant prise dans ® , ol (Ri est 1l'eéquivalence d'imprimiti-
vité de B pour G dont la classe contenant a est E, j done, pour tout élém
ment x de I , il existe une famille finie d'éléments de I : 1, , see , 1
et a, € v(Ri) tels que
J
X =0, 0 4e0 00, 0 400 0 Q, (3.) .
i 1 i

= V(R a . e
o cv(n) et aeE, , donc i(a)&Ei

n n n n
Soit x; =& (a) .
n n
On a
a, (x. ) eE, L= (x. ) classes modulo R, de al” (x, ) =x, 3
i i i1 8 i 11 a ‘i i
donc
o (xi ) = Xy L;l (xi ) ou X, € E 5 .
el n nel n n~l Te=l

Donc, pour tout x € E , il existe une famille finie de I ¢ 1; , eee , in tels
que

-1 -1 -
x =1L L L L eee L Lt ees L L"l(x. )
xi a X a Xi a Xi a ln

1 ) 3 n-1

avee X; € Ei. pour tout j de 1 & n .
J J
COROLIAIRE. - Si B est un quasi-groupe contenant au moins un idempotent a ,
la borne supérieure d'une famille Ei de sous=quasi-groupes normaux contenant a
est 1l'ensemble des éléments de B de la forme (ensemble qui est un sous-quasi-

groupe normal contenant a )

(1) x=L e L (x )

pour toute famille finie i, , ees , in de I, avec % EEi. s V j de 1
a& n « En outre, J J

sup(E; , B,) =E; B, =E, E, R
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En effet, si a est un idempotent du quasi-groupe B , ua est 1l'ensemble des

sous-quasi-groupes normaux de B contenant a (théoréme 3, I, §2).

-1
v; = L (Xi ) € E, H
n n 2
done
-1
L (X.):X y .
¥ 0% n Apa1Tha
n—
Si card I=2 , ona

car s1 x, € B, , x,€¢E , ma
X = L-l( ) avec € (v, = )
1% =% L Vo & By W =g

—-1. —l N “‘l
= Lxl L (v,) € R] (x,) By d'aprés (o) et B (x,) € E, .

.

Si x €E ,ona

-l
x =R (xl).a € E, E, .
Par récurrence, on en déduit une représentation du type 1 pour tout élément de E.

PROPOSITION 3, = Soient & une relation d'équivalence d'un quasi-groupe B
réguliére et simplifiable, W®) 1lc sous-groupe distingué de G , groupe associé

a

a B, laissant stablestoutes les classes modulo R .

Alors, pour toute classe E modulo R et tout a €E , ona

= U -
v(R) 2 RL: ) RL;l . (5, nv(R)] ,

ou Sa est le sous-groupe da G dont les éléments laissent a invariant.

En effet, R 1 (&) = aL;L (a) =a 3 donc R R et son inverse sont dans Sap
I (2) I (a)
D'aprés les propositions 3 et 4 du chapitre I, tout élément a de cp;l (E) admet
une représentation unique de la forme a =R R"l B avec xeceE et

-l -1
@ L (e)
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-1
B € aa s et réciproquement tout élément de cette forme appartient a wa (E) .

Puisque x € E classe modulo R de a , on a

-l -l
L (x) R L (a) .
Donc (chapitre II, théorcme 2(a))

-1
R R ,
RL;I ) 1) V@

ae v(R) si et seulement si B e v(R) n 3, 0 d'ol le corollaire.

Dans ce qui suit, nous énongons des résultats démontrés dans [3] pour des boucles,
en 1lés complétant.

Etent donnés un quasi-groupe B et © un homomorphisme de B sur un quasi-
groupe B , il est immédiat que 1'équivalence définie sur B per @ est régulidre

et simplificbles
Réciproquement, suivant en cela [3], nous avons le résultat suivant s
PROPOSITION 4, = Soient B wun quasi-groupe, G son groupe associé, H un sous=

groupe dietingué de G , ®(B) 1l'ensemble des parties de B , munies de la loi

induite par celle de B .

Alors 1'ensemble des classes de transitivité, définies par H sur B , est un

sous-quasi-groupe de ®(B) , image homomorphe de B par l'application x - H(x)

Démonstrations = D'aprés la propositicn 1, (chapitre II), 1'équivalence de tran-

sitivité R® , définie sur B par H , est une équivalence d'imprimitivité de B

per G .

Ia classe de xy modulo R est donc, d'aprés le chapitre I
’ b ’

H(xy) = H[RY(X)'J = Ry[H(X)] = H(x)sy dans @(B)
= H[I&(x)] = Ly[H(xY] = yoH(x) dans @(B) .
I1 en résulte que, dens @(B) ,
H(x) H(y) = U H(x) ofy) = U H(xaly)) .

o€l oa=H



Comme R/ est régulidre & geuche (théordme 2, ckapitre I) et a(y) Ry , il en

résulte ¢

H(xa(y)) = H(xy) Y aeH ,
d'ou
H(x) H(y) = H(xy) .
Des relations,
H(x) A(y) = H(x) v =x H(y) ’

il résulte que l'ensemble T des classes de transitivité modulo R est simplii-
fiahle dans @(B) .

B est donc un sous-quasi-groupe de ®(B) , image homomorphe de B par x S HEX)
Des théorémes 2 (chapitres I, II) et de la proposition 4, il résulte donc le thée-

réme suivant :

THEOREME 3..-~ Soient B un quasi-groupe, G son groupe assocics hlors les
quatre propriétés suivantes sont équivalentes pour une relation d'équivalence R

sur B s

1° R est reguliere et simplifiable,

20 R est d'imprimitivité pour la structure homogene de B pour G,

3° R est une équivalence de trensitivité définie par un sous-groupe distingué
H de G,

49 R est une équivalence d'homomorphisme.

PROPOSITION 5. = Soient B wun quasi-groupe, & une rclation d'équivalence dans
B satisfaisant les conditions équivalentes du théoréme 3, © 1'homomorphisme

canonique de B sur B/R (proposition 4).

ae Alors, il existe un homomorphisme ¢ du groupe associé G de B sur le

groupe associé G de B = B/R tel que

(p(a) 0 = Oa .

be Pour tout a €B , on a (p(éa) =38a sous~groupe de G laissant 6a inva-

riznt.
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-1
3q 0y (E)

Le noyau de ¢ est wR) (théoréme 1) et A ¢ S ot
a

iscmorphes & &, B étant le classe modulo R de a .

D'aprés le théoréme 3 et la proposition 2, il existe un homomorphisme ¢ de G

dans le groupe des bijections de B tel que

p(a) © = Ba V aeG .

Soit x , y €B 4 on a done

9(Ry) 6y = O R (y) = 6(yx) = 0(y) 6(x) =Ry(,y 6(y) ’
dtoh
o) =1,
et de méme
o(L) =Ly, .

¢ est donc un homomorphisme appliquant 1l'ensemble des translations de B sur
1'ensemble des transletions de B o Comme les groupes 2ssociés sont les groupes
de bijections engendrés par les translations, il en résulte ¢(G) =G groupe

associé de B

D'aprés le¢ théoréme 2(a), ona & = Ty 5 d'ob (v), d'eprés la proposition 2(b).

Remarque. = KICKEMEISTER [5] montre que l'ensemble des sous=quesi-groupes nor=-
maux d'un quasi-groupe & idempotents contenant un méme idempotent est un treillis
modulaire, sa démonstration étant basée sur la propriété L du théoréme 3+ De fagon
plus générale, il montre que, pour un quasi-groupe quelconque B et vn élément
quelconque a de B, l'ensemble Ea des sous-quasi=groupes normaux ("normal

divisor") de B contenant = est également un treillis modulaire.

La structure de treillis de ﬁa peut s'obtenir ici directemant & partir des ré-

sultats précédents.

L'intersection des sous-quasi-groupes normaux de B contenant a est en effet
un sous-quasi=-groupe normal Eq 5 11 lui correspond donc une équivalence Ra sur
<

B qui vérifie les propriétés identiques du théoréme 3.

L'ensemble quotient B/ﬁi est alors muni par la proposition 4 d'une structure
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de quasi-groupe pour H = v(&g) e 51 6 est l'homomorphisme de B sur B/b?a ’
domné par la proposition 4, ©(a) est clors un idempotent de B/ﬁé .

En effet
6(a) =v(R)(2) et 6(a)° = (&) () = 6(a)

2 .
puisque a € E"L sous-quasi-groupe de B
i

I1 en résulte que © <établit une bijection entre ﬁa et l'ensemble des sousw~
quasi-groupes normaux de B/Rél contenant 1'idempotent 6(a) « Cette bijection res-
pectant 1l'ordre permet de munir fa d'une structure de treillis complet (corole

laire du théoréme «, et chapitre I, théoréme 3)e

Nous avons laissé de c0té la prapriété M"moduleire" des treillis considérés.

Celle-ci pourrait s'obtenir dgalement par les mémes méthodes.
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