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LES RADICAUX EN THÉORIE DES GROUPES

par A. G. KURO0160

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
15e année, 1961/62, n° 22 22 mai 1962

Le concept axiomatique de radicale introduit par 1’auteur [4] pour les anneaux
et les algèbres peut intervenir toutes les fois que la notion de noyau d’homo-
morphisme s’ applique ; en particulier, dans le cas des groupes, où cette notion

permet d’incorporer, dans un seul schéma, de nombreux résultats [5].
D’autre part, le radical possède, dans le cas des groupes, des propriétés qui

n’ont pas d~ analogues dans le cas des anneauxo

la Définitions.

Dans la classe de tous les groupes, le radical ? est défini si :

- Io Deux sous-classes de groupes, R et S, sont données ; R étant appe-
lée la classe des groupes-radicaux ou des R-groupes, et S la classe des

groupes semi-simples ou des S-groupes.
- II. Ces sous-classes vérifient les propriétés suivantes :
1° la classe R est fermée par rapport aux homomorphismes, c’ est-à-dire que

toute image homomorphe d’un R-groupe est un ~-groupe. [Il en résulte que le
groupe-unité E est un groupe radicale]
2° tout groupe G possède un F-sous-groupe invariant appelé

~.radical de G.

3° le groupe quotient G/~~ G) appartient à la famille S ~ c’est-à-dire que
le R-radical du groupe est égal au groupe-unité.

le R-radical d’un groupe est l’intersection des sous-groupes invariants dont
le groupe-quotient correspondant cst semi-simple.

Il existe une infinité de couples de familles de groupes, R et S ~ qui satis-
font aux conditions 1°, 2°, 3°, Chacune des classes, R et S, est déterminée
par la donnée de l’autreo En particulier, S est l’ensemble des groupes G tels
que ~~G) ~ E c Inversement, on montre que, S étant donnée, R est la classe
des groupes dont aucune image homomorphe n’ appartient à S, sauf le groupe-
unité 0



Le radical d’un groupe G est un sous-groupe caractéristique de G : c’est

cette circonstance qui rend l’utilisation du radical si commode.

De nombreuses classes de groupes connues sont, ou bien des classes radicales

ou bien des classes semi-simples par rapport à des radicaux abstraits, R , con-

venables.

2. Caractérisations des classes radicales.

On montre qu’une classe de groupes, R 9 est une classe radicale si et seule-

ment si elle possède au moins une des propriétés ou et au moins une

des propriétés Ao2.1, A.2.2, ~1.2~3.

L’image homomorphe d’un Regroupe est un R-groupe.

lE.1.2. - Toute image homomorphe d’un R-groupe, différente du groupe-unité,
contient un R-sous-groupe caractéristique, différent du sous-groupe-unité.

Tout groupe dont toute image homomorphe, différente du groupe-unité,
possède un R-sous-groupe invariant, différent du sous-groupe-unité, est un

R-groupe.

A.2.2e - Chaque groupe qui possède une chaîne normale croissante dont les fac-

teurs sont des Regroupes est lui-même un Regroupe.

~~.2.3e .. Tout groupe possédant une chaîne principale croissante, dont les

groupes facteurs sont engendrés par leur R-sous-groupes caractéristiques est

un R-groupe.

On en déduit que tout produit direct de groupes radicaux est un groupe radical

et que l’extension, au sens de Schreier, d’un groupe radical par un groupe radi-
cal est encore un groupe radical; on résume ces propriétés en disant que les

classes radicales sont formées par rapport au produit direct et à l’extension.

3. Constructions de classes radicales.

Soit ~ une famille de groupes ; sans restreindre la généralité du problème,
on peut supposer ~ fermée par rapport aux homomorphismes.

La classe radicale minimale engendrée est une famille de

groupes pouvant être caractérisée de nombreuses façons. Par exemple :



1~ On définit les groupes possédant un certain rang au-dessus de la famille

rang qui est en général un ordinal transfini, et ceci de la manière suivante :

les groupes de rang 1 sont ceux de la classe M ; si p est un ordinal et si

les groupes de rang a sont définis pour a  p p le rang d’un groupe G est

p si, pour toute image homomorphe G" de G ~ autre que le groupe-unité, on

peut trouver un sous-groupe invariant de différent du sous-groupe-unité,
qui soit de rang a ( p) sur la famille ~ o

Par si le groupe G est de rang ? ~ il est aussi de n~ importe

quel rang > ? ~

La classe radicale minimale R0(M) est constituée par les groupes qui ont un

certain rang (au sens précédent) K Kc 0160UKIN [7’J a démontrée qu’en

fait~ ce rang ne dépasse pas le type ordinal de la suite des entiers o

2° On définit aussi la classe comme étant constituée par les groupes

G qui vérifient la propriété suivante : il existe une chaîne (transfinie) nor-
male croissante s

telle que;, quel que soit a ~ le facteur 
a 

soit un et que

l’on puisse trouver une sous-suite finie s

de sorte que la chaîne g

soit encore normale ; autrement dit, on peut, à partir de G , atteindre n’ im-
porte quel sous-groupe CL 

a 
de la suite (1) par une suite décroissante normale

finies

Remarques.
1° Si l’on considère les groupes pour lesquels la chaîne (1) est principale,

on n’obtient qu’une partie de la classe R0(M) , à savoir la famille des groupes
de rang 2 sur ?K o



2° Si l’on ne suppose pas que chaque terme de la suite (1) peut ~tre atteint

à partir de G par une suite normale finie, on obtient une classe de groupes

qui contient et qui est encore une classe radicale. 
.

4. Caractérisations des classes semi-simples.

On montre qu’une classe S est semi-simple si et seulement si elle possède
au moins une des propriétés B.1.2 et au moins une des propriétés B.2.1,
B.2.2 ou B.2.3.

B.1.1... Tout sous-groupe invariant d’un S-groupe est un S-groupe ; on dira

aussi que la classe S est fermée pour les sous-groupes invariants.

B. ~.Z..~ Tout sous-groupe invariant d’un S-groupe, et différent du sous-

groupe+unité, possède une image homomorphe sur un S-groupe, différent du groupe-
unité.

B.2.1. - Tout groupe, dont tout sous-groupe invariant, différent du sous-groupe-

unité, possède une image homomorphe sur un S-groupe, différent du groupe-unité,
est un S-groupe.

B.2.2. - Tout groupe qui possède une suite décroissante normale [invariante,
caractéristique], dont les facteurs sont des produits sous-directs de S-groupes,
est lui-même un S-groupe.

B.2.3. - Tout groupe possédant une suite normale décroissante dont les facteurs
sont des S-groupes, est lui...mme un S-groupe.

Il en résulte que les classes semi-simples sont fermées par rapport au produit
sous-direct et à l’extension. A. L. SMEL’KIN [8] a démontré que ces classes sont
aussi fermées par rapport au produit libre.

v 
D’autres caractérisations des classes semi-simples ont été données par

CAN VAN KHAO [2].

5. Constructions de classes semi-simples.

Soit ~ une classe de groupes ; dans le but de caractériser la classe semi-

simple minimale qui contient n, on peut, sans restreindre la généras
lité du problème, supposer que la classe n vérifie lea propriétés B.1.1 et
B.2.2 du paragraphe 4.



Cette caractérisation peut se faire, entre autres, de la manière suivante :

on démontre que est constituée par les groupes G pour lesquels existe

une suite décroissante normale transfinie g

telle que, quel que soit a ~ le facteur soit le produit sous-direct

dp une famille de ~~groupes ~

On obtient la même classe en imposant à la chaîne (2) d’être princi-
pale ou même caractéristique? en appelant chaîne caractéristique une chaîne dont
tous les termes sont des sous-groupes caractéristiques de groupe donné.

On peut aussi construire une classe semi-simple plus large constituée

par les groupes qui possèdent une suite de composition décroissante transfinie

dont tous les facteurs appartiennent à K o

60 Application au cas des rou es abéliens et au cas des rou es finis.

La classe G des groupes abéliens étant fermée par rapport aux homomorphismes
et par rapport aux sous-groupes, on peut construire à partir de 03B1 des classes

radicales aussi bien que des classes semi-simples. On obtient de la sorte les

classes de groupes résolubles généraliséso

On démontre que est la classe des groupes qui possèdent une suite décrois-
sante de commutants c’ la classe des R.K-groupes ; S(A) est la classe

des R.N-groupes ; R0(A) est la classe des groupes sous-résolubles, étudiée

par R. BAER en 1955 ~~~~

Il y a~, au sujet des groupes de cette classe, des groupes ayant
un rang sur la classe des groupes abéliens, une question ouverte s ces groupes

sont-ils tous de rang 2 3

R(A) est la classe des R.N*-groupe. Un exemple construit par l’ auteur montre
que les classes R(A) et sont distinctoso

A partir de la classe des groupes cycliques, fermée par rapport aux homomor-

phismes et aux sous-groupes, on obtient de nombreuses classes de groupes sur-réso-

lubleso

La classe des groupes (abéliens) périodiques dont les ordres des éléments sont
bornés dans leur ensemble, étant .fermée par rapport aux sous--groupes, engendre



une classe semi-simple. Les groupes radicaux correspondants sont complets dans

le sens de S. N. ERNIKOV, c’ est-à-dire que si G est un groupe radical et si

son opération est notée multiplicativement, 1’équation :

xn = a

possède une solution, quel que soit a E G et n entier positif.

Il existe des groupes complets ne contenant pas de sous-groupes abéliens com-

plets s ceci donne la réponse à une question posée par CERNIKOV [3].

A partir de la classe des groupes finis, on obtient encore des classes de

groupes connues, celles des groupes finis généralisés.

De nombreux théorèmes démontrés indépendamment, s’obtiennent à partir du fait

que l’ on a une classe radicale ou une classe semi-simple. On a démontrée par exem-

ple, que la classe des R.N-groupes est fermée par rapport au produit sous-direct.

En réalité, ce résultat est une conséquence triviale du fait que cette classe est

semi-simple.

7. Autre développement de la théorie du radicalo

Les radicaux peuvent ne pas être construits dans la classe de tous les groupes,
mais seulement dans une classe de groupes fermée à la fois par rapport aux homo-

morphismes et par rapport aux sous-groupes invariants, par exemple dans la classe

des groupes abéliens ou m0me dans la classe des groupes abéliens p-primaires ;
dans ce dernier cas, la classe des groupes radicaux est la classe des groupes

complets (ou divisibles) et la classe des groupes semi-simples, celle des grou-

pes réduitso

On peut aussi considérer les radicaux dans la classe des groupes finis, pro-
blème qui présente de nombreuses difficultés. On peut ainsi obtenir des classes
de groupes finis connus c Par exemple à partir de la famille ~’ des groupes finis

simples (et considérant le groupe unité comme groupe simple) on peut construire,
dans la classe des groupes finis, les sous-classes R 0 ~~~ et S 0 ~f~ ; ces sous-

classes coïncident et est l’unique classe de groupes finis qui
soit à la fois radicale et semi-simple.
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