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Séminaire LUBREIL-PISOT

(A1lgébre et Théorie des nombres) ,
15¢ annde, 1961/62, n° 11 12 février 1962

ETUDE DE QUEIQUES REIATIONS D 'EQUIVALENCE
DEFINIES DANS UN DEMI-GROUPE D

par Roger DESQ

Introduction. - Cet exposé est consacré & 1'étude de certaines relations d'é-
quivalence dans un demi-groupe D . Ces relations sont vcisines des équivalences

principales bilatéres étudiées par R. CROISOT [2].

La premilre partie est consacrée aux définitions générales. Dans la deuxiéme
partie est introduite la notion de complexe semi-fort, notion & la fois plus fai-
ble que celle de complexe fort [3] et que celle de complexe bilatérement fort [2].

Toutefois dans un demi-groupe, ayant un élément unité & droite par exemple, un

complexe semi-fort & droite est un complexe fort.

La troisiéme partie précise quelques propriétés des complexes semi-forts
L .symétriques..

Les L---ésidus sont définis et comparés aux résidus. Ils conduisent dans la der-
niére partie & la notion d'idéal D°- fermé & droite. Dans son travail, R« CROISOT
[2] caractérise les demi-groupes D dans lesquels D3 est simple 3 ici s'intro-
duisent assez naturellement des caractérisations analogues pour les demi-groupes

D dans lesquels D3 est simple & droite ou & gauche.

1. Définitions et notions générales.

Soit D un demi-groupe, D* 1le demi-groupe anti-isomorphe de D + Nous consi-
dérerons ® =D x D¥ , c'est-a-dire l'ensemble des couples (x , y) ot x, yeD

avec comme multiplication
(x ’ Y)(x' ’ Y') = (x!' y 7' y) .

DEFINITION 1.1. = Soit H un complexe de D . Nous noterons EH la relation

d'équivalence suivante dans ®©

x, P =&,y (5 = HE = y=@ESx) Wy .
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THEOREME 1.1, - Si on 2 (x , T)

itl

(x' , y") (EH) , alors on a
(o 5 9) = (x'x ,5) (8), V x €D

et
x,yv)=&,5ny (&), v yyed ,

en particulier, EH est une relation d'équivalence réguliére & droite dans ® .

En effet, si ue (H.* }ch) ‘y,ona xlue(H.'x) ey, dlod
X, u € (H«*x') "sy' ce qui entraine u € (H o* x! Xl)' *e ¥ o De mdme, si

vel(H. x xl) ‘ey's ve(H. )ocl) ‘e ¥y ; par suite, on a bien
(' x5 9") = (xx , 9 (g) -
8i (x,y) =(x',y") (% pour tout (x, ,y) €0, na
() 7)o = (' x5 7)) (8
ce qui donne (xx1 s 7y y) = (x X, y') 3 soit
ey 0, 7y) = (= )06, 5) (&) o

DEFINITION 1.2, - L'cnsemble des couples (x , y) € ® tels que
(H."x) *ey=¢ sera appeléd résidu de H dans ® et noté By oo

THEOREME 1.2. - Si % # ¢, c'est une classe " modulo £; ot un idéal & droite
de ®,

DEFINITION 1.3. = Nous considérerons dans D les relations suivantes

y=y' () sipour ¥ x€D ona (x,y) =(x,y) (g

Hi

X

I

x! (LH) sipour V yeD ona (x,y)

Ly et 'L sont évidemment des relations d'équivalence, et, d'aprés le théoréme 1,

on peut dire que LH est réguliére & droite et HL réguliére & gauche.

Soit Wy = {x , tcls que, pour tout y, (x,y) e WH} « W, constitue done
une classe modulo LH ..

X eWH 2 il n'existe pas de produit uy avee iy € H = (H ."x) nD'2 =0 .

Par suite WH contient le résidu & droite W, de H dans D (P. DUBREIL [3]).

H
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WH est un idéal & droite, on a méme W, D gW, ¢ WH clest=2-dire WH CWy“ Do
Mais d'autre part si a €Wy . D, abc¥W,, ce qui donne a €W, . D'ad

THéORl:]I"E 1.3, - Le résidu & droite WH de H dans D est inclus dans une

classe modulo L, , cette classe étent Wy e D

THEOREME 1.4, = X = x!' (LH) = [H. xn p* = (H.* x') aAD* .

Soit x = x! (LH).Si uyG(H.‘x)nDZ,ona ue(H %) ey,
d'ou :
ue(H.'x')'.ym;*uyE(H.'x)ﬂD'?' .

2

Si (H."x)nD :(H,'x')nDz,etsi,pourun y,oma ue (H."% "y,

on voit que ue (H.' x') *. y et inversement.

COROLIAIRE, - La relation d'éguivalence principale Ry est-incluse dans LH .
Si H est fort, Ry et Ly coincident sur D —ﬁH .
Si D est globalement idempotent, RH = LH .

Si H est bilatérement fort (R. CROISCT [R]) et si D est commtstif, Ly = RI‘_I
(équivalence principale bilatére).

———

Nature de %.—%Q@H,D) u (D ,I;AY_) - étant 1'ensemble des y €D
tels que V x€D, (x,y)e‘ﬂH.

8i fa, b) GWH-@TH,D) v, s a?’WH, donc il existe u , x avec
auX'.—.‘:kEKzﬂnDB;deméme b?’él‘, 3 y.,v avec yvb=k' €K,
@,b) ey = (2, b)(wx,yv) =&, k) =% .
Donc si (K , X) nYZH:.QY, on a
| = 0Ty, D) v, d0) :
Cette condition est en particulier remplic si Pcu , donc si H est un sous-
demi~-groupe. Dans ce cas, on a de plus WH = WH , IF = I-?J .

En effet, soit x ¢ WH ,' il existe y aveec xy € H , mais alors pour toub
heH,

xyheH::;x;é&TH .

2. H ggt un complexe semi-fort, ou  be-fort.

DEFINITICOH 261, = befort signifie biletérement fort au sens de CROISOT [3].
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Un complexe H sera dit semi-fort & droite, si, pour tout x tel que H *. x#0,

H*®., x est un complexe fort.

PRDPRIETE 2.1. = Tout complexe b~=fort est semi-fort (3 droite et & gauche). Cecil

résulte de ce que
B bfort = (H." % ey { (H."x) ey = (H." % "oy =(H :x‘j'. y*
PROPRIﬁTﬁ 2.2+ = Tout complexe fort est semi-fort.
On vérifie aisément que si H est fort, H *. x est fort & gauche.
PROPRIﬁTé 2.3. - Les complexes semi-forts a dfoite forment une famille de Moore.

Construction de la fermeture de Moore associées = H étant un complexe donné, on

construit
7t = U [x[(E."x% *ey]y sicecirencontre H .}
(X:Y) xteD
o 1
H =Hu (U T )
1 x,yED (X;Y)

H étant ginsi obtenu, on construit 0 & partir de H, comme on a construit

H, & partir de H, etec.

On a donec

jasy
1a]
ju>]
"n
N
.
L ]
N
{n ]
+N
[ )
.

Soit H=UH .
o DB
On vérifie

1° que H est un complexe semi-fort & droite j

29 que si K est un complexe semi-fort & droite, contenant H , il contient He

H est bien la fermeture de Moore pour H associée & la famille de Moore formée

par les complexes semi-forts a droite.

Pour la fermeture semi~forte, on remplace T%x;y) par

U x'[(H."x) eyy et (E."x) *e yly' s'ils rencontrent H} .
x'yy'eDd

Pour la fermeture b~forte, on pose

Ttx y = U {x'[(E."x * yly' siceci roncontre H}.
sy ®,y'eD



L1-G5

THéORE\I-fIE 2.1, =81 H est un complexe b=fort ,il existe une bijection entre
; t LW
{0/, - ¥} et {o/Ry - uryl

Soit (x, y) la classe modulo £, contenant (£,y) dans @ .

Soit @ la classe modulo RI!I contenant ‘a2 dans D .

At

Si (x, y) ;EWH , il existe ue (H." x) "oy

ve (H."%) ey == (x,y) €Heou

donc

(x,y)gH..u
pour tout n € (H .* x) *ey .
Si (x',y') €H..u, ona

U.E(H-‘X) .oyn(H:Q.X') '.’y' »

H étant b-fort, on en déduit que (x' , y') € (x, y) -

Donc (x,y) =H ..u pour tout u € (E.' %) "oy .
On montre de méme que, si @ # Wl o,
Z=(d."%) *. y pour tout couple (x , y) €H «s & .

Soit ¢ 1'application de (®/53H - :rgH) dans (D/BT'{ - w}*{) définie pae @

Az, )] =(E. % vy .
On voit que ¢ est une application injective qui a pour application inverse
IP H lP(-a-) =H ¢ a .
THEOREME 2.2. - Si H est semi-fort & droite et si (ax, ¢ = (bx , ¢} (&)
avee (ax , c) Q/WH ,alors (2 ,c)=(b, c) (i‘ZH) « De mme
(@, x¢) = (b, xe¢) et (a,xc)¢WH=*_,(a,c)E(b,c)‘(ﬁH).

Si H est b-fort , alors ‘

(ax , c) = (bx , 4) (QH) avee (ax , c) & B, entraine (a ,e)=l, d) (ﬁ’H)
(2 5 ye) = (b, yd) (ﬁH)‘ avee (2 , ye) ¢ B, entraine (a , c)‘:'(b , d) (E‘H)

done £ est sinplifiable & droite dens O -8

H .

Soit H semi-fort & droite, (ax , ¢) ¢ ¥, , donc i1 existe
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ue (H."ax) " cn (H.° bx) %
Mais H *s ¢ est fort, donc - (H .* a)

(6,0 =, (5 .

c = xue€ (H."a) *scn(H."D)°, ¢
ec=(H. b) * c; par suite,

COROLIAIRE, = Si H est semi-fort & droitec et si (K s K) n B‘ZH = ¢ s OU

=H r'vD3 s alors L; est simplifiesble a droite dens D =~ WH .

Soit ac = be (LH) avec ac siWH , 51y EI-lW ,oma (a,y) et
(b,y)eWH,donc (a,Y)E(b:y) (EH).

Si y ¢ HW d'aprés l'hypothése (ac , y) € %, , mais alors le théoréme 2.2
entraine (2, y) = (b, y) (E’H)

I

D'ol pour V y,ona (a,y) =(b,y (‘EH) s per suite a =b (LH) .

THEOREME 2.3+ - Soient H un complexe, A une classe modulo Ly , différente
de WH .

ge On a WHSWA

be Si H est semi~-fort & droite et si KH vérifie la condition suivante

et Lyc Ly ; sideplus HCA, alors W.=W, .

xwy = x'uy = xvy (LH) ’ XUY¢WH , (xy , z) e B = (x'vy , z-)‘ék“&H
alors A est un complexe semi-fort & droite.

ce Si H est semi-fort, 4 est forte.

de Si H est b-fort, 4 est fort et b=fort.

Démontrons par exemple (c)e - Soient u €4 .* x nh .*x' et veld. . x.
Ona xu=x'us=xv (IH) , car ils appartiennent & A . Si pour y on a
(xu , y) £ ¥y » alors le théoreme 2.2 donne

(x, y) =",y (S’:’H) d'oh le théortme Ll = (xv,y) = (x'v, y) .

Supposons que pour =z onait (m, 2) € % et (x'v, z) & ®.y 1l existe donc

B avec x'vfz € H «

A ;éWH » i1 exiate done a et y avee xuxy , x'uay , x'voy € H

ve (H."x') *eBzn(H."x') *eay ;
mis H , semi-fort & gauche, donne (H .* x') *s Bz = (H .* x') *e ay » Or
ue (H." x') *.ay; par suite x'uBz € H, mais ceci contredit le fait que

(x'u , z) € By o Nous evons montré que , pour tout y, (xu, y) = (x'v,y) (€y)s



1107

pr suite

Xu

i

x'w (LH) = x'velh == A fort.

THBbeLIE 2.4, - Soit H un complexe semi-fort & droite. Soit S wun sous-demi-

groupe inclus dans H et tel que SH ¢ H , alors
1 i o ) o .\T
as S est inclus dens une classe Uy modulo Ly £7 e
b. ﬂs est un sous-demi-groupe unitaire a droite.

ce C'est le plus petit complexe unitzire & droite contenant S ;, si K= D3 n H
est inclus dans S .

a. 81 (s, y) e By avec se S, alors y€ 1_1171-; en effet, si on avait x , a
avec xoy € H, on aurait sxay e H, d'ol =xa e (H .* s) *. y « Donc si
(s, ) erg, (s',5)ew pur vV s'e8, s0it (5,7 =(s', v (g) .
Si (s, ) ¢®, Fa aveec suy € H; meisalors s.soy € H, s'soy€H ; par
suite sae (H.*s) ey (H."s') "y, V 8';come H cst semi~frt & droite,
omz (s, ¥y =(s', (EH) , d'ot s = &' (LH)‘ , V s'; S est bien inclus
dans une seule closse US .

b. % est un sous-demi-groupe. Montrons d'abord que u = s <LH) entraine

s (LH)\. (s,y)eWH,ona (su,y)eRH.Si (s,y)‘¢WH,
(u,Y)Q!WH,d'oh 4 a ovee uay € B, say € H ; mis

su

il

N

SHcH = suoye€H = ac (H."s) eyn (H. su) ey

= su (LH) .

Si uyy wel,oma v =s (L), u S(I‘H);d'oﬁconmxeLHest
réguliére & droite, w, w, = su, (L) , mis su, = s, d'éh

w

par suite (s, y) = (sm, y) (EH) et

]

Ll

U Es S oyl
b's U est uniteire 3 droite. Soit xu =s (Ly) et u=s (LH) .
Si (xu,y)‘e‘fﬁH, (SJY)\EWH::?‘(Xy.V)G%'
Si (xu,y)‘a!RH, 3 a avec xuaye H, saye H, uoy € H mais alors
suoy e H, d'at (s, y) = (x, y) (;XZH);par suite s = x (LH), x el o

ce 81 S cV, V étant unitaire & droite, nlors, pour V u e Ug s oD 2
3

2
us € H, car sjeH,donc uszeHnD =KcS; d'ou uszev;comme.

2
s eScV, onabien uev,
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COROLLLIRE,
1° Un sous~-demi-groupe semi-fort & droite S est contenu dans une classe US

modulo IS # WS o Ug est un sous~-demi-groupe fort et uniteire & droite.

R0 Ug est le plus petit complexe unitaire & droite contencnt S o Done, pour

[s]

que Uy =S , il fout et il suffit que S soit unitaire a drcite, et alors S est

fort.,

3° On a

THEORELE 2.5 = Soit S un sous-deni-grovpe semi-fort, alors

a. glc vs + WS et 1% c Sﬂ'+ SW .

bs 81 Wg c 0, 2lors SUC Uy , donc si S est équirésiduel, ses deux enve-
e

Ioppes unitaires & gouche et & droite cofincident.
Si S t itnire & gouche o 2 t Z fest-a~di i €S
c. Si est unitnire & gruche, por rapport & cles ire si sx ,

5 €8 == x €lUg ) ,onna, pour V a€eD et V uce US y

ua = a .(IS) .

de Si S est équirésiduel, alors W =W = Wy est un idéel premiers

)

3. Propriétés bilatéres.

Nous supposerons maintenant que HL = LH = L ; nous dirons que H est L=
symétrique, si de plus, on a ﬁH == W .

LH = HL est vérifiée par exemple si

G,y =@,y (5 = (,d=6,x) () .

Dans ce cas EH est réguliére dons © ,
/ ~ .
THEOREME 3.1, = Soit S un sous-demi-groupe semi-fort, IL-~symétrique.
@e Si S est net, alors D/L est un groupe.
be Si S est non net, D/L est un pseudo-groupes.

G'est une conséquence du corollaire du théoréme 2.4 et des théoremes 26 et 27 de

(3l.
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PROPRIETE 3.1. = Soit H un complexe semi-fort, L-symétrique. Si Hc¢ D3 et
si H nW=¢g, clors H est saturé drns D pour L .

Soit xyz=h (L) avec h = pgr puisque HE D3 3 3 u, v avec pgruv € H j
(h, v) (EH) ,onc Xyzu € H.

1]

comme (xyz , v)

(P ’ r)\ (EH)

i

pgre H, pqruve H, H semi-fort & gouche = (p , Tuv)

et le théoréme 1.1 entraine (pgr , pgruv) = (par , par).

pgr (L) =3 xgzuw = pgruv (L)

1]

xyz

(par , par) = (par , parw) = (xyz , xyaz) = Gyz , wwaw) (gg) .

Xyz f;{-I:I- ,car h#W, et H semi-fort & gruche =3 (x, 2) = (x, zuv) (EH) .
Or xyzuv € H j; d'ot xyz € H; H est bien scturé dans .

THEOREME 3.2, - Soit H un complexe semi-fort, L-symétrique, tel que Wy = g
2lors pour que F =D/L soit un groupe, il f-ut et il suffit que K = H 0 D2
soit inclus dans une seule classe modulo L . Dans ce cos, K est un complexe

fort dans D? , soturé dens g pour L .

Supposons K inclus dons une seule classe A modvlo L o D'aprés lc théoréme 7 ,

comme nous avons I‘H = HL = LK = KL s WH = QT = WK = KW = ¢ , nous en déduisons
que A est un complexe fort tel que WK :WA = Aﬁ =M =0; Ly =Ly =Ry
gl = pB = R, donc A est fort, symétrique, net, d'aprés le théoréme 1 de [1],
F =D/L =D/R est un groupe.

D'aprés le propriété 3.1 AT =K ;3 si a, b€ D° ot si au €K s bu €K,

aveK,ona bvebhn D3 = K « Donc K est bien un complexe font dans D2 .

Supposons que F soit un groupe. Nous pouvons considérer que F = DB/L' ’

by

ou L' est la restriction de L a D3 « Donc F est une im2ge homomorphe de

3 3

D” , K étant semi-fort dans D” et saturé pour L dens r d'epres lo pro-
priété 3.1. Son image K dens F est un complexe semi-fort dens F . Mnis un
complexe gemi-fort & droite dans un groupe est un complexe fort. En effet, si
i'.xnﬁ'.y;éﬁf, ceci s'éerit (K *we) e xn (K *ee) ey £, et si K
est semi-fort & droite, on = bien

-

K.szi.oy .

On en déduit que K est fort dans ° ; en effet, si o, b e B et
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av &% = AU, BU, Ve K =3 BVe K, d'ox bve K. ( 4 désigne

au , bu,
imige de o dens @ ¢ D o F L)
. . :
En considérant que F = D2/L" , L" restrictionde L & D on & LH = LK H
mais K étant fort et net deons D2 , on & L' =R, équivalence pr1n01palo as so—-

cide 3 K . Mais olors le théoréme 1 de [1] nous permct d'affirmer que X n D
est parfait.
Soient k, et K , il existe wvee k, x € HN D' =KnD', et
olen et k, e s 11 exis Xy Xy ave 1% = y
de méme kzxzehnD e On 2 donc K; X; =K, X, o Mais Iy € K,
k, =a; b, ¢, , ona done
. . 2
alblcleK,alblclxlel{, K étant fort dans D ’
ceci entraine que by ¢; = by ¢ X RK 5 d'ob B, Cl =B, Cl Xl , d'eu Xl =B ;
et on a de mfme X, =E ; par suite K, =K, o K est bien inclus dens une classe
modulo L .

Supposons toujours H semiefort et I~symétrique, mnis WH £9 .
Soit N' . {X €F tels que XY =W =3 Y =W} ot F désigne toujours D/L ,

d

Soit N' = N!' N',
d g

THEOREME 3.3. - Soit H un complexe semi~fort, Lesymétrique tel que K = D3 nH
soit inclus dans une clrsse modulo L et que (K , X) n %, = @ ; alors si N'

est différent de la pertie vide, c'est un groupe.

4. Idéaux e fermés & droites

DEFINITION 4.1, = Un idéal 2 droite m est dit Dz-fermé a droite s'il existe

un complexe H tel que m = H °, D2 .

On sait [ 5] que ces idéoux sont carcctérisés par m = m D° *¢ D7
THEOREME 4.1. - Pour que 1'idécl a droite |A) engendré par un complexe A
soit ° fermé & droite, il faut et il suffit que l'on ait

D .fcAua .

Condition nécessaires —Ona A c |A) =4 UAD .,

PSS SN T ST S TN B
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2 [} 2
Condition suffisante. - On &, pour toute partie X , X CXD" s D™ .

|2) 0? *. 0® ={[A u AD] D® *. D’}

2 2

!&D‘ac_;!\.D2 = (AD2UAD3) °,D° = AD° *. D ,
dtod
1a) 1% °. 0% ¢ |a)
et par suite
|a) D ‘.D2=iA) .

Dans la suite W'H sera appelé le L-pésidu & droite de H o Un complexe H

sera dit L-équirésiduel si WH = I—f’l .
THEORE)E 4.2+ - Pour qu'un idéal & droite soit IL~résidu & droite d'un complexe,

il faut et il suffit qu'il soit DPformé & droite.

Pour que deux complexes H et H' aient méme Lerésidu & droite, il faut et
> Y 2
il suffit cue nous ayons (D - H) *. p* = (0 - H') *°, D7, ou encore que
D-H=D - H (Uzﬂ) [5].

Or toute classe modulo 271 admet un élément minimum, donc 1'ensemble des com-
D

plexes H admettant mfme Lerésidu a un élément maxirum qui est H =D - XD° .

Les idéaux D =fermés & droite sont les éléments maximum des classes

modulo 5 définie dans [5])e Pour que tous les idéaux & droite d'un demi-groupe

n
D 5soient Dz-fermés, il faut et il suffit que toute classe modulo I 2 contionne
D
s s . 2 1 D2 1 N 1 @* Y
un seul élément, donc que WD = m = m=m ou m, me& demi~

groupe multiplicatif des idéaux & droite de D . Cette condition est équivalente

au fait que D est simplifiable dans ®* d'ol le théoréme suivant.

THEOREME 4.3. - Pour que dans un demi-groupe D , tous les idéaux & droite

soient D~fermés 3 droite, il faut et il suffit qu'ils soient fermés & droite.

THEOHEME 4.4. = Pour qu'un idéal bilatére X soit L-résidu d'un complexe
L-équirésiduel, il faut et il suffit que l'on ait
2o Rex; P Pcx; Fr*uPFcx; X .SDCX

-

XD

la premiére et la dernidre conditions sont équivalentes & XD'2 *e Dz =X et
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D2 X.'D

L-résidu & droite et L-résidu & gauche. Le complexe maximum admettant X comme

L-résidu est

2 . . . -
=X , car on a toujours les inclusions inverses. Donc X est

; R 2
H:(D-XDz)n(D-sz):D-(m u D~ X) 3
d'ou les conditions nécessaires et suffisantes suivantes

(D -H) '.D2:X (D - H) .'D2=X

qui s'écrivent

(XD2 U D2 5 5
lD X "D cX s

X° .* D" cX
(0° U DF X) L0 D° =X (= )
*xr.ofcr .
pEFINITION 42, = D3 est dit simple & droite s'il ne contient pas d'idéal a

droite propre.
THEOREIT 4.5, = D &tant un demi-groupe, pour que D3 soit simple & droite,
il faut et il suffit que tout idéal & droite M # ¢ de D contienne .

Condition nécessaire. -~ Si M est un idéal A droite, M#@ , Mn 0 £7 et
M nD® est un idéal 2 droite de D3 donc M er3 = D3 .

Condition suffisantce = Soit M un idéal & droite de D3 ’ MD3 est un idéal a

droite de D ; mais,

McD cMPc M = M=D .
THEOREME 4.6, = Pour que D3 soit simple & droite, il faut et il suffit que
D ne contienne pas d'idéaux Dz-fermés a droite.

Condition nécessairce = Si N est un idéal & droite Dz-fermé, il est de la forme
ND .°D2=N.

Mais ND° est un idéal & droite de D , donc D - ND® o Comme NDF c D sy On &

NP =D et N=D° *.D° =D .

Cendition suffisante. - Supposons qu'il existe un idéal & droite N avec Dg gN.
Posons NB =NnD’ . |
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W #@ , car il contient N ; en effet D° cCNn P =N s
D1y ’ 3
W, #0 , car il existe au moins un élément € P -,
D-Ng : 3
Scit abc , abc €D Ny =3 a ¢ WD"NB ;
Or Wb y. estun idéal D°—fermé & droite dlapres le théoréme 4.2.
3
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