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ÉTUDE DE QUELQUES RELATIONS D’ÉQUIVALENCE

DÉFINIES DANS UN DEMI-GROUPE D

par Roger DESQ

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
,15e année, 1961/62, n° 11 12 février 1962

Introduction. - Cet exposé est consacré à l’étude de certaines relations d’é-

quivalence dans un demi-groupe D . Ces relations sont vcisines des équivalences
principales bilatères étudiées par R. CROISOT [2].

La première partie est consacrée. aux définitions générales. Dans la deuxième

partie est introduite la notion de complexe semi-fort, notion à la fois plus fai-

ble que celle de complexe fort [3] et que celle de complexe bilatèrement fbrt ~2’.
Toutefois dans un demi-groupe, ayant un élément unité à droite par exemple, un

complexe semi-fort à droite est un complexe fort.

La troisième partie précise quelques propriétés des complexes semi-forts
L -symétriques.

Les L-résidus sont définis et comparés aux résidus. Ils conduisent dans la der-
nière partie à la notion d’idéal D2 - fermé à droite. Dans son travail R. CROISOT
[2] caractérise les demi-groupes D dans lesquels D3 est simple ; ici s’intro-
duisent assez naturellement des caractérisations analogues pour les demi-groupes
D dans lesquels D3 est simple à droite ou à gauche. 

’

1. Définitions et notions énérales. ,

Soit D un demi-groupe, D* le demi-groupe anti-isomorphe de D . Nous consi-

dèrerons D = D x D* , c’est-à-dire l’ensemble des couples (x , y) où x ., y e D

avec comme nultiplication

/

DEFINITION 1.1. - Soit H un complexe de D . Nous noterons H la relation

d’équivalence suivante dans «1



THEOREME 1.1. - Si on a (x , (x’ y’ ~ (~ ~ alors, on a

en particulier, En est une relation d’équivalence régulière à droite dans  .

En effet, si ue (H . xx1) B y , on a (H . x) . y , d’où

x. u ~ (H ~~ x’) ~. y’ ce qui entraine u e (H ~* x’ x.) *. y ~ De si

v ~ (H . x’ x.) . y’ ; v e(H .*xx) B y ; par suite, on a bien

DEFINITION 1.2. - L’ensemble des couples (x , y) ~ p tels que

(H .’ x) . y = 03C6 sera appelé résidu de H dans D et noté H.

THÉORÈME 1.2. - Si  , c’est une classe modula H ct un idéal à droite

de a .

DÉFINITION 1.3. - Nous considérerons dans D les relations suivantes

Lrj et HL sont évidemment des relations d’équivalence, et, d’après le théorème 1,
on peut dire~ que Lj est régulière à droite et .jL régulière à gauche.

Soit ~ = ~x ~ tels que, pour tout y , (~ ~ y) ~ ~rr} * ~rr constitue donc

une classe module 

x il n’existe pas de produit uy avec xuy e H (H .*x) = ø .

Par suite V-, contient le résidu à droite W,. de H dans D (P DUBREIL [3]).



V est un idéal à droite, on a même Vg D ~ WH ~ WH c’est-à-dire WH ~ WH . D .

Mais d’autre part si a = W~ ’. D , aD ce qui donne a e D’ou

THEOREME 1.3. - Le résidu à droite W de H dans D est inclus dans une

classe module Lj y cette classe étant W.*.D .

Si (H." x) n D2 = (H .’ x’)nD~ ~ et si, pour un y , on a u~ (H.~ x) B y ,

on voit que u ~ (H .’ x~) B y et inversement.

COROLLAIRE. - La relation d’équivalence principale RH est .incluse dans LH .
est fort, RH et L.j coïncident sur D - WH .

Si D est globalement idempotent, ~H ~ ~H *
Si H est bilatèrement fort (R. CROISOT [2]) et si D est commutstif, LH = R’H

(équivalence principale bilatère)~

Cette condition est en particulier remplie si ET donc ai H est un sous-

demi-groupeo Dans ce caSy on a de plus W~ = 

En effet, soit W / il existe y avec xy mais alors pour tout

h e H ,

2. H est un .

DEFINITION 2.1. - b-fort signifie bilatèrement fort au sens de CROISOT [3].



Un complexe H sera dit à droi te, si pour tout x tel que R ‘. ~ ~ ~ ~
H ’. x est un complexe fort.

PROPRIETE 2.1. - Tout complexe b-fort est semi-fort (à droite et à gauche). Ceci

résulte de ce que

r ,

PROPRIETE 2.2. - Tout complexe fort est semi-fort.

On vérifie aisément que si H est fort, H ’ . x est fort à gauche.

, , 
.

PROPRIETE z.3. -- Les complexes semi-forts à droite forment une famille de Moore.

Construction de la fermeture de Moore associée. - H étant un complexe donné, on

construit

H 1 étant ainsi obtenu, on construit H2 à partir de H1 comme on a construit

Hl à partir de ~i ~ etc.

On a donc .

n
n

On vérifia :

1° que H est un. complexe semi-fort à droite ;

2° si K est un complexe semi-fort à droite, contenant H ~ il contient BL~

H est bien la fermeture de Moore pour H associée à la famille de Moore formée

par les complexes semi-forts à droite.

Pour la fermeture semi-forte, on remplace par



, ,

THEOREME 2, 1 . - Si H est un complexe b-fort ,il existe une bijection entre

~

Soit (x , y) la classe modulo £x contenant (x , y) dans Q .

Soit Z la classe modulo R§ contenant. a dans D .

~ 

.

Si (x , y) / il existe u « (H .° x) * . Y

H étant b-fort, on en déduit que (x’ , y’) ~ (x , y)

Donc (x , y) = H .. u pour tout u E (H .8 x) . y .

On montre de même que, 

Soit 03C6 l’application de (/H - H) dans (D/R’H - W’H) définie par :

On voit que ~ est une application injective qui a pour application inverse

THEOREME 2.2. - Si H est semi-fort à droite et si (ax ~ c) = (E~)
avec (a ~ c) = (b , c) même



COROLLAIRE. - Si H est semi-fort à droite et si (K , K) = / , OÙ
K * H ~ D3, alors LH est simplifiable à droite dans D - lx °

Soit ac ~ bc (LH) avec ac ~ WH , si y OE on a (a , v) et

(b , y) G donc (a , y) ~ (b , y) (%) .
Si y / gd d’après l’hypothèse (ac, y) OE H , mais alors le théorème 2.2

entraine (a , y) * (b , y) (fg) .
D ’où pour V y , on a. (a. , y) * (b , y) pc,r suite a * b (LH) .

THEOREME 2 .3 . - soient x un complexe, à une classe module différente

de ~H °
~ et ~H ~ si de alors 

b. Si H est semi-fort §- droite et si fj vérifie la condition suivante

:xuy T x’uy ~ xv:y (Lx) , xuy ~ 7x , (:xuy, z.) G Éx =z (x’vy, é j
alors À est un complexe semi-fort à- droite.

c. Si H est semi-fort, A est fort.

d. Si H est b-fort, A est fort et b-fort.

Démontrons par exemple (c) . - Soient u G iL . x n À .* x’ et v e A . x .
On a Xu z x’u z xv (LH) , car ils appartiennent à À . Si pour y on a

~~’~~ ’ Y~ " ~~ ’ le théorème ~°~~’ donne

Supposons que pour z on ait (xu, z) e et (x~v ~ ~ ~ il existe donc
]B avea x’v03B2z ~ H .

il existe donc a et y avec xu03B1y , x’u03B1y , x’v03B1y , ~ H .

mais H , semi-fort à gauche , x’) ’ . = (H . x’) B ay . Or
u E (H ,* x’) . 03B1y ; par suite E H , mais ceci contredit le fait que
(x’u , z) E Nous avons montré que , pour tout y , (xu ~ y) = ~x’ ~ ~ ~ y) 



THÉORÈME 2.4. - Soit H un complexe semi-fort à droite. Soit S un sous-demi-

groupe inclus dans H et tel que SH c H , alors

a. S est inclus dans une classe ~ W.j .
b. Us est un sous-demi-groupe unitaire à droite.

c. C’est le plus petit complexe unitaire à droite contenant S , si n H

est inclus dans S .

a. Si (s , y) ~ H avec SE S , alors y e en effet, si on avait x , a

avec xay on aurait sxay e H ~ d’où xa e (H ." s) *~ y . Donc si

(s , y)’ ~ (s’ ~ y) e ?;x pour V s’ soit (s ~ y) = (s’ ~..y) (E~) .
Si (s ~ y)’ ~ ~ a .avec mr.is alors par

suite sa e (H . s) y rr. (H . s ’ ) "* s’ ; comme H est semi-fort à droite,
on a (s ~ y) (E~) ~ d’où s’ V s’ ; S est bien inclus

dans une seule classe tH ~
b S est un sous-demi-groupe, Montrons d’abord que u = s. entraîne

su E= s (s , ~ ~ on a (su ~ y) e Si (s, y} ~ ~ ~
(u , y) ~ H , d’0153 B a avec u03B1y ~ s03B1y ~ H ; mis

par suite (s , Y)~ = y) (~H) et s == su (L~;) .
Si u1 , u2 ~ S , on a u1 ==s (It.r), uz - s (LH) ; d’où comme LH est

régulière à droite, ul su2 (LH) , mais su2 = s , d’eu

b" % est unita,ire à droite. Soit xu * s (LH) et u * s (%) .
Si (XU , Yl’ ". (S , Yl’ " ’§ fi (X , Y) G j .
Si (xu, y) O a OE ?-v;c xu03B1y OE. H , s03B1y ~ H , uay « H mais alors

su03B1y e H , d’où (s , y) * (,x- , y) (%) ; par suite s z x (LH) , x « t§ .
c. Si S c V , V étant unitaire à droite, alors, pour ~ u ~ S , on a

iil e H , c,J,r sÎ e H , donc uÎ e H n D3 = K g S ; d ’ où uÎ ~ V ; comme
Î e S c V , on a bien u G V .



COROLLAIRE.

1° Un sous-demi-groupe semi-fort ~~ droite S est contenu dans une classe Us
modulo 1s / est un sous-demi-groupe fort et unitaire à droite.

2° a ~’S est le plus petit complexe unitaire à droite contenant S . Donc, pour

que ttq = S , il faut et il suffit que S soit unitaire à droite, et alors S est

fort.

, ,

THEOREME 2. 5. - soit s un sous-demi-groupe semi-fort, alors

a. Su ~ % et uS ~ Su + s"i .
b, Si "s C, si0I , alors Su ~ uS , donc Si S est équirésiduel, SeS deUx enve-

loppes unitaires à ga.uche et à droite coïncident.

c. Si S est unitaire à g .uche, pi,r rapport à S (c’est-à-dire si sx e S ,
s ~ S ~ X ~ S ) , on "%, pour ~ ?- é D et ~ u ~ S ,

d. Si S est équiréziduel, alors W = zW = WS est un idéal premier*

3. Propriétés bilatères.

Nous supposerons maintenant que L 9 nous dirons que H est L..

symétrique, si de plus, on a WH = HW = W .

HL est vérifiée par exemple si

Dans ce cas E est régulière dans ~ ,

/ , 
.

THEOREME 3.1..... Soit S un sous-demi-groupe semi-fort, L-symétrique.

a. Si S est net, alors D/L est un groupe.

be Si S est non net, D/L est un pseudo-groupe.

C’est une conséquence du corollaire du théorème 2.4 et des théorèmes 26 et 27 de

[3].



PROPRIÉTÉ 3.1. - Soit H un complexe semi-fort, L-symétrique. Si H ~ D3 et

si H n. W = jZ( ~ alors H est sature dans D pour L.

Soit xyz:= h (L) avec h ==pqr puisque 3 u , v avec pqruv ~ H ;
comme (xyz , v) ~ (h , v) (H) , on a xyzuv ~ H .

pqr pqruv H semi-fort à gauche x4 (p ~ ruv) = (p , r) . (E~)
et le théorème 1.1 entraine (pqr , pqruv) = (pqr , pqr)*

d’où

(pqr , (pqr , pqruv) ~ (xyz , xyz) = (H) .

xyz ~ W , car h ~ W , et H semi-fort à gauche o (x , z) ~ (x , zuv) (H) .
Or xyzuv ~ H ; d’où xyz ~ H ; H est bien saturé dans D .

THÉORÈME 3.2. - Soit H un complexe semi-fort, L-symétrique, tel que Rx = Ø ;
alors pour que F = D/L soit un groupe, il et il suffit que K = H ~’Er
soit inclus dans une seule classe module L . Dans ce K est un complexe
fort dans saturé dans D pour L.

Supposons K inclus dans une seule classe A module L . le théorème 7 ~
comme nous avons LH = HL = L. = W = HW = WK = KW = , nous en déduisons

est un complexe fort tel que =~ ~ L~==L~=R. ~
KL = AL = donc A est fort, symétrique, net, diaprés le théorème 1 de [1],
F = D/L = D/R est un groupe.

D’après la propriété 3.1 ==K ; si a , b ~ D2 et si bu ~ K ,
av ~ K , on a bv e A n D = K . Donc K est bien un complexe font da-na D .

Supposons que F soit un groupe. Nous pouvons considérer que F = 

ou L’ est la restriction de L à D . Donc F est une image homomorphe de

D3 , K étant semi-fort dans D et saturé pour L dans D d’après la pro-
priété 3.1. Son image K dans F est un complexe sen.i-fort dans F ’. Mais un

complexe semi-fort à droite dans un groupe est un complexe fort. En effet, si

&#x26; B x ~ K B y ~ 03C6 , ceci e) B xn (K  e)  y ~ 03C6 , et si K

est xemi-fort à droite, on a bien

On en déduit que K est fort dans D2 ; en effet, si ^~ t b E b et



1.u , bu , av d ?l = ÀU , BU , 1,V e K = BV e É , d’ où bv OE K . ( ?> désigne.

image de a dans 03C6 : D - F ..)

En considérant que 1’ = D~ /L" , L’t restriction de L à D~ , on c~ L~ = L~ ;
mais K étant fort et net dr.ns 1 , on st L" = R , équivalence principale asso-

ciée à K . Nais alors le théorème 1 de [ li nous permet d’affirmer qge K n f
est

Soient ki et % é K , il existe xi , % ki xi " iI " D4 = K n D4 , et
de même % h é K n D4 . On Q. donc Ki Xi = K2 X2 . Mais ki G K ,

k1 = a1 bi c1 , °n a d°nC

ceci entraîne que ~i ~i ~ ~i ~i ~i ~l ~l ~l 
et On a de même X2 = E ; Par suite Ki = % o K est bien inclus dans une classe

modulo L o

Supposons toujours H semi-fort et L-symétrique, Int-iS l’x 1 / o

Soit >i§ lx é F tels que xY = Y -a Y = °.l où F désigne toujours D/L.
Soit ~§ ~~l
THÉORÈME 3 .3 . -. Soit H un complexe semi-fort, L-symétrique tel que K = D3 n H

soit inclus dans une classe module L .et que (K , Kl’ n H = / ; alors si N’

est différent de 1;. partie vide, c’est un groupe.

4. Idéaux + fermés à droite.

DÉFINITION 4 , 1 . - Un idéal à, droite m e st dit D2-fermé à droite s ’ il existe
un complexe H tel que m = H . D2 .

On sait [5] que ces idéaux sont caractérisés par . .m = m D2 ° . D2 .

THÉORÈME 4. 1 . - Pour que à droite lA) engendré par un complexe A

Soit # fermé à droite, il et il suffit que l’ on ait



Condition suffisante. - On a, pour toute partie X , X Ç XD2 * . D2 .

Dans la suite WH sera appelé le L-résidu à droite de H . Un complexe H

sera dit L-équirésiduel si WH = HW .

THÉORÈME 4.2. - Pour qu’un idéal à droite soit L-résidu à droite d’un complet

il faut et il suffit qu’il soit D2-fermé à droite.

Pour que deux c:omplexes H et H’ aient même L-résidu à droite, il faut et

il suffit eue nous ayons (D - H)’ ~ D~ = (D - IP) B D ~ ou encore que
D - H == D - H’ [5]..

Or toute classe module D203C0 admet un élément minimum, donc l’ensemble des com-

plexes H admettant même L-résidu a un élément maximum qui est H = D-XD .

Les idéaux: D ~ -fermés à droite son-t les éléments maximum des classes

module ~ 
n 
2 

définie dans [5]. Pour que tous les idéaux à droite d ’un demi-groupe

D soient il faut et il suffit que toute classe module mD2 centième

un seul élément, donc que m D2 = m’ D2 ~ m = m’ où m , m e- * demi-

groupe multiplicatif des idéaux à droite de D . Cette condition est équivalente
au fait que D est simplifiable dans * d’où le théorème suivant.

THEOREME 4.3~ - Pour que dans un demi-groupe D ~ tous les idéaux à droite

soient D2-fermés à droite, il faut et il suffit qu’ils soient fermés à droite.
/ ~

THEOREME 4.4. - Pour qu’un idéal bilatère X soit L-résidu d’u.n complexe

L-équirésiduel, il faut et il suffit que l’on ait

La première et la dernière conditions sont équivalentes à Xu B D = X et



D X .* D = X , car on a toujours les inclusions inverses. Donc X est

L-résidu à droite et L-résidu à gauche. Le complexe maximum admettant X comme

L-résidu est

d’où les conditions nécessaires et suffisantes suivantes

DÉFINITION 4.2. - ET est dit simple à droite s’il ne contient pas d’idéal à

droite propre.

THÉORÈME 4.5. - D étant un demi-groupq pour que D" soit simple à droite,
il faut et il suffit que tout idéal à droite M ~ Ø de D contienne D3 .

Condition nécessaire. - Si M est un idéal à droite, M ~ ~ ~ M n Er ~ ~ et

M n D3 est un idéal à droite de IT donc M n D" == D" .

Condition suffisante. - Soit M un idéal à droite de D"~ Mu est un idéal à
droite de D ~ mais. .

THÉORÈME 406. - Pour que @ soi t simple à droite, il faut et il suffit que
D ne contienne pas d’idéaux D2-fermés à droite.

Condition nécessaire. - Si N est un idéal à droite D2-fermé, il est de la forme

N~ ~ ~ D~ = N ,
Mais ND2 est un idéal é, droite de D , donc @ g ND2 . Comme ND2 s @ , on a

Condition suffisante. -* Supposons qu’il existe un idéal à droite N avec D3 ~ N .
Posons 



WD- N3 ~ Ø , car il contient N ; en effet c N n D3 = N3 ;

WD-N3 ~ 0 , car il existe au moins un élément ~ D ’- N3 .
Soit ~ a ~ WD-N3 ,

. 

Or WD-N 
3 

est un idéal D2-fermé à droite diaprés le théorème 4.2.
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