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Séminaire DUBREIL-PISOT 10-01

(Algébre et Théorie des nombres) )
15¢ année, 1961/62, n® 10 5 féyrier 192

GROUFES FINIS D!ORDRE IMPAIR

par Mlle Marie-Paule BR.LMERET.

Lorsque cet exposé a été fait, le mémoire de Walter FEIT et de John Ge THOMPSON
[1] intitulé "Solvability of groups of odd order", et désigné dens la suite par
M, , n'avait pas encore paru. Ce mémoire a fait 1'objet d'une communication de
Je G. THOMPSON, au congrés de Stockholm, en aolt 1962, sous le titre suivant
"Two results about finite groups".

Le but poursuivi par W. FEIT et J. G. THOMPSON est de démontrer le résultat

suivant :

THEOREME. - Tout groupe fini d'ordre impair est résoluble.

La démonstration de ce théoréme se trouve dans [l].

Le résultat principal de M, est le théoréme suivant @

PR
THEOREMEe — Il n'existe pas de groupe eimple minimal d'ordre impair, en appe-

lant "groupe simple minimal" un groupe simple non cyclique dont tous les sous=-

groupes propres sont résolubles.

La démonstration de ce théoréme se fait par 1'absurde. Supposant 1'existence
d'un groupe simple minimal G d'ordre impair, on en donne une caractérisation
vis-&4-vis de ses sous-groupes maximaux. On montre ensuite ae G satisfait & des

conditions qui, elles, ne peuvent &tre vérifides par aucun groupe.

Cet exposé n'est pas un résumé du travail de We FEIL et Jo Go THOMPSON. J'essaie—
rai de donner une idée des méthodes et des résultats conterus dans les trois

premiers chapitres de Ml’ Ces résultats sont de deux sortes ; ils concernent :

1° La structure des groupes finis : au paragraphe 2, les démonstrations de deux

lemmes sont données.

2° Ia théorie des caractéres : au paragraphe 3, on définit les sous-ensembles
"faiblement plongés"d®.n groupe, ceci indépendamment de la parité de 1l'ordre du
groupes
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l. Notations. Rappels.

Dans cet exposé groupe signifiera groupe fini. On note Ord G 1l'ordre d'un

groupe G 3 Ord x 1l'ordre d'un &lément x de G

n  désignera un ensemble de nombres premiers et n' l'ensemble complémentaire.

Lorsque 7t se réduit & un seul élément p , on écrira p et p' au lieu de
{p} et {p'} .

Un n-groupe G est un groupe tel que tous les facteurs premiers de Ord G

appartiemment & n . Si x et ye G, on désigne par [x , y] le commtateur

<L y"l xy de x et y .

Pour n 23, on pose
[Xl gy ose Xn] '—:[[Xl 9 e Xn_l]Xn]

Oﬁ XiEG’ i:l,z,ooo,n.

Un groupe nilpotent G est dit de classe ¢ si chaque commutateur

[al 3 *00 &c+l] = l .

Rappelons le théoréme [cf. [2]].

THEOREME l = Soit G un groupe (non nécessairement nilpotent)s Si H et X

sont deux sous-groupes normaux de G , H d&tant nilpotent de classe ¢ et X

nilpotent de classe d , le groupe HK engendré par H et X est nilpotent de

classe ¢ +d .

Si H et K sont deux sous-groupes d'un groupe G s on désigne par [H , K]
le groupe engendré par les commutateurs [h , k] o heH et kekK.

SiH o, By oy eeey Hh sont des sous~groupes de G , on pose, pour n >3,

[Hl s ose Hn] :[[H]. 9 e Hn—l] 9 Hn:] ;

G' désignera le groupe dérivé [G , G] de G .

Si H est une partie d'un groupe G » C(H) est le centralisateur de H dans
G+ Si K est une autre partie de G , on pose CK(H) =C(H) nK .

Un sous-groupe H est dit self-centralisant si H=C(H) « S C N(G) est 1'en-

semble des sous-groupes normaux self-centralisants de G .
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Dans [6] est démontré le théoréme suivant.,

THEOREME 2, -~ Si G est un groupe nilpotent et si E est un sous-groupe normal

ebélien de G , E est contenu dans un élément de S ¢ N(G) .

On désigne par N(S) le normalisateur d'un sous—~ensemble S de G et par

NT(S) l'ensemble T n N(S) ot T est un second sous-ensemble de G .
On désignera par m(G) le nombre minimal de générateurs d'un groupe G o

Si G est un p-groupe, Q(G) représente le sous-groupe de G engendré par

les éléments dordre p o SAG) est un sous-groupe caractéristique de G .

On appelle p-groupe élémentaire, un groupe abélien d'exposant p .

Un p-groupe G est dit régulier si, pour tous les couples d'éléments a et
b de G et tous les entiers n = pa , 11 existe des éléments s, By 5 seey Sy
appartenant au groupe dérivé du groupe engendré par a et b de telle sorte

que l'on ait
n n.n n n
(ab) =a b 8, ecce S °
1 t
Dans [2] sont démontrés les théorémes suivants.

THEOREME 3, - Un p-groupe de classe inférieure & p est régulier.

THEOREME 4. - Dens un p-groupe régulier, 1l'ordre d'un produit By X 8 X ees X8,

est inféricur & l'ordre de l'un au moins des facteurs a; , ees , &, e

2. Quelques résultats concernant laz structure des groupes finis d'ordre impair.

IEME L, - Soit G un p-groupe, p impair. Soit H un élément de S c N(G)

pour lequel m(H) est maximal., On a
Qrefau)1] =) .

Remarquce - Lthypothése faite sur la parité de p est nécessaire, G étant,
naturellement, non abélien (sinon, le lemme est trivial). En effet, prenons pour
G le groupe dihédral d'ordre 16 « G est engendré par deux éléments a et
b avec les relations |



a::l b:l

Les sous-groupes self-centralisants de G

Sait & = {a} , On a

ba:a-l b .

sont cycliques.

L9 et QU ={a*, 1} .

L'élément a appartient & C[Q(L)] « D'autre part, on a :

ba4 = a4 b
be c[Q4)] .

Par suite, G est égal a C[Q(L)] . Mais be QG] et b¢ QL) « On a done

1'inclusion stricte

Q) c ofe[a()]] .

Démonstration. -~ Les groupes

H et Q(H)

sont abéliens et l'on a

Ha4G  QH) <G

n(H) = ol O(H)] o
Posons

D =q[c[a(n) ]] ;

on a, alors, D 4G ,

Lo démonstration se fait par

1'absurde ;

on suppose que S(H) )ZZD .

(i) S'il existe un sous-groupe normal E de G tel que 1l'on ait

QH)cEcCD

|E:Q(H)| =p

’
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alors ¢XH) est contenu dans le centre de E et E est abdlien. De 1'égalité
|EQ(H) | = p, il suit :

nE) =1 + o[Q(H)] =1 + n(H) .

Dfaprés le théoréme 1, il existe un élément A de S C N(G) contenant E 3 d'ol

n(s) > n(H) , ce qui contredit le choix de H .

(ii) L'existence d'un tel sous-groupe E et, par suite, l'absurdité de 1'inclu~

sion stricte Q(H) ¢ D découlera du fait que D est d'exposant p

En effel supposons l'exposant de D égal a p o

IT((};H)' est un p-groupe et T?(HT est un sous-groupe normal de U%HT 3 par con=
séquent, l'intersection de 'Q%T)' et du centre de 'Q%H)' est différent de 1l'unité.

Soit xQ(H) wun élément de cette intersection et soit E le sous—groupe de G

engendré par Q(H) et x . Ona s
|EQ(H)| =p
Q(H) € E €D

et E est un sous-groupe normel de G .
Co Qo Fo Do

(1ii) Il suffit donc de démontrer que D est d'exposant p « Soit x un é1é-
ment de C[Q(H)] d'ordre p . Soit

B, = ((H) , x)

le sous-groupe de G engendré par A(H) et x ; B, est abélien.

(H, x) étant un p-groupe, il existe une suite @
By 9B, 9... 9B = {H, x)

dans laquelle

:B.| = p i=1,2, 40,n-1 .
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On nontre, par récurrence, que B < Bn » Supposons que Bl < Bm 5 By et
Hn Bm sont des sous-groupes abéliens et normaux de Bm ; ils sont par suite
nilpotents, de classe c¢ « D'autre part, B, et Hn Bm engendrent Bm » D'apres
le théoréme 1, B~ est un groupe nilpotent de classe 2. Puisque 2 <p , il

résulte du théoréme 3 que B~ est réguliers

Soit z€Q[B].Ona 7= axX avec a € H et k entier. D'od

-k
a = zZX
Bm étant régulier :
ord a < ord(z) ou ord a < ord(x—k) .

Par suite ord a=1 ou p.Donc a €Q(H) et z €B o On a done
I1 est évident que B; C Q(Bm) « Donc
B, = Q(Bm) 4B . .

Par conséquent, quel que soit x €D , <{Q(H) , x) est un sous-groupe normal
de <H ’ X) .

On en déduit que [D , D] est contenu dans C(H) = H, et que [H,D] ¢ Q(H) »

Dfou
[D,D, D] €Q(H) .

Puisque D c C[Q(H)] , c'est-d~dire que [Q(H) , D] =1, ona s
[b,D,D,D] =1 .

D est par conséquent un p-groupe de classe <3 «

Si p »5, on en déduit que D est régulier et, comme il est engendré par

des éléments d'ordre p , son exposant est égal & p .

Supposons que p =3 » Il suffit de montrer que les éléments de D, d'ordre 3,
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forment un groupe. S'il nfenn'éteit pas ainsi, il existerait un sous~groupe

(x , y9 de D minimal pour les relations : © = y3 =1 s (xy)3 # 1 . On peut
éerire ¢

) =yly , P [y, x,xyly, v

Or
(y , yx};(ic,y,

& B4 "']- 0
Par suite 1'élément [y , x] de (y , X yx) est d'ordre 3 . Puisque [y ; x]
appartient & D' et, donc, 3 H, [y , x]

est é1ément de Q(H) o I1 commte
avec x et y . On a alors

) =9y , x° =1

Par conséquent liexposant de D

Dans [3],

est égal d p s

Fo HLLL appelle groupe de stabilité L d'une chaine :

GO:G_DGl_D_oon _?Gn

]
l_.i.

de sous~gfoupes d'un groupe G , le groupe des automorphismes a de G tels
que s

U.[Gi x] =G, x

pour tous les éléments x de Gy 1 >

Si G est un mgroupe, on montre, par récurrence sur n , que L estun -
groupes.

LEMME 2. -~ Soit G un p-groupe, p impair. Soit E un sous~groupe élémentaire
de G . Si a estun p'-automorphisme de G qui est trivial sur Q[C(E)] ,
alors a=1

Démonstration. -
C(E) est

o , étant trivial sur Q[C(E)] , est trivial sur E . Donc

a~invarisnte La restriction de o & C(E) est alors 1'identité
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(cfe [4], HILFSSATZ 1.5). Si C(E) = G , leo lemme est dénontrés Supposons
C(E) ¢ G« I1 existe une suite

BLZC(E)QBZQoQQQBn:G .

Supposons que O soit trivial sur Bn avec m<n .

Pour tout y e Bm*1 s On a

-l
v aly) € C(B) .
I1 en résulte que o stabilise la chafne s
> 1 A
B .12 c(s)
La restriction de o a Bm+l , ¢tant & la fois un p-automorphisme et un p'=-
automorphisme, est 1l'identitée Par suite, a est l'automorphisme identique de

G .

3. Sous-ensembles faiblement plongés d'un groupe.

Par Mcaractére" d'un groupe G , on entendra "caractére complexe" de G o Un
caractére généralisé est une combinaison lindaire de caractéresdont les coeffi-
cients sont entiers. On peut définir sur 1l'ensemble des caractéres généralisés

de G wune structure d'anneau. Cet anneau est muni d'une structure métrique déri-

vée du produit intérieur :

(o, ﬁ)(}:'a'r"'(]i-"’G' 2 a(X)E(;)— .
xeG
On pose
ol = @, ),

Si & est un ensemble de caractéres généralisés d'un groupe G , C(8) [resps
3(8) ] aésigne l'ensemble des combinaisons lindaires complexes [resp. entidres)]
d'éléments de S .
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Soient :

co(8) ={a, aec(s), a(l) =0}

1l

58 ={a, aca(s), alt) =0} .

On appelle fonction de classe de G , une application & valeurs complexes o

vérifiant :

ay™ w) = alx)

pour tous les éléments x et y de G .

S1i H est un sous-groupe de G et si a est une fonction de classe de H ,

on désigne par o la fonction de classe de G induite par o e

Si K est une partie de G contenant 1'élément unité 1 , on désigne par x#
le complémentaire de 1 dans K .

I1 s'agit de définir une isométrie appliquant certains sous-ensembles de 1'an-
neau des caractéres d'un sous-groupe L de G dans l'anneau des caractéres de
G « Pour cela, on introduit la notion de sous-ensembles faiblement plongés dans
G.5i L estun tel sous—ensemble avec L = N(L) , on désigne par £ l'en~

semble des caractéres généralisés du sous-groupe L qui s'anmmulent hors de L.

Définitione = Soit L wun sous-ensemble d'un groupe G tel que

>

le L_C_N(fn):L

wo

Soit

et solt

= 17
D =17 _ Iy

L est dit faiblement plongé dans G si les conditions suivantes sont satis—

faites

1° Dés que deux éléments de T sont conjugués dans G , ils sont conjugués



10.10

dans L .
20 8i D n'est pas vide, il existe des sous-groupes, autres que le sous-groupe

wnité, H , H 5 «ee ; H de G, n >1 , possédent les propriétés suivantes :
a. (ord H, , ord Hj) =1 pour i#3j;
b, H; estun S-sous-groupe de N, = N(Hi) s
c. N, =H.(Lnl,) et H.nL=1;
i~ i i
. n4L
de (ord H; , ord GL(P.)) =1 pour £ el ;

es Pour L £i<n , on pose

. #
N, = {u , CNi(h)} - H;
heH]
i
et alors, pour tout x e G , on a
—l e N
soit x N, xnoN, =1
i i
-l A
soit x N, x=0N, 0
i i
De plus,
— (N .
Ni = N(I\i)

3°8i 25eD, il existe un conjugué £ de L, dans L et un indice i
tel que :

c(2) = Cu (2).C (2) c W, .
i

Le plus simple exemple d'ensemble faiblement plongé dans un groupe G est un
Te I.—ensemble L , ensemble & intersection trivial dans G [clest=a~dire un

ensemble L tel que, pour tout x € G , on ait : soit x-l Ix = L , soit

% ntl < (1) ] vérifiant en outre la condition :
(l)gf. cN(L) = L .

o»H
Dans [5], Mo SUZUKI a montré que si L était un T. I.-ensemble de G,
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10=l1

lopplictden T de Cb(i) dans l'ammeau des caractéres de G définie par

est une isométrie.

Ce résultat est généralisé, en considérant, au lieu de Te I.-ensembles, des en-

sembles faiblement plongés de G et, d'autre part, en étendant 1l'isométrie <,

N
sous certaines conditions, & de plus grands sous-ensembles de CKL) .

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]
[é]
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