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Séminaire DUBREIL-PISOT 5-01
(Algébre et Théorie des nombres) )
15¢ année, 1961/62, n°® 5 18 décembre 1961

DEMI-GROUPES ADMETTANT DES COMPLEXES MINIMAUX
POUR UN RESIDU A DROITE OU BILATERE DONNE

par Pierre LEFEBVRE

Introductione = Cet exposé est celui de certains résultats du Chapitre I de ma
thése (4 parattre aux Annali di Matematica)e Laissent de c®té le détail de 1'en-

chainement des théorémes, ainsi que celul de démonstrations parfois assez longues,

j'ai cherché ici & mettre en évidence les résultats les plus importants, et sur-
tout & montrer comment ces derniers généralisaient des résultats obtenus anté-
rieurement dans un cas treés particuliere & cet égard, on pourra comparer le pré-

sent exposé avec le premier qui ait été fait sur ce sujet [7]e

le Problémes et résultats antérieurse

1° Dans toute la suite de cet exposé, D. désigne un demi-groupe quelconque,
non comnutatif, non unitaire, avec ou sans zéro.

2° Dans un précédent mémoire [6], Po DUBREIL proposait d'étudier les demim-groupes
admettant des complexes nets minimeuxs Rappelons qu'une partie H de D est

dite nette & droite, par exemplc, si¢t V aeD, 3 xeD telque ax e H
Un complexe est dit net s'il est net & droite et net & gauche. L'hypothese de
minimalité concerne d'abord des complexes nets d'un cBtés La mdme &tude dans le
cas des complexes nets au sens précédent ne parait pas pouvoir se fairc aussi
facilement 3 par contre, j'ai obtenu des résultats tout & fait analogues en uti-
lisant la définition des complexes bilatérement nets due & Re CROISOT [3] : wn

complexe H est net bilatére si ¥ ae€D, 3 (x,y) eDx D tel que xay € H

3° Dans un mémoire déja ancien [2], CLIFFCRD et MILLER aveient &tudié les demi-
groupes admettent des éléments nets d'un c®té (ou éléments zdéroides) 3 ceux~ci
sont évidemment des complexes nets d'un cbté minimauxe Lorsqu'il y o & la fois
des éléments nets & gauche et des éléments nets & droite, les ensembles des &lé-
ments de chaque type sont égaux et 1'ensemble commun est un groupe, idéal bila-
tére minimum de D « Les demi~-groupes admettont un groupe comme idéal bilatére,
nécessairement minimum, furent appelés homogroupes et étudiés dens sa thése par
Ge THIERRIN [10].
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4° Dans un premicr travail, nous avions donc étudié cette généralisation des
homogroupes qu'étaient les demi-groupes admettant & la fois des complexes nets
4 gauche minimeux et des complexes nets & droite minimouxe En considérant d!abord
le cas ol i1l existe des couplexcs nets & droite minimaux, par exemple, nous avions
obtenu les principeux résultats suivants [7][8]e

by

as Entre deux complexes nets & droite minimeux X et X' , on peut éteblir
une correspondance biunivoque définie par 1l'spplication £ ¢ K-£»K‘ y ke X,
k' ¢ K' , k' = f(k) si ct sculcment s'il existec xe D tel que k' = kx, ou

ce qui est équivalent, s'il oxiste x' € D tel que k= k' x' »

be Pour qu'un demi-groupc edmettc des complexes nets & droite minimeux,il est
nécessaire et suffisantqutune des conditions suivantes soit satisfaite

- D admet des idéaux & droite minimauxe

~ D admet un idéal bilatére N, N étant un demi-groupc & idéaux & droite
minimaux et étant sorme de ces idéaux ( N est alors sorme des idéaux & droite
minimaux de D ot c'est 1'idéal biletérc minimum, ou noyau, de D ).

Y

ce Si un domi-groupe admet & la fois des complexes nets & droite minimaux, dont
un désigne la réunion par R, ¢t des complexes nets & gauche ninimaux, dont la
réunion cst R' , on a R=R' ot 1l'cnsemble commun N est un idéel bilatére
coilpletement simples Réciproquement, un demi=groupe admettent un idéal biletére
complétement simple cst un demi-groupe possédant & la fois des complexes nets &

droitc minimaux et des complexes nets & gouche minimouxe

5° Mplheurcuscment, ces résultats s'avérent triviaux dans lc cas d'un demi-

groupe avec zéro, car zlors {0} est un comploxe net, & gouche et & droite, mini=

mal, ct c'est lc scule Comme O gpportient cu résidu (3 droite et & gauche) de
tout complexe nc le contcnant pes, il spparut alors qu'une généralisation du pro-
bléme précédent susceptible de donner des résultats non trivieux dens le cas avec
zéro devait faire intervenir le rdsidu d'un couploxes Clest ce que nous allons
étudicr en détails dans le peragraphe suivent.

2e Problémes récentss Définitions et hypothésese

19 Définitionss = Le résidu & droite Wy d'un complexe H de D est l'cone-

semble des éléments w de D tels que H o w=¢g o Clest un iddal & droite

[5]. 8i on désigne par H se a 1'cnscmble des couples (x, y) € Dx D tels que
xay € H, on définit de m@me le résidu bilatére Wi de H commc 1l'ensemble des
éléments w de D tels que H ee w=¢ ¢ C'est un iddal bilatére [3].
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20 Problémece ~ Le probléme posé cst donc le suivent ¢ un idéal & droite W de
D étont donné, existe=t-il des complexes K odnettant W pour résidu & droite,
et minimaux pour cette condition ? (Notons que si XK' c K, on a WK < WK' $ par
conséquent, si K est mininal, WK c WK, Yo Quelles sont clors les propriétés
de ces complexes et la structure des demi~groupes en contenont ? Le mBme pro=
bléme peut Btre abordé en pertent d'un idéal bilatére W' , pour des complexes
admettont W' pour résidu bilatércs Disons tout de suite que lcs méthodes d'étu-
de ot les résultats sont tout & fait scmblables & ccux du cas monolatére. Nous
nous bornerons & donner un théorémc de structure pour ce cas & la fin de 1'ex=

posée

Tgl qu'il est posé, le probléme ne pargdt pes facile & résoudre $ nous avons
a8, pour progresser, faire certoins sacrifices, c'est-d-dire introduire des
hypothéses supplémenteairese Certoines d'entre ellcs sont d'ailleurs imposées par
la noturc mBme des choses ;3 d'autres, au contraire, laissent la porte ouverte a
des recherches ultéricuress Par exemple, nous n'avons considéré que des couplexes
ne coupant pas leur résidue Il scroit intéressent d'examiner ce qui se pesse
lorsque K nW#£ B .

3° Hypothéses supplémentairese =~ Tout d'abord, un idéal & droite donné W

n'est résidu 2 droite dec complexes de D que s'il vérific la condition
WD *e D= W (iddaux fermés & droite [4]) ; un idéel bilatére W' n'est résidu
biletérc que s'il cst bilatércment ferné ¢ (DW'D "o D) «° D= (DW'D «° D) *¢ D=W!

[3] .

Egsuite (pour éviter que les complexes W-minimaux ne coupent W ) nous avons

imposé aux complexes H admettant W pour résidu d'®tre dégogés de lour résidu
2

[4], c'est-a~dirc dc vérifier la condition H n D" n W= @ dans lc cas mono-

latdre ou HnD® nW= @ dans lo cas bilatdre (complexes faiblomont dégagds

de W )o

4° Probléme traitée ~ Finalement, nous avons étudié les points ou éléments

minimaux de l'ensecmble ¥ , ordonné par inclusion, des coumplexes admettant un
idéal & droite fermé W pour résidu & droitc et dégagés de W (einsi que les
points de l'enscmble #' des conplexes adrnettant un idéal bilatére bilstérement
fermé W' pour résidu bilatére faiblonent digagés de W' ).

Dans la suitc, lcs points de % sont appelés oammplexes Weirinimaux & droite

et ceux de %' complexcs W'=~minimaux bilatérese
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5° Idéaux fortement larges. = Pour que, dans un demimgroupe domné D , pour un

idéal a droite ferné & droite W, il cxiste des complexes We-minimaux & droite,

il est d'abord nécessaire que ® ne soit pas videe Ceci impose & W  une aon-

dition plus forte que "feormé & droiteM, C'cst ce que nontre le lerme suivant ¢

IEMME 2¢1ls = Pour qu'un iddal & droitc W (W# D) soit lc résidu d'eu moins

un conplexe dégagé de W, il fout ot il suffit que W vérific la condition 3

(L) W.QD:‘W [}

Pour un idéal quelconque W, ona Wc WD '« DE W' Do Le condition (L) est

donc plus forte que la condition "fermé & droite" (WD *e D= W)

Lz condition (L) cst nécessaire. - Supposons que W soit résidu & droite du

complexe H dégagé dc W, et que aeD, aD SW; si aéw,iloxiste xe€D

DD e

tel que ax € H, d'ch puisque aDS W, ax e H nD” nW, en contradiction avec
1'hypothése " H dégogé dc W M.

La condition (L) cst suffisantee = Si a e D~ W, il cxistc x €D tcl. que

ax ¢ W (car aD S W cntraine a € W par hypothése)s Lo conploxe

H= {ax 3 X 9! W} n'cst pas vide, cst disjoint de W , contenu dans D2 s donc
est dégagé de W & Montrons quc WH =WeSi aeD~W, il oxiste xe D tfel
que ax € H, par définitionde H  Si a €D - Wy s il cxistc x €D tel que
ax € Hy alors a¢ W car sinon ax € H AW ‘on contradiction avecc H aW=@ »

DEFINITION 2ele = Un iddal & droitc W ge D vérifiont lo condition (L)
W e D= W ocst dit fortenent large & droites

Diapres (4], théordmes 6 ct 8, un tel iddel & droite est bien un idéal large, car
un idéal & droite large m peut se caractériser par la condition
(m*e D) N (D w D'?') S.m 3 de plus, tout idéal & droite premicr p#£ D est for
tement large & droitce

Le tablcau suivent met con évidence les implications reliant les diverses cone
ditions étudiées pour les idéaux & droite de D, considérds comae résidus &
droite de certains complexes de D o Nous y avons fait figurer lcs deux cas parti-
culiers auxquels nous nous intéresscrons éventuellenent per la suite : W premier
ct W= ¢ .



505

Idéal ¢ == Idéal 3 droite => Idéal 3 droite => Iddal & droite
premier fortement large fermé & droite
a droite
f 0 0
\/ vV V
Résidu d'un complexe Résidu & droite Résidu & droite
net & droite de D => d'un complexe de = d'un complexe de
D dégagé de ce D
résidu

3+ Propriétés des complexes admettant un résidu 3 droite donné fortement large

a droite W, dégagés de W, et minimaux (complexes W-minimaux & droite)s

Dens toute la suite, W est un idéal & droite de D, fortement large & droite,
¥ la femille, supposée non vide, des complexes W-minimaux & droite de D, et

K un complexe W-minimal & droite quelconque ¢ Ke %

Toutes les propriétés de ce paragraphe sont des conséquences plus ou moins

directes du lemme suivant, qui généralise le lemme 1 de [6]e

LEME 3ele = Soient K un complexe dégagé de son résidu 3 droitc Wk': W,

&t k un élément de K o Pour que K = {k} admatte W pour réaidu & droite,
il faut et il suffit que k(K «° k) # {k] «

Supposons que K = {k} admettc W pour résidu & droites Si K+ " k=g, on
ablen W=¢#£{k}; si K" k£8, kg/wK:wK_{k}—_-w.Ilexiste done
x €D tel que kxe K=~ {k}, d'od k(K .* k) £ {k} .

Inversement, supposons que, pour k € K, on ait k(K .° k) £ {k} sy K étant
dégagé de W o Pour démontrer 1'égalité W, = Wk~{k} s 11 suffit de prouver 1'in-
clusion D = We & D = WK_{k} e S0it 2 €D = WK et x€ D une solution de
ax € K3 si axe K=~{k}, af Wi gy} ¢ Sinon ex=k, d'ot ke 0 n K ,
puis k¢ W puisque K nD°n W= . I1 oxiste alors, par hypothse, dans le
quotient non vide K «* k, un élément m tel que km= k' £ k , c'est-a~dire
axm=kn=k'e K-{k} d'or ad wK-{k} s Cce qui est contradictoiree

De ce le mme résulte immédiatement le théordme suivant s
e’ \_
THEOREME 3e¢le = Pour qu'un complexc K dégagé de son résidu & droite W soit

W-minimal & droite, il faut ot il suffit que, pour tout k € K, on ait
k(K «* k) = {k} »
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Remarque. = La condition V k € K, k(K «* k) = {k} entralne V k ek,
K. k#P, clest-a=dire K disjoint de W, conformément & la condition signa-
lée au § 2, <°

Permi les corollaires de ce théoréme, 1'un des plus utiles est une sorte de

régle se aimplification

COROLLAIRE 3.le = 5i k; et k, sont deux éléments de K , complexe Wemini-

mal & droite, la relation k; x; =1k, x, # W (x) , %y € D) entralne k =k, o

On étudie ensuite certaines correspondances entre deux complexes aysnt mime
résidu & droite et dégagés de ce résidu. Dans le cas ob ces deux complexes sont
deux complexes W-minimaux & droite K et K' , on déduit des propriétés de

cette correspondance le

4 \
THEOREME 342+ = Entre deux complexes W-minimeux & droite K et K' , il existe

une correspondance biunivoque, définie par 1l'application f de la fagon suivante

k ek, X' ek , k'=f(k) siet seulement s'il existe x e D tel que

k' = kx ou, ce qui est équivalent, s'il existe x' e D tel que k= k' x' «

\

Nous renvoyons & [9] pour 1'étude compléte et les démonstrations de cette

parties Par contre, nous donnerons la démonstration du théoreme suivant @

’ ~
THEOREME 3e3e = Dans un demi-groupe D contenant des complexes W-minimaux a

droite, tout complexe admettant W comme résidu & droite, et dégagé de celui-ci,

gontient au moins un complexe W-minimal a droite.

Soient X' un complexe admettant W pour résidu & droite, et dégagé de W,

K un complexe W-minimal & droite arbitrairement choisie

51 keK, k¢W= W, , dnc il existe x; €D tel que kx =k} € K' . En
choisissant pour chaque k € K, un seul ki pour image de¢ k , nous définissons
une agpplication fl de K sur un sous-ensemble Ki de K' o lMontrons que Ki

est W-minimal & droites K} € K' entraine Wiy = WS Wy o llontrons que

1
D~WED~ WK,l eSi a€D-W, ilexiste x€D tel que ax=ke K, d'ad
axx; = ko, = k! € K} , clest-a-dire a £ WK,l o Puisque KXK' est dégagé de W,

Ki 1'est aussie. Montrons qu'il est W-minimal & droites Soit ki X = ké avec
xeD, kj, Xk ek, do kj=1(x); k=7(k) pour k ,k €K,

Il existe %, , x, € D tels que kj =k, x, k}=k,x ,dl

k, x, x = ké = k2 X, avec ké ¢ W puisque K!' est dégagé de W . K étant

W-minimal & droite, on a
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k, =k, d aprés le corollaire 3sls Finalement fl(kl)"—‘ fl(l’fz) ¢t K'= k}+ La uinina-

lité de K} en résulte, d' oprés lc théoréme 3els

’ o
4, Etude de la réunion des complexes W-minimaux & droite d'un demi-groupe D e

Structure des demimgroupes admettant des complixcs W-minimaux d'un cbtée

Dans ce paragrephe, nous étudions laréunion R des complexes W-minimaux de D 3 R= K%{K.

Nous déduirons de cette étude des rcnseignements concernant la structure des
demi-groupes qui possédent des complexes W-minimaux d'un cdté, pour un idéal a

droite fortement large donné W .

1 K étant un complexe W-minimal & droite, et m wun élément quelconque de
D , désignons par E 1'ensemble des éléments e de K tels que em € We
E={c; ecK, emeW} etposons F=K=E={f; fek, fm¢W}.

LEME 4ele = Ie complexe L=FE uFm est W-ninimal & droites

Puisque K est disjoint de W, il en est de mdme de E j; d'aprés la défini-

tionde F,ona FnnW=g. L estdonc disjoint de W o lontrons que Wy =W «

Si af W, il existe un élément x de D tel que ex=ke K. Si kekE,

ax € Lj si keF, axmeFngLj dans les deux cas a,;éWL.

Si aéWL, il existe x; € D tel que ex; € L, d'ad axl¢w; W étant un
idéal 3 droite, nous avons a £ W, 1'égalité W; = W cst éteblies

Montrons enfin que L est W-minimal & droite, en utilisent le théoréme 3.l.

Supposons que 1l'on ait fxe L, pourun £ €L etun xe Do

ae 81 2= fm, avec f e F, on ne peut avoir fx= fmx=e €E car, 4'gprés
le corollaire 3s1 (applicable puisque e £ W ) il en résultcrait £ = e , égali®é
impossible puisquec E et F sont par définition disjointse Donc fx = fmx = f'm
avec f'e F, d'ou f=f' (toujours le théoréme 3.l) et finolement
bx= fix = fm= { .

be Si £ =e¢ €E, on en peut avoir fx= ex= fm car fm & W entratnercit
encore e=f « Donc £x= cx=e' € E « Le théoréme 3«1 gppliqué au complexe K ,

W-minimal & droite, dommne clors e' = e et par conséquent 2x =10

Les rclations fxe€ L, ¢ €L, entreinant £x = £ , nous avons, pour tout
£ el, 2(L."2)={2}; L &tant disjoint, et a fortiori ddgogé de son résidu

W, est un complexe W-minimal & droite d'aprés le théorémec 3ele
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Pour un élément quelconque k de XK, désignons par D =D = (We* k) 1l'ene

semble des éléments m de D tels que km & W .

THEORBME 4 La

(1) 8i me D, km appertient % au moins un complexe Weninimal & droite.
(@ si me N D=T, Kn estun coiplexe W-minimel & droitce
- keK

(1) Si me Dk s c'est=t-dire km ¢ W, on g, avec los notctions du lenme,
kne Fm S L, ct L est, d'aprés lc mlme lemme, un complexe W-minimal & droite.
@ Si meT, ona, pour tout k€KX, kn¢ W, d'ol, encore cvec los note-

tions du lerme, E= @, F=K ot enfin Kn= L.

Remarquee. = On trouvera dans [9] les contre=~cxemples qui montrent qu'on peut
evoir T= P , ct qu'on ne peut rien dire en général lorsqu'on multiplie les

éléments de K 3 gauche par m .

2° Relations entre idéaux et complexes W-minimnauxXe

ae Les premiers résultats sur les demi-groupes admettant des complexes nets
d'un c8té mininaux ([7][8]) montraicnt que l'existonce de ces derniers cquivam
lent & cclle d'idéaux du mlme cbté uinimauxe Nous générolisons ici cette liaison

en introduisant la notion d'iddéal d'un cdté ou bilotére Weminimale

be DEFINITION 4ele = W &tent un idéal & gaucho, & droite ou bilatére du

demi-groupe D , nous disons qu'un idéal I de D, dec meme noture que W, non

contenu dens W , cst W-mininal, s'il couvre I nW .

ce THEOREME 4424 = k &tant un élément queclcongue de R= U K, 1'idéal 3
Kek
droite kD engendré dans D par k cest égal & kD et est Wenininmale

L'idéal & droite cngendré dans D par k est kD u {k} ou encore, d'eprés
le théoreme 3.1, kD « Supposons qu'il oxistc un ideal & droite V tel que
XD nW cV ckD . La prenibre inclusion étent stricte k' € V., k' ¢ W; 1'idéal
J' = k"D u {k'} cngendré par k' dans D wverifie J' €V c kD 3 nous avons
donc nécessairemcnt k' # k o Puisque k' € kD, il cxiste, d'aprés le théoréme
4.1, un complexe W-minimal & droite K' contecnont k' ; les propriétés de la
correspondance définic au théoréme 3¢2 entre K et X' ontralnent que k= k' x'
pour un x' € D, donc k €k'Du {k'} =J', d'ch kD & J', en contradiction
avec les inclusions J' SV c kD o D'aprés la définition 4el, 1'idéal kB (k € K)

est W=ninimale
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 COROLLATRE 4.le = Si un deni=-groupe admet des complexes We-minimaux d'un cdté,

il adimet des iddaux cdté Werrininmauxe En porticulier, si un deni-groupe gontient

des complexcs nets d'un cdté nininaux, il contient des idésux du mlme c8té mini-

T1guXe

Pour établir unc réciproque de ce théoréne, on établit les propositions sui-

vantes, pour la déwnstration desquelles on renvoic & [9]s

IEMME 4.2,

as Si le résidu & droite, Wy , d'un couplexe H st contenu dans un idéal &

droite W, H ‘coupe tout idéal & droitc I de D non contenu dens
W: HaIfdp, IE£W.

be Si H coupc tout idéal & droite de D non contenu dans un idéal & droite

W, et si W est fortenent large & droite, lc résidu & droitc de H est contemy

dans W, Wy SWo

COROLLAIRE 4.2+ =~ Une ccndition ndcessaire et suffisante pour qu'un complexe

H, dégagé d'un idéol 3 droite fortement large & droite W, ait W pour résidu

a4 droite, est que, pour tout idéal & droitc I non contenu dans W, on ait

HN[I=-(InW]£P.

Nous dirons alors que H coupe I en dehors de W e

COROLLAIRE 4e¢3e = Si le deni-groupe D contient des complexcs Wendininaux a

droite, tout idéal & droitc de D non contenu deng W contient 1'idéal & droite

W-riinimal engendré par un élément k d'un complexe W-ninimal arbitraire K o

On peut iaintenent ctudier les deimiegroupcs qui contienncnt des idéaux A droite
W-ninineum, pour un iddal & droite W fortement lerge & droitece
Soit & 1'cnscmble de ces idéeux ; par définition I € 3 entradne I g W3

considérons la portition de & définic par 1'équivelence § suivante @

—
]

J (8) = I-(InWM=J=((JnW .

Si W=¢@, s ost 1'égalité dons 3

LEMME 44360 = Si I et J sont deux idéaux & droite Weiininmoux appartenant

des classcs différentcs mnodulo § , I et J ne sc coupent pas en dehors de W .
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maocnecffet: I AWS(InW) u(Ind)EcIeDela W-ninimelité de I
résulte alors soit I nW= (I aW) u (InJ) clest-d-dire I nd SW; soit
(InW)u(Ind)=1I doct I=(InW ST~ (T n W « Ce mime roisonnement
fait & partir des inclusions J A WS (I nW u(In J) € J nontre qu'on a, soit
INJSW, soit J=(3nW) SI~(In W) o Finalement, ou bien Ind &W,

oubicn I=(INnW =J=(JnW « Lo propriété du leirie cn résultes

Ce. lemme, et le leime 442, perncttent de dénontrer lo @

THE OREME 443. =~ Soicnt D un deai-groupc et W un idéal 3 droite forteument
large & droite de D ; s'il existe des idéaux & droite W-nininsux et si tout
iddal & droitc de D , non contenu dans W, contient (2u noins) un idéel &

droite W-mininal, D posséde des coliplexes W-ninimaux 3 droites

Choisissons dans chaque classe o modulo § wun iddal 21 et dans cet idéal un
élément et un scul ia n'appartenent pas & W i # W « Considérons le complexe
K ensemble des 1, e Par construction, K est disjoint, donc dégegé de W, et
il coupe tout iddal & droitc de D non contenu dans W en dchors de W 3 d'aprés
le corollaire 4.2, K a donc W pour résidu & droites Il est Weminimel, puisque
K - {ia} s pour une certainc classe O , ne coupe en dehors de¢ W, ni Ia s ni
les idésux dec la classe o , ct n'aduct donc pas, d'aprés le corollaire 4.2, W

pour résidu & droitee

Romerque le = Cette déuonstration fournit une ddémonstration de 1'équipotence des
complexes W-minimaux & droitc de D + En effet, il résulte de leur formation &
partir desclasses d'idéaux & droitc Wenmininaux que ces complexes ont mlme puis-
sance que 1l'ensemble 3/S des classes nodulo $ o Dans le cas W= @ y S étant
1'égalité, la puissance d'un coiplexe net & droite miniuel est celle de 1'ensen-

ble des idéaux & droite nininauxe

Remarque 2e¢ = On trouvera dans [9] un contre-excrple tontrant que 1'hypothése
"tout idéal & droite non contenu dans W conticnt un idéal & droite Weminimal"
n'est pas superfluce

En rassemblant les résultats obtenus, nous pouvons énoncer finalemecnt s

THEOREME 4.4, =~ Pour qu'un demi-groupe D possédc des coiplaxes Wenininaux

& droite, il faut et il suffit qu'il satisfasse sinultancient aux trois condi-

tions suivantes &
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by

19 W est un idéal & droite fortement large & droite de D o

2° D contient des iddaux 3 droite W-minimauxe

39 Tout idéal & droite de D, non contenu dans W , contient au moins un idé-

al 3 droite W-minimale

On ddmontre encore le théortme suivant [9] qui précise la structure des idéaux

3 droite W-minimaux d'un demi-groupe contenant des complexes W-minimsux &

droites

THéORﬁME 445, = Si un demi-groupe contient des complexes W-minimaux & droite,

fous les idéaux 3 droite W-minimeux de D sont de la forme I = kD uW;, ol
k est un &lément quelconque d'un complexe W-minimal & droite arbitraire et

W1 un idéal & droite contenu dans W (g S Wl SW . 5i 2 est la réunion de

ces idéaux, on a @

2=R+ W .

Pour W= @ , on retrouve la relation 2 =R ([71[8]).

39 Propriétés supplémentaires quand W est bilatére.

Avant d'aborder 1'étude de la structure de D , nous devons examiner ce qui se

passe quand W est un idéal bilatére de D , fortement lerge & droitee

2 N
THECREME 446e = Soit D un dewi-~groupe admettant des idéaux & droite W-minie

maux, pour un idéal bilatére W o Si I est un idéael & droite W-minimal, et c

un élément quelconque d¢ D, cI est contenu dans W ou est un idéal & droite

W-minimal.

eI est un idéal & droite ;3 si cI £ W, supposons qu'il existe un idéal & droite
V telque c¢InWSEVEeleSoit I, 1'ensemble des éléments i, de I tels
que ci; € Ve Pour tout 4 €D, ci; d €V, donc i;d €I, s I, estun
idéel & droite contenu dans I « Si 1 e€eInW, cieW donc ciecInWEV,
clest-d-dire que i€ I, , d'ot InWEI;«Daprés la minimalité de I, ou
bien I NnW=1I;,, oubien I, =13 dans le premier casy, ona I, SW,
cl; =VEW, d'oy VEcInW, ct finalement V= cI nW; dans le second cas
V=-cl; =clj; cI couvre bien cIn W«

Ce Qa Fo Do
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Ce théoréme générelise un théoréme de CLIFFORD [1] : si I est un idéal &

droite minimal, c¢I est un idéal & droite minimal.

COROLLAIRE 4¢4c = Soit D wun demi-groupe admettant des complexes W-minimeux
& droite, pour un idéal bilatérc W fortement lerge & droite. Si k est un
élément d'un complexe W-minimal 3 droite, K et c un élément de D tel que

cg W' k,ona coceR=U K s X désignent 1'ensemble des complexes W-mini-
Kex

moux & droite de D .

L'idéal kD est W-minimal & droite (théoréme 4.2) donc le complexe ckD est,
d'aprés le théoréme précédent, un idéal & droite W-minimal (car ckD & W entratne
ck €W ), donc ckD=k, Dy W, d'aprés le théoréme 4.5 ( W, idéel & droite de
D contenu dans W, k, élément de R ).

Il existe x €D tel que kx=k » donc ck € kl Du wl ety puisque ck ¢ W,
il existe y €D tel que ck=k, y £ W avec k; y € R d'eprés le théordme
4,1,

COROLLAIRE 445 = Dans un demi-groupe ndmettant des complexes W-minimaux &

droite, pour un idéal bilatére W, la réunion 2= R+ W des idéeux & droite

W-minimaux est un iddéal bilatére.

4° Introduction de la condition " W réflectif", Etude dons ce cas de la struc-

ture de R -
Nous n'avons pu étudier la structure de R dans le cas d'un idésl quelconque,

méme supposé biletére. Nous avons dft introduire 1'hypothése restrictive suivante

DEFINITION 4¢2, - Un complexe H de D est dit réflectif si ab € H entralne
ba e H .

On suppose dans toute la suite de ce parcgraphe que W est un idéal 3 droite
fortement large & droite et réflectife W est donc un iddal bilatére fortement

large a gauche et & droite s
(aD S W) <=> (DaCW) <=> (acWh o

Nous étudions dens ce cas la struchurc de la réunion R des complexes W-minimaux
4 droite de D , supposés exister. Pour cela, nous considérons d!eabord 1'cnsemble
Z des éléments de R dont lo carré appartient 3 W . Plus géndralement, on
démontre facilement la propriété suivante :
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PROPRIETE 44l. = Si W est un idéal réflectif de D, L'ensemble Y des Slém

ments a de D tels que a2 € W est un idéal bilateére.

On pose Z=RnY, R=R-7.

PROPRIETE 4.2 ~ Pour tout élément ke Z (K° e W) ot tout lément k' e R ,
k' € W o

Si k' ¢ W, k'k¢ W puisque W est réflectif ; d'aprés une consdquence
immédiate du corolleire 3¢l il existe x e D tel que k'kx= k' , d'ol
Kl = k' ¢ Wo Done kk'kg W ou K k' £ W en contradiction avec ke W o

Onpeut représenter la structure de D par le schéma cimcontrc analogue 3 une
table de multiplication et cxprimant des propriétés telles que ZW § W ’ w;2 cw,

etce
R
W . Z | R
W W W lw | W

('z‘www
o
}R“ww

W

LR 4
PROPRIETE 4¢3e = Soient K, ot K2 deux complexes W=-minimgux & droite de
. > =1

DeSil'onpose 7 = Klnz, Zz—_-Kzn?, on g Z2=f(Zl) s Z;=1f (Zz) s
oi f désigne 1'spplication bijective de K, sur K, définic au théoréme 3.2+
Soit k, € 22 5 il existe, d'aprés les propriétés de f s X€D et k, € K.l
tels que ky = ky x5 Y Stant un iddal, kj€ Z= K, nZ=K nY done
Z, S f(zl) o Inversement, soit k, e 2, 3 il cxiste x' e D et ky € K, tels
que ky=k; x' d'oh ke Zy f(Zl) § 7, y et finalement %, = f(Zl) e I1 en
résulte 2, = £74(2,) .

CCROLLAIRE 4.6s = L'cnsemble W défini par :
W=1{a; a €D, xeK = axeZ=KnTZ}

est indépendant du complexe Weminimal & droite K set ZEW.

Nous démontrons que les ensembles W, ot W, , définis comme W, pour deux
complexes Wenminimaux 3 droite Kl et K2 sont égauxe Prouvons par exemple
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l'inclusion W, S W, . Soit a eW, ; s'il existe x eD tel que ax= k, € X, ,

il existe aussi x' € D tel que k,y x! = a.xx’ =k, € K1 s puisque a e'Wl ’

: ~1 ol Veotededire o e W

k, € 2, , d'ol ky = £ (kl) el (Z ) = ; clost-a-dirc ce W, o
L'inclusion Z £ W se démontre facilement : si k€Z=RnY, et s'il existe

x€D telque kx€ K, on kx=keZ , d'ou par définition ke W .

Remarque. ~ D'aprés ce qui précéde, nous pouvons donner une seconde définition
de W

W={as; aeD, axe€R => axax € W} .

Nous allons montrer qufon peut toujours remplacer le résidu W et la réunion R
2 o s *

des complexes W-minimaux & droite par un résidu W* et une réunion R® de

complexes W ~minimaux & droite tels que 1'ensemble z* correspondant soit videe

THECREME 4¢7s = K étant complexe W-minimal 3 droite, le résidu 3 droite du

complexe K*=K-Z,_g:u_ Z:Kn-Z-_—KnY,est W=WuW; W est dis-
joint de R*= U K* et c'est un idéal réflectif de D .
. KeX

8¢ DeW'SDwoWy oS1 afW', af¢W, il existe x €D tel que ax € K 3
comme asE'W_,, axszsdonc ax € k¥ et aéwK*-

be D-W*SD-W*.»,Si a;éw*,ilexiste x €D tel que ax € K¥ et
K
ax £Z, donc af W et a W, clest-a~dire a g ut

ce Si k e K* ¢ R¥ , kgu" puisque, d'unc port, k £ W et que, d'autre part,
il existe x €D tel que kx=k £Z , clest-d-dire k £W .

de W, résidu a droite de checun des complexes K s est déja un idéal & droites
Nous allons démontrer qu'il est réflectif.

Considérons deux éléments a , b de D vérifiont sbe W' ; si abe W s
ba € W 3 supposons donc ab € W

D'apres le seconde définition de W, ebx € R entreine ( abx)‘2 W 3 pour
démontrer que ba € W s nous devons demontrer que bax € R entraine (ba.x)2 €W e
Supposons que (bax) £ W sl (bax) a€ew, x(ba.x) a €W; W étant réflec-
tif, ox(bex)? € W, d'od (bax)” € W . |

Posons bax = k € R 3 puisque k:2 }é W , il existe x €D tel que k2 x=k,
d' : lcz_k2 Xk2XcMc..lS alors k xk £ W entraine kzx_k ¢ W, puis
i x £ W en contradiction svec k' e W
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On = donc (bzax)2 ag W, d'ou a(ba.x)2 £ W, et conme bax € R, il résulte du

N _ 2
théordme 4el et du corolleire 4.4 que o(bax)” € R o
— P
Or, a(ba.x)2 — ob(axbex) ; comme ab €W, (ab(axbex))” = cdaxebaxsasbaxebex €W
2 .
On o ¢ DbaXebaxea = k2.a ;é W il oxistec donc x € D tel que k oax= ke Si
2 ¢ W 5 P i ax = K ¢ W, donc, cn utilisent toujours le fait que W est
réflectif, Pl ad W 5 a® k> ¢ W en contrediction avec la conclusion

précédentes

On a donc bien, finalcment, (bo.x)2 € W, c'est-a-dire bae W .

* .. N .
THE’ORJ}.E/E 4.8, = Tout complexe K = K = 2 (k£ @) cst W -minimal & droite et
pour tout k e R* 5 K .

Nous avons déja démontré que K* avait pour reésidu & droite W 3 K* est
dégegé de W puisquiil en est disjointe. Montrons que ¢ V k € K* :

X o
k(K .° k) = {k} .

K étant Weminimal 3 droitc, on o k(K «° k) = {k} ; or K* S K entraine
K¥ o kS K. Xk, d'oy k(K° - k) Sk(K. k) = {k} avec K' " k#@ puis-
que k€ K et que K est disjoint de W* 3 finalement k(K «* k) = {k}.

Ce Qc Fa Do

=

€ W en contradice

N |

Soit ke R 3 supposons que kz € w*; si k2 eW, ke

IAe]

tion avec R n W = & 3 sinon, il existe x e D tel que k x= k j comme par
. 2 7 ’ o 2 s » ol | o .
ailleurs k € W , 1'égelité précédente entraine k € Z , en contradiction avec

la définition de R .

Remarquee =~ Si un complexe K* est vide, R* 1'est aussi 3 Rz est contenu
dans W et W=D .

THEOREME 4.9« - Tout complexe W-minimal & droite, K' s est de la forme
K¥=K-2Z,a8 Ke¥X ot Z=Kn7Z.

Soient X* un complexc W minimal & droite et K, un complexe W=-minimel &
droite quelconque, X; € ¥ o k* et K, n Z sont disjoints car ZEWE W oot
K* n W= @ par définition d'un complexe Weminimal & droites Considérons le
complexe K= K*+ (K, nZ) 3 ZEW ot K nW =¢ ocntratnent XK, nZ=KnZ.
On a donc XK = K - (K nZ) » Nous démontrons que K cst W-minimal & droite, et

d' abord que W =W e
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Si adW et af W, ilexiste xe€D telque ax €K S K, donc af W e
Si afW ot ae W', il existe x € D tel que ax € K; » Comne W=wuW,
aeW, donc axe Z par définition de W . Par suite axe K, nZESK et
ag&'WK.

Inversement, si a¢WK, il existe xe€ D tel que ax € K » Si ax € K* ’
a;éW*,donc ad WeSi axean:Kln?EIfil, af W

K est disjoint, donc dégagé de W, car K, 1test ot K* 1'est de W' qui
contient W « En vertu du théoréme 3.1, nous aurons démontré que K est W-mini-

mal & droite si nous prouvons que : ¥V ke K, k(K.’ k) = {k}.

Soit ke K ot xe D telque kxe K81 ke K ot kxek nZ,
keWES W par définition de W , ce qui est en contradiction avec Kaw=¢.
Donc lx € K* et puisque K* cst W-minimal & droite, on a kx = k « Si
ke Kln'z ot kxe K , ke W puisque Z S W ;, donc kx e W' puisque W
est un idéal, ce qui contredit encore K n = @ » Donc kx e K, n 7 et comme

K, est W-minimal 4 droite, on a cncorc kx =k »
Ce Qe Fo Do

L'*étude que nous venons de fairc montre que, dans le cas ou W est un idéal
réflectif, on pout remplacer, lorsque R? & W, 1'étude de R par celle de R* s
qui posséde vis-a-vis de W s les mBmes propriétés que R vis-d~vis de W,
avec en plus, la propriété : V ke r* , k2 Wt .

L'ensemble Z des éléments de R dont le carré cst dans W est d'ailleurs

)
tel que Z° & W o La structure de D peut encore ®tre représentée par le schéme

ci=contre ¢

Wt R
,,>~‘<~-_A TN (‘M~ =N
W ‘W7 L RY
(W W W W & W, W

X i ;

We — .
URR wEolwE o wE v
Z lw (v |w ! w!

R ,

R | W (W |w
W ;w*
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En revenant aux anciennes notations, nous étudierons meintenant la strucutre
de la réunion des complexes W-minimgux & droite d'un demi-groupe D , pour un
2
igéal réflectif W , tel que, pour tout k € R, on ait K ¢ W.

Les hypothéses précédentes sont vérifiées lorsque W est semi-premier, donc

en particulier lorsque W est premier, et notemment quend W= @ o

La propriété suivante est utilisée par la suite s

PROPRIFTE 4.4+ - Pour que k° ¢ W quel que soit k e R, il faut et il suffit
que pour tout a € D - W, &R ne soit pas contenu dans W e

Supposons que, pour tout k € R , on ait 1:2 £WeSi a€D~W, il existe
x € D, tel que pour un complexe W-ninimal & droite quelconque X ,
ex=keKSR, doy a(xk) = ¥ AW, donc xk £ W et, d'aprds le corollaire
444, xk €R o Il en résulte aR £ W .

Inversement, si pour tout a € D~W, aRg W, et s'il existe k e R avec

e W » la propriété 4.2 entraine kR & W, contrairement & 1'hypothése.

Pour étudier la structure de R , nous définissons dans R wune équivalence
R par la condition k , k' € R, kRk' si et sculement si kk' ¢ W

THEOREME 4410s = La relation R est une relation d' équivalences

R est réflexive puisque, V k e€R, k2 £ W elle est symétrique puisque W
est réflectif ; elle est transitive s si kfk' et k'Rk" , k'k" ¢ W entraine
l'existence d'un élément x de D tel que k'k"x= k' , d'cah kk'k"x=kk' £ W,
donc Xk'k" £ W, oh, W étant réflectif, k'k"k £ W et finelement k"k ¢ W ’
ctest-d~dire kfk" .

Cette équivalence partage R en classes c, (teI):s R= 2 C.

el
Il résulte inmédiatement de la définition de R que, pour tout couple d'in-

dices différents ¢, A, ona C C\SW,

r S\
THEOREME 4.1l - Toute classe C L est un sous=demimgroupe simple de D,

sorme de ses idéaux & droite minimauxe

1o G, est un sous-demi-groupe ¢ si k, k' € C,, kk' ¢ W donc il existe
x €D tel que kk'zx=k, d*ci kekk'x = kz o Comme 1«:2 £W s kekk' ¢ W avec

k €R et 1k' eR d'aprés le théordme 4.1, donc kk' =k (R) et kk'e C, o

2° Soit k wun élément quelconque d'une classe C, et D, =D~ (W' Kk o

est un idéal & droite minimgl de 5

Nous allons d'abord démontrer que ka S, e
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D'abord, kD cst contenudens G s si deD , kigW, il existe teD

tel que kdt =k , d'o k2 dt = 1{2; comme kzéw, kekd ¢ W 3 par suite
kd =k (R) et kieC .

Dans C, , kD, estun idéal & droite : si ceC, et de D, kde ¢ W
sinon cekd € W avec c €C, o ki € C  en contradiction avec la stabilité

de CLQ

Enfin, kD, est un idéal & droite minimal de C , ¢ ‘tontrons d'abord que

lf.Dk = kCL 3 il suffit de prouver ka & k0 L Puisque 1:2 £ W s 11 existe x €D

tel que k2x=k. D'od kd = kekxd ; si kd;éw, ked ¢ W done kxd Gka.C.C
c'est-d=dire kd = kekxd € kCL « Remarquons que k € ka = kCL .

L

Supposons alors qu'il existe un idéal & droite V de C vérifiant les inclu-
sions V ckCL & CL e Soit k' un élément quelconque de V § il existe c € CL
telague k' = ke 3 d'aprés le théoréme 3.2y il existe d € D tel que k= k'd ;
en appliquant 1'égalité kD, = kCL & 1'élément k' de CL y il vient
k= k'd= k'e' pour un c' e C,» donc keV, idéal & droite de C,» d'ou
kC, €V et finalement V= kCL « C étent somme de ses idészux & droite mini-

maux, est simplee

Revenons maintenant au cas général dans lequel R nW=@ mais dans lequel
il peut exister des éléments k de R tels que k e W

En appliquant le theoreme 4411 3 R* s NOus pouvons représenter la structure
* . , -, .
de R par un schéma analogue aux schémas précédentse Notons qu'on a ici, pour
P
c 3 - C
t#A, C,C\ SV, mais ¢, = ¢,

globalement idempotentse Finalement, nous pouvons énoncer ¢

car les demi=-groupes CL étent simples sont

R* Ccl 0‘2 CL3
Ccl Ccl W I W
o | W By |
CL3 W | W ! CL3

N -
THEOREME 4412¢ = Soit D un demi=groupe cdmettant des complexes W-minimaux

a droite, pour un idéal réflectif W s fortement largecs L'eonsemble R de ces

complexes a la structure suivante s R= 2 + 2 G, avec RZSW, ZREW, PCW.
tel
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Les Cl sont des demi-groupes simples, sommcs de leurs idéaux & droite minimaux,
et Vo ot,h, A, C GSU.

On peut éroncer des réeiproques de ce théorémece Nous rcavoyons & [9] pour les

démonstrationsa

LEMME 4040 = Soit 3 un demi-groupe, somme d'un idéal bilatére W et d'un

cnsemble R= 2 C,, 01 les C  sont des demi-groupes admettant des idéaux &
el
droite minimaux ct somies de ces idéaux, telsgue V t, A €I, (#£A, on

ait C, qk C W< W est réflectif et I admet des complexes W-minimaux & droitee.

’ ~
THECREME 40130 = Soit D un demi-groupe possédant un idéel bilatére X ayant

la structure décrite au lemme 4.4 3 on suppose en outre que a € W pour un &lé=

ment o de D entreine =R £ W .

D admet alors des complexes W-minimaux & droite et ces complexes sont ceux
de % »

Dans lc cas W= & , on rotrouve les résultats signolés au paragraphe 1 (b) de

cet exposée

5. Demi-groupes admettant 3 la fois dos complexes W-minimaux & gauche et des

conplexes W-minimsux & droitea

Dans ce paragraphe; W est d'abord un idéal bilatére fortement lzrge 3 gauche
et A droite. On suppose qu'il existe des complexes We-minimeux & droite K ’
dont la réunion est R , et des complexes W-minimaux & gauche K' , dont la

réunion est R o

On n'a pas en général R = R’ , mBme dens des cas simples, comme on le voib

sur l'exemple suivant s

D={z,a, b, cl avec W= (z) z|lz|z|z]|z

P 4
PROPRIETE 5:1c = R n R' n'est pas vide.
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Si keR, k£gUj; W étent le résidu & gauche d'un complexe W-minimal 3

gauche quelconque K' , il existe xe D tel que xk= k' € K* € R!' 3 comme
xk¢ W, xke R d'aprés le corollaire 4.4, donc k' =xke K nK' SRnR' .

PROFRTFTE 5.2+ - Si, pour ke R et k' e R' , kk'¢ W, k et k' appar-

tiennent & R N R' .

Montrons par exemple que k' e R j puisque kk' g s 11 existe x e D tel
que xkk' = k' ; d'aprés le théordme 4.1 et le corollaire 4.4, xkk' e R, d'ol
k' € RNnR'.

Nous supposons meintenant que W est réflectifes Il résulte de 1'étude faite

eu paregrephe précédent que si R2 n'est pas contenu dans W , on peut rempla-
cer 1'étude de R et W par celle de B et W ’ R* réunion de complexes
W —nininaux & droite étant tel que s ¥ ke R®, K° £ W . Lo théordme suivant
montre que ce remplacement peut se faire pour R ou pour R' , et conduit & des
réunions de complexes minimaux égales, pour des résidus & gauche et & droite

égauxe

(4 -

THECREYE 5e1e = Lorsque W est réflectif, les conditions R2 4w et R'z v
sont satisfaitcs simultendment et W™= W™, R*= R1* ;oW et rt*
définis & partir de W' ot R' comme W et R* le sont 3 partir de W et
de R .

gtent

Nous savons que R2 S W équiveut a k2 € W pour tout ke€R o

Supposons R? £ W il existe k € R tel que i £ W o Comme pour la propriété
5.1, considérons les éléments x € D et k' € K' tels quc xk= k' €K' CR' &

- Hontrons que Kr? £V .

2

k“ £ W entraine l'e:zcistence de y €D tel que kzyzk, d'ou xk2y= xk = k',
donc xk2£W;or xk” = k'k 3 donc k'k £ W ou kk';éw; il existe donc z €D
tel que kk'z =k , d'ou }d{k’Z:;dc:k';éw,donc xkk‘:k"?#W.

On a donc démontré que R2 £ W entraine R'2 ¢ W3 1'inclusion opposée se
démontre de la mbme fagone

On a:

* = =
W=WuW, W={a; aeD, ex el => axaxe W}

W =WuW, W=1{a; aeD, xaehk = xaxaeW} .
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Démontrons par exemple 1'inclusion W S W' .

Soit a € W3 supposons qu'il cxiste xe D tel que xa= k' e Rt et que
k'2 £ W . On démontre d'abord, comme précédemment, que, pour un y € D tel que
kK'y=keR, ona kk'¢ W; il résulte alors de la propriété 5.2 que k' e R .
Si ak! = axa € W, xaxa= k‘2 € W; sinon aki € R (corollaire 4e4) ; puisque
aeW, ak'ak' € W, d'od xak'xek' € W, c'est-a-dire 1'* e W . On en déduit
encore k'2 eWsgs si k'2 F , 11 cxiste t € D tel que k’2 t=k', d'o
1{'3 t = l:‘2 et k'3 ¢ W alors il existe u € D tel que k‘3 u= k' , d'al

4 2
’

4 ‘o . ,
k' u= k' k' ¢ W, en contradiction avec la conclusion précédente.

Dans les deux cas, on voit que 1'hypothése k.'2 ¢ W entraine une contradiction ;

donc k'% e W ot a €W .

La premiére partie de cette démonstration montre encore que 1'hypothése
k'2 £ W, pour un élément quelconque k' de R' entraine k' € R o L'égalitéd
R = R' ecn résulte, en tenant compte de la propriété correspondante pour tout
élément k de R tel que e 3"

COROLLAIRE 5e¢lc = Soit D un demi-groupe admettant des complexes W-minimaux
& gauche et des complexes W-minimeux & droite, pour un idéal W , réflectif et
fortement large. S°il existe (au moins) un élément k d'un quelcongue de ces
complexes tel quec T £ p il cxiste un idéel réflcctif w* , contenant W,
par rapport auquel D admet des complexes Weninimaux 3 gauche ¢t des complexes

L) . \ . I ° * "* ’
W*-minimaux 3 droite. Les réunions R et R’ correspondantes sont égales et,

pour tout élément k de 1'ecnsemble commn N s ona ‘;2 £ w* .

Si nous décomposons 1l'ensemble commun N' = R*= Rt ¥ par 1'équivalence R
définie au paragraphe précédent, les classes sont des demi-groupes simples, a la
fois somme de leurs idéaux 3 droite minimeux et de leurs iddaux & gauche ninimsux-
Ces classes sont donc des demi~groupes complétement simples [1], et nous avons
le théoreme général suivant 3

’ \
THEOREME 5.2¢ = Soit D wun demi-groupe admettant & la fois des complexes
W-minimaux & gauche, dont lo réunion est R! s ©t des complexes W-minimaux 3

droite, dont la réunion est R, pour un idéal réflectif W (fortement large).
Si, pour tout élément k de R et de R!, k2 £W,ona R=R' ot l'cnsem-
ble commun N a la structure suivante g

N= 2 G,
eI
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les C, étant des deai-groupcs complétement simples, tels que V ¢, Ael,

L# A, on ait C, G SW»

2
Remarquee = S'il existo des élements k de R oude R' tels que k e W,
on appliquera ce théoreime & 1'enscmble T dsfini précédemment et qui est 1'en-

semble des éléments de R n R' dont le carré n'appartient pas & W

Ce théoréme admct pour réciproque la proposition suivante, qu'on déduit immé-

diatcment du théorénc 4«13.

THECREME 5¢3¢ = Soit D un dewi-groupe possédant un idéal bilatére X , somme

d'un idéal bilatére W ( W iddal dc ¥ ) et d'un enscmble N= ZI C, » o les
Lte

CL sont des demi-groupes completement simples tels que V. ¢, A, £ A s
CL CA €W .« On suppose dc plus que V¥V aeD, a £ , alN n'est pas contenu
ans W .

D admet des complexes Weminimoux & droitec et des complexcs Weminimaux &

gauche, ct ces complexes sont ceux de I o

La proposition "Tout demi-groupe abélien fini est un homogroupe", démontrée
par Ge THIERRIN [10], est alors un cas particulier du théoréme suivant @

THEOREME Se4e = Si un demi-;roupe abélien contient un complexe net minimal (ou,

ce qui est équivelent, un idéal minimal), c'est un homogroupes

Ce théorémc est lui-mbme conséquence imnédiate du théoréme suivent s

THEOKEME 5¢5¢ = 51 D e¢st un demi-groupe abdlicn ¢t si D posséde des come

plexes W-minimaux, pour un idéal W fortement lerge, 1'ensemble des &léments

k de D, tels que k? £ u » o8t somme de groupese Si W est premier, D = W

est un homogroupee

Car un dcmi-groupe compldtement simple abélicn est un groupes S1 W est premier,
1'équivalence R a unc seule classe.

6« Complexes admettant un résidu bilatére donné et mininauxe Demi-groupes possé=

dant de tcls complexese

On obtient des résultats tout & feit analogucse Nous renvoyons & [9] pour le
détail et nous donnons seulemcnt le théorsme de structurce La condition "fortee
ment large" pour W est ici
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(We*D) *aD=(W"eD) «" D=W ou DaDEW <> aeclW .

LY
THEOREME 6ele = Soit D wun demi-groupe adacttant des complexes W-minimaux
bilatéres pour un iddéal réflcctif W fortement largce Lo réunion B de ces

complexes e la structure suivante s

- =2

B=Z7+ 2 C, avec BZSW, ZBSUW, Z° SW .

el
Les classes CL sont des demi-groupes simples de Dy, et V t,Ael, 1 #£A,

C
CL CX S W e

THSOREME 6.2. = Soit T un demimgroupe, soase d'wn idéel bilstdre W ot d'un

ensemble B= 2 C s ou les CL sont des demi=-groupes simples, tels que
el
V ty,2e€l, t£MA, onait G, Cy SW. Alors W est réflectif ot 3 admet

des complexes Weminimoux bilatéres.

THEOREME 6e3e ~ Soit un demi-groupc D possédant un idéel biletdre I ayant
la structurc décrite au théoréme précédents On supposc en outre que D est tel
que, V ae€D, agW, BaB n'cst pas contenu dans W (ou, ce qui est dquie-
valent, que aB £W)e D aduct alors des conplexes Weminimeux bilatéres qui

sont ceux de X o

Dans le cas W= @, on o lec théoréne suivant s

LR
THEOREME 6.4e = Pour qu'un deai-groupc admette des coaplexes bilatérement nets
ninimaux, il faut ot il suffit qu'il conticnne un idéal bilatére minimum (noyau) e
Ces complexes sont alors réduits & des éléments bilatérement nets, les éléments

du noyaue

On trouvere enfin dans [9] une étude compléte des sous-demi-groupes Weminimeux

d'un deni=-groupe.
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