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Séminaire DUBREIL~PISOT 2-01
(Algeébre et Théorie des nombres)
15¢ année, 1961/62, n® 2 13 et 20 novembre 1961

EQUIVALENCES COMPATIBIES. ]iQUIVAIENCES PREPERMISES

par Pierre GRILLET

1, Définitions généralese

A. Relations binaires.

Soit E wun ensemble ;3 P désignera l'ensemble de ses parties. On notera, pour
tout xe€® ; x au lieu de {x}.

Ltensemble A des applications de P dans P peut &tre ordonné par la relation
Sy <> ¢ et pehA et (v XePB) ;, o(X) cvy@ .

Ciest alors un treillis (de Boole) coniplet 3 1l'intersection et la réunion dtune

famille (q;L) Le

® @ XeR, (U ENEO=U 60, (NGO =0 (0 -
e .

el el tel

7 & A sont données par (1)

Ctest d'autre'part un demi-groupe pour la composition des applications, notée o 3
ce n'est pas un demi-groupe ordonné ; on a toutefois les formules (2) :
(& v ven , (U ) ob=U (9, 0% , (N (@))oyp=0 (p 0y)
tel el el
On appelle I 1'application identique de P « Un élément ¢ de A est dit
extensif si I c ¢ ; préidempotent si (pz C ¢ 3 un élément extensif et préidempo-
tent de A est idempotent.

Les homomorphismes du sup-demi-treillis complet P forment une partle U de

A . On a, pour (X)GICP’ ((p)(,eI--

G (v yel) \P(L(’;JI X)) = ULEJI WE,)) 5 ¢ o (LgI (p,)) = Lgl Woop,) .

24

la propriélé

(31) v XeB) , o@® = U o
xeX

caractérise les éléments de U .

U est un sous-demi-groupe et un sous-sup~demi-treillis complet de A 3 et un
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demi-groupe ordonné en sup-demi-treillis complet d'apres (2) et (3)e U ntest
pas un sous-treillis complet de A ; toutefois le plus petit élément de A appar-
tient & U et U est un treillis complet. On notera /\ 1tintersection dans U .

On appelle opérateur sur E tout élément o de U tel que (v xeE) , o
n'ait qu'un seul élément, qulon note slors ox . L'ensemble O des opérateurs

sur E est un sous-demi~groupe de U »

Soient R 1'ensemble des relations binaires sur E , p 1tapplication de U

dans R définie par

(4) (v ¢9eU) ,x Plo) vy &> x et yeE et ye o(x .
o 1'application de R dans U définie par

(41) (Vv ReR) , (Vv XeP), off)(X) ={yeE; (3 xeX) , xRy} .

Des formules (4) et (5) résulte que p o a est l'application identique de R
et que o o P est 1'application identique de U ;3 p et a sont donc des bijec-

tions inverses ;3 p &tent isotone ainsi que a , on peut énoncer

PROPOSITION l.ls = R et U sont des treillis isomorphes.
appliquant (4) & 1'intersection, on voit que
(5) (pad) (@ =o(x n yx) = (¢ ny) (=

ceci, dtaprés (3!), définit explicitement 1!intersection N\ ;on en déduit la formu-
le

@) (o) o =N, o)
pour (o L) cU, yeU en appliquant & un élément.
Ona, si ¢ € U, dtaprées (4) 3
¢ extensif <= plp) réflexive
¢ préidempotent <= plp) transitive

ceci amine & poser ¢ symétrique <=> plp) symétrique, clest-a-dire si
(Vv x,yeB),

yeqi(x) = xelP(Y) °

On 2 alors la proposition :

PROPOSITION 1.2, = Si ¢ € U, p(p) ect une relation d*équivalence si et seu-
lement si ¢ est extensif, préidempotent et symétrique.
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On appellera éSquivalence un tel élément de U , et prééouivalence tout élément

extensif et préidempotent de U .

PROPOSITION l.3. - L'engemble des éguivalences est une famille de lMoore

U-inductive de U j l'ensemble des prééquivelences un sous-treillis complet de
U«

Cecl est évident d'aprés la proposition l.l, mais on peut le démonirer directe-
ment & 1'aide de (5)« L'ensemble des édquivalences est donc un treillis complet ;
on notera V 1le sup dans ce treillis.

Les notions de complexe saturé ou indivisible s!étendent ainsi, pour tout
p€U et tout He P,

H saturé pour ¢ <= ¢(H) cH.

H indivisible pour ¢ <> (v x,yeH), yeo(x) <> (Vv xcH), HE‘P(X) .

Be Complexes de prééquivalences

- On se propose d'étudier une condition suffisante commode pour que le borne su-

périeure d'un complexe de U soit une prééquivelence, ou une équivalence.

Si ¢ est un complexe de U, sup © € U « D'autre part, si & contient un
élément extensif, sup ¢ est extensif.

£

On dira que © est globalement symétrique si

(v x,57€E) , ((3 g2, vyeo® = (3 yed) , xeyH.

8i ¢ est globalement symétrique, sup & est symétrique : en effet, dtaprés

(1),

L]

(V x€E) , (supd(® = U (=) H
L

vyesup Ax) = (3 9e?) , yeox = (3 yed) , xe Yy
=> x e sup 3(y) .

Par définition, on appellera complexe de prééquivalence un complexe de U glo=
balement symétrique et contenant un élémen*t extensif. On a done la
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PROPOSITION 1.4+ = La borne supérieure d'un complexe de prééquivalence est une
prééquivalence.

On dit qu'un complexe ¢ de U est préstable si, pour tous ¢, Yy € &, il
existe §e€ & tel que ¢ o Y C & . Tout complexe stable est préstable. S1 ¢ est
préstable, sup ® est préidempotent

(U @o(UWPW=U @o(UW)= U @owclUet ,
ped Yed pED Yed ¢ yed EED

dtaprés (2) et (3). Donc, si on appelle complexe d'équivalence un complexe de

. prééquivalence préstable, on a

PROPOSITION l.5. =~ La borne supérieure d'un complexe d!équivalence est une équi-
valenceo

Une prééquivalence est un complexe de prééquivalence 3 U , O , une équivalence,
un groupe d'opérateurs sur E sont des complexes dtéquivalences

PROPOSITION 1.6, - La fermeture stable (pour o ) d'un complexe de prééquivalen-
ce est un complexe d!'équivalence.

I1 suffit de vérifier que la fermeture stable = du complexe donné & est glo=

(1

°
?

balement symétrique. Soilent x , ye€E et § e

(3‘919.°°"(Pn€®)9 €=t¢>1°u-°% H
si ye g , il existe X 5 +ee 5 X, €E tels que
e 9 (x) 5 een eq;l(x) yere y X =X H
or
(3 Yy 5 2ee s mpne o) , X, € ﬂf’i(xi—-l) yeee 5 X Elpl(Y) 5

donc il existe T €Z , 3 savoir Y o ces 0 Y , telque x € T(y) .

Par exemple, si ¢ est une prééquivalence, la fermeture stable de {9} est un

complexe d°équivalence, donc U tpn est une équivalence ; clest évidemment la
neN
plus fine contenant ¢ . On la désigne par fermeture transitive de ¢ « On vérifie

sans peine la proposition suivante.

PROPOSITION 1.7, - Les complexes saturds (resp. indivisibles) pour une prééqui-
valence sont saturds (resp. indivisibles) pour sa fermeture transitive, et réci-
progquement.-
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Ce Lois de compositione

Soit maintenant un ensemble D , et une loi de composition

(@, % - dx(deD, xeE) sur E.On appelle famille de translations de la

loi la famille, indexée par D , des éléments t; de O définis par
(v deD) , (v XebP), td(X) = doX « Réciproguement, toute partie & de O

est la famille de translations d'une loi de composition sur E , & savoir
©,x »ox(cet, xe€E) .

On appelle famille de multiplication toute partie stable de O contenant I ,

et famille de multiplication engendrée par une partie & de O la fermeture
stable de & U I . Lt'intérét de cette notion apparaftra dans la suite. On se pro-
pose en effet dtétudier des propriétés d'éléments de A dépendant d'une partie

& de O , donc susceptibles de dépendre d'une loi de composition sur E , ou
similtanément de plusieurs 1ois, et telles qu'on y puisse toujours supposer que

& est unc famille de multiplicatione Si E est muni de plusieurs lois de
composition, on pourra, en considérant la famille de multiplication engendrée

par lesdiverses familles dc translatiom, se ramener au cas oi E ne possede

qutune loi de composition.

Si E est un groupoide, on appelle & a la famille des translations & droite,
Gg celle des transletions & geuche, M, , mg s %y les familles de multiplica-

tion engendrées respectivement par © Gg s G, U Gg e 31 E est un demi-groupe,

a’ d

mdzadul,mg=z;gu1 3
¢ q °tb mg commutent élément par élément, et

€’ =M " y (M o M
b= a g dg) *

De Résiduel faible.

Soient A, BEP et b CU .+ A cBté des résiduels ordinaires 3
A*w B={oez; ofB) ci}
A.z={beE; 3b) €A}, () = U (o))

oEX
on définit les résiduels faibles :

A "oz B={oces ; o(B) rencontre A} = (A U B)n Z
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he S={beBE; 3(b) rencontre A} .

L'opération posséde les régles de calcul suivantes, évidentes 3 partir des dé-

finitions 3

6a) As_ (U B)=U (&% B)
( T er Y e 2t
6b U L) % B= U (4, * B)
(6b) (LEI J s o Bt
(6c) Ao (U zZ)=U (@& zL)
€1 tel '
(64) (U a) & z=U (@& 3
Ltel tel
(6¢) | (Ao 3) o T =Ao (To )

(6£) ot e A ™y oB) <=> o'o g€ "y B
(6 (N AL) 0= ﬂ,(AL o) si o0eO
el tel

(6h) A*w BCAN B si BAY
(61) AT chAe 3 si TEP
(63) Ategx=htepx sl xeE
(6k) A o=4A."0 si 0€0
avee
L, BeP, (AL)LEI , (BL)LGI cP, (z:L) eI S ®(U) .

Si E est un demi-groupe, on posera, pour A, BeP ¢
A& B={xeE ; Bx rencontre A}
A% B={xeEj; xB rencontre A} .

Ces opérations se distinguent des précédentes en ce qutelles sont des lois de
composition interne sur P ; leur usage ici sera de permettre une éeriture élé-

mentaire de résultats ol interviennent M 4 ou ng .
On considérera aussi

AeweB={(x,y € ExE; xBy rencontre A}
qui permettra une écriture élémentaire de certains résultats ol intervient Jka .
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&
2, Eguivalences compatiblese

Etant dommés o €0 et ¢e A . on dit que ¢ est o-compatible quand

go9Cpo 0o Quand ¢ € U, cetle définition équivaut clairement &

(Vx,yeB) , yeol) => oy eglon o
Si & cst une partie de 0 4 ¢ est dit Z~compatible s?il est o=-compatible
pour tout oe % - S1 ¢ € U, 1'ensemble des oe O tels que ¢ soit O=-compa-
tible est stable pour ¢ et contient I § par suite, si Z est une partie de O
et M la famille de multiplication engendrée par X , " ¢ est Z-compatible"
équivaut & " ¢ est I-compatible" ; en dlautres termes, on peut toujours supposer
que ¥ est une famille de multiplication.

Si E est muni d'une loi de composition externe dont la famille de translations
est & ,et si oe U, il est clair que " ¢ est G-compatible" équivaut a
" ple) est compatible par rapport & la loi de composition". De mfme, si E est
un groupoide, ¢ est ma—compatible (respe mg R Eb) si et seulement si p(p)
est compatible & droite (resp. & gauche, bilatére). On peut enfin utiliser les
remarques de la section 1. Ce.

Soit donc X une famille de multiplication sur E .

PROPOSITION 2.1l. ~ Liensemble des éléments I-compatibles de U est un sous-
treillis complet et un sous-demi-groupe de U .

En effet cet ensemble est stable pour o , et, si (ch)LEI en est une famille,

on a, pour tout ¢ € £ , et diaprés (2) et (3) s

cgo{U 9)=Ulcop)c U (900 =(U 9)oo
el el tel el

U°('/\(PL)S./\ (Oo(PL)S_/\((PLod):(/\(PL)OO e
el el el el

PROPOSITION 2¢2+ = La fermeture transitive d'une prééquivalence I~compatible est
une équivalence S~compatible.

En effet (prop. 2- si ¢ est cette prééquivalence, ¢" est Y=compatible et
U ¢" aussis
neN

PROPOSITION 243 = Les équivalences Iwcompatibles forment un sous-treillis
complet du treillis des équivalences.
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En effet le sup dans ce treillis est la fermeture transitive de la réunion.

Une équivalence ¢ étant donnée, il existe une plus petite équivalence
Y ~compatible contenant ¢ et une plus grande équivalence Z-compatible contenue
dans ¢ « Elles seront déterminédes ultérieurement (voir proposition 3.3 et théo-

réme 402) ?

Etant donné un complexe H de E , on appelle Eﬁ la relation d*équivalence

f%y <> x,y5€E et HﬁzszEZy .

PROPOSITION 244+ - a(‘s‘H) cst la plus grande équivelence IS~compatible pour
laquelle H soit saturé.

H est saturé pour Eﬁ car

x € H @IGH."OEX ’
done
x€H, xsyy => y€H .
Eﬁ est I-compatible car si

cey et H ™ _ x=H"

. ' 0‘. x'.
5 Zy,oeH ox <> G'OGH-ZX

z
& cause de (6f) et de la stabilité de T , donc

H’bZO'X:H'QZO‘y .

Enfin si H est saturé pour une équivalence I~compatible ¢ et si

oxel <> oyel s

donc x Eﬁ Voo

PROPOSITION 2+5. = Si H et K sont des complexes de E

H e K=H "og £ <> K est indivisible pour afsy) .
En effet
H' K=0N (H e k)
H% K= U @ o5 K) )

keK
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THEOREME 241e = Un complexe H de E est classe pour une équivalence ZIe-compa=

tible si et seulement si

En effet, H est classe pour une équivalence Z=-compatible si et seculement

s'il est saturé pour asy) (prop. 2.4), donc si et seulement si
H QZ H=H ..X H (prop. 205) [

Si E est un demi-groupe, on retrouve ainsi, en prenant ¥ = mb s lo résultat

classiques

[
3« Equivalences prépermises : exempless

Etent donnée une application t de A dens A , un élément ¢ de A est dit
t-prépermis si t(p) ¢ ¢ 3 de méme, si T est une famille d'applicetions de A
dens A , un élément ¢ de A est dit T-prépermis s!'il est t=prépermis pour
tout t €T . On se propose seulement, dans cette section, de donner des exemples

de cette notion et d'en faire une premiére étude.

Ae Exemplese

Soit, pour tout o € 0 , 1l'application m; de 4 dons A définie par @
(7 (Y oeb) , (v XebP), mo(cp) (X) = op(X & o) .

Supposons ¢ € U , et soient x , ye€ E tels que y e o(x) ;

X€EoXxd O ’
d'ou
oy € op(ox «° o)
etysi ¢ est m~prépermis,
oy € ¢(ox) 3

réciproquement, si ¢ est o-compatible et si X e P y z2€E,

ze€oggX o) = (3 x,yeE), xeX ¢ 0, yeol® , z =0y
=> z e ¢(X) ’

car oy € p(ox) et ox€X . Donc, si ¢ €U, "¢ est O-compatible" &quiveut
&"¢ est m-prépermist.
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Comme second exemple, soit o un élément quelconque de A , et a, 1'applica=

tion de A dans A définie par aa(go) = o pour tout ¢ € A »

Les élérents a ~prépermis sont ceux qui contiennent a § on les appellera
plut8t a-abélisants. Par exemple, si E est un groupoide, définissons y € &
par

(Vv XeP) , y@® = f{uw ; vuexl ;

Y est un &lément symétrique de U qufon appelle réflecteur de E ; un complexe
de E est réflectif si et seulement siil est saturé pour y « Une équivalence

¢ est g ~prépermise si et seulement si on a identiquerent wuv e tp(vu) (dtou 1le
terme "abélisant!).

Comme troisidme exemple, soit, pour tout o € O , 1ltapplication S5 de A dans
A définie par :

(8) (Vv oeb) , (v XeP), so(cp) X)) =9(cX) & o .

Suppesons ¢ € U , et soient x , y€ E tels que oy € ¢lox) 5 on a

v € oplox) & o, et, si ¢ est so-prépermise , ¥€op(x « Réciproquerent, si
((v x,5€E), (oyeop(x) => yeop)) ’
¢ est s ~prépermis, car si X€P, z€E
z€9OX) 0 = (3 x€X) , o0z eplox) = 3z € o) .

Les éléments so—»prépermis de U sont donc ceux qui sont tels que

((Vvx,yeE) , ©yeolox => ye o)) ;

on les appellera de préférence o-simplifiables.

Be Propriétés.
Les propriétés des éléments o-compatibles ont été étudides dans la section 2.

Les éléments a-abélisants sont un filtre de A . En conséquence, les équiva-
lences aq=-abélisantes sont un filtre du treillis des équivalencese Pour étudier
celles-ci, on peut remplacer a par la plus fine équivalence contenant o (prope
143), que 1'on notera @ . Si E est un groupoide, on s'assuréra que y est la
fermeture transitive de v ulI o

PROPOSITION 3.1, - Un complexe de E est classe pour une équivalence a-gbéli-

sante gi ct seulement g'il est saturéd pour o .
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Clest évidemment nécessaire ; clest suffisant, car si un complexe H est satu~-
ré pour o , et si 'ITH désigne 1'équivalence dont les classes sont H et
E~-H, ona ESEH s et Ry est a-abélisente.

COROLLAIRE. - Un complexe d'un groupoide est classe pour une équivalence abé-
lisante si et seulement stil est réflectif,

En effet un complexe saturé pour Yy 1'est pour y uIl et pour 7 , et réci~
proguement (props 1.7)-

Les éléments o-simplifiables de U en sont un sous-treillis complet § par
suite les équivalences o=-gimplifiables sont une femille de Moore U=inductive
de Ua.Si 9 €e U, 1'ensenble des 0 € O tels que ¢ soit o=simplifisble estune
partie steble & O, cr sl est o-simplifidhleet O%-simplifisble, et s1 x , y€ E ¢
aloy € p(o'ox) => oy € olox) => vy € ¢(x) ’
donc ¢ est olo~simplifiable ; de plus ¢ est toujours I-simplifiable.

Si X est une partie de O , un élément ¢ de A est dit Z-simplifiable
quand il est g-~simplifiable pour tout o € £ 3 si M est la famille de rmlti-

plication engendrée par ¥ , il résulte de ce qui précede que " ¢ est Z-simpli-
fiable" équivaut & " ¢ est NM-simplifiable" pour tout ¢ € U o Enfin, si & est
la famille des translations d'une loi de composition externe sur E , il est clair
que "¢ est G-simplifiable® équivaut & " p(p) est simplifiable pour la loi de
composition" dés que ¢ est une équivalence. De mdme, si E est un groupolde et
¢ unme équivelence, " ¢ est I -simplifisble" (resp. Ly s m) équivaut &

" o(p) est simplifiable & droite" (resp. & gauche, bilatére). Les équivalences
L-simplifiables se comportent donc & cet égard comme les équivalences Z=compa-

tibles (voir section 2) ; en particulier , on peut leur appliquer les remarques de
1la gection 1, C-

Donnons enfin quelques propriétés des applications m et Sy 9 et des familles
M= (mo)oez et S = (so) T étant une famille de multiplication sur E .

cex ?
e) SU(LSI (p‘) ) LSI (SO((PL)) ’ So( LSI (P‘) ) LQI‘ (So(q)‘)) ’

B Lgl v,) = LLEJI (myl9)) 5 pour (p) xS 4 :

9a) s (M) = Als ()] pour (o) ,c; SU d'aprés (5).

(9v) si 9ge U, sc(cp)eU et mO(Lp)EU .
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(9c) si ¢ est symétrique, s lp) et m (p) sont symétriques

(9d) MooMy, =M,y 5 S50 85 =853 S5 et M sont stables .
(%) m = s; = I, , application identique de A .
(9£) mo S5 C Ic syo m  sion les restreint a U R

En particulier S et M sont des familles de multiplication sur A , d'aprés
(93) et (9e).

PROPOSITION 342 =81 ¢ €U, ¢ est X-compatible si et seulement si
¢ c so(cp) g pour tout o€ I .,

En effet,

m ) S¢ => g9cs_omlp) cs (o)

et

pcsfp) => mlp) cmes fp) co
d'aprés (9f)0

PROPOSITION 343s = Si I est une famille de multiplication, et si ¢ e U, 1le
plus grand élément 3F-compatible de U contenu dans ¢ est /\ SO((p) s si ¢

. s 3 e
est une équivalence, ctest aussi une équivalences o€

En effet soit ¢ wun élément IT-compatible de U contenu dens ¢ 3 on a
(v ocez) , tp_g_'so(q)) _c_:_so(cp) .

Réciproquement, soit © = /;\2 SG((p) 5 6 € U dlaprés (9b) 35 6 C o dlaprés
o

(%9e) 5 6 est S~compatible, car

v cen) , 6=/\ S50 ) _c_/\

dtaprés (9d) et (9a), il ne reste qu'ad appliquer la proposition 3.2. Enfin, si
¢ est extensif, © est extensif, car tout sU(I) est extensif d'aprés (8) ; si
¢ est symétrique, © est symétrique d'eprés (%) et, si p(p) est transitif,
p(®) est transitifcar x p(6) y équivaut & (V oe3) , ox plp) oy .

En appliquant ce procédé a R.H s ob H est un complexe de E , on retrouve

aisément -S-H , d'ob la proposition 2.4.
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PROPOSITION 3e¢4o - Si @ est un complexe de prééquivalence, il en est de méme
de S® et de MO,

La notation 5% (resp. M®) désigne 1l'ensemble des so(w) (resps mOQﬁ) pour
cez et pedo

Les autres conditions étant eisément remplies d'apres (9b) et (9e), il suffit
de montrer que S® et MO sont globalement symétriqueses Or 81 x , ¥ € E,

ceZ, ped,
v es (9)x => oy cpla®) => (3 yved ; oxe yloy) ’
et

x € s(9) )

I

de méme
yen ()@ => (3 2,4 €E) x=o0z ,y=0t ,tepl => (3 Ve zeift)

et

o

x e m ) ()

1
4. Bquivalences prépermises 3 propriétése.

Soit T une famille d'applications de A dans A ; dans cette section, on se
propose d'étudier les propriétés des équivalences T-prépermises, sans faire
dthypothéses sur la nature perticuliére de T .

A. Propriétés générales.

Etant donné ¢ e £ , ¢ est IA«prépermis ; on supposera donc dans cette section
que I, € T « On pourrait faire des hypothéses bien plus fortes sur T , sans chan-
ger la généralité du probldme mais les familles que l'on rencontrera dans la sec=
tion 5 ne les vérifieraient pas.

Liensenble des éléments T-prépermis de A est non vide car il contient le
plus grand élément de A . I1 posscde des propriétés intéressantes si T satis-

fait & ltaxiome 3

(A) Tout élément de T est U-distribuant.
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PROPOSITION 4+le = Moyennant (A), l'ensemble des éléments T-prépermis de &
est un sous-treillis complet de A ; l'ensemble des équivalences T-prépermises

est une famille de Moore U=inductive de U

En effet, si ((PL)LGI est une famille d'éléments T-prépermis et si t e T ¢

t(U ¢o) = U (b)) cU o, ;
tel el tel

et, t é&tant isotone,

8N o) c N Ge)Dec Ny -
€l tel el

Si (@L)LeIgU on a
tNe,) cAtle,) c Mo e

Etant donnée une équivalence, il existe une plus petite équivalence T-préper-

mise la contenant ; on la désignera par fermeture équivalence T-prépermise de

1'équivalence donnde. On se propose de la déteriiner effectivement.

Be Opérations de préfermetures

La solution suivante suppose cue T satisfait & 1'axiome (&) et &

(B) Si & est un complexe de prééquivalence, T® est un complexe de prééqui~
valence ( T® est 1'ensemble des t(p) pour te T et pe &),

Etant donné un complexe de prééquivalence @ , il existe une plus fine équiva=-
lence Tw-prépermise contenant tout élément de @5 on l'appelle fT (@) , ou
£(®) si aucune confusion n'est & craindres La fermeture équivalence T-prépermise

dtune équivalence ¢ est alors f(p) « On va déterminer llopération f

Un complexe ® de kL est dit T-permis si T®¢c @ . U est T-permis d'aprés
(B)y cor U est un complexe de prééquivalence. Les complexes stables et T-permis
de U sont une famille de Moore U=inductive ; on note F(®) 1a fermeture sta=-
ble et T-permise d'un complexe ¢ ; on note aussi Fy (®) s'il y a risque de
confusion. On appelle enfin P(®) , ou Py (® , la fermeture stable de T® , et
on définit par réeurrence PU(?) avec

Ple) =p@ , PO =PELE)

pour tout neN . Ona & cT®, car I, € T, donc @ EP(@) ; les Pn(<1>) sont

une chafne croissante de complexese Enfin si & c U, P? (@) cU car U est
Tepermis et stable. ' '
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IEME 4.1. - F(3) = U (P*@)) o
neN

(" (2)) ey ©St une chafne de complexes stables, donc U\T (*"(@)) est stable
el

U (*(®)) est T-permis car
=N

T (U @N®)) = U (@) c U e .
neN neN nell

1

Enfin un complexe stable ¢’
P(® , donc tous les P7(d)

T-permis, qui contient & , contient T® , done

On note p(® , ou pp (®) ., la borne supérieure de P(® , et on définit par
récurrence p (& avec

pHY =p(® , et P =pK™ @) .

p(®) contient tout &lément de & car & c P(®) . D'autre pert, si ¢ ¢ U,
p(® e U ainsi que pn(<1>) s car P(®) €U . Enfin, si & est un complexe de
prééquivalence, T® est un complexe de prééquivalence d'aprds (B), donc (prope
1e6) P(3) est un complexe d'équivalence et (prope 1.5) p(®) est une équiva-
lence, ainsi que p (@) o

LEMME 402 -~ Si & est un complexe de prééquivalence,

' n
£@) = U (v (@) .
neN
p(® majore tout $lément de & ; les pn(é) forment donc une chafne d'équiva=-
lences, et leur réunion est une équivalence (prope. l.3) ; cette édquivalence est
T-prépermise car, si t €T ,

(U @ @) = U @ @)
neN neN

d'aprés (A) ; or t(pn(CD)) e P(p (@) ’ done |
89 cp™@ .

n a rd e Vd 3 Ie 3
Et LeJN (® (®)) mjore tout élément de @ . Réeiproquement, si une équivalence
n

T-prépermise ¢ mejore tout élément de &, elle majore tout &lément de P (9
car elle est préidempotente, et elle majore p(d) ; de mdme elle majore tous les
n

p (@ o

H
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IEME 4+3¢ - p(®) = p(supd) , 81 ¢ €U,

Tout élément de & est majoré par sup @, donc tout élément de T® est majoré
par un élément de T sup @, et, la miltiplication étant isotone entre éléments de
U , tout élément de P(®) est majoré par un élément de P(sup @) ; dlod
p(®) c p(sup 9 « Dtemtre part, sup ®C p(@ et (Vv teT,

t(sup @) = sup t® c p(%) ;

p(® esypéidempotent car P(d) est stable, uonc p(¢®) mejore tout eicment de
P(sup @) ; dtou

p(sup @) c p(®) .

. THEOREME 4ele = Si & est un complexe de prééquivalence

£(9)

sup F (@) .

Montrons que sup P (8) = p°(9)
‘'n-1, ona, d'aprés le lemme 4.3 ¢

“we

clest vral pour n=1 3§ et si ctest vral pour

sup 2%(9) = p("7 (@) = plowp P (®) =G (@) =57@) .

Etydlaprés les lemmes 442 et 4ol 3

£(8) = U (p7(®) = sup oy (sup P(®)) =sup U (P"(®)) = sup F(2) .
reN reN

PROPOSITION 4¢2e = Si & et V¥ sont des complexes de prééquivslence, et si
sup @ Csup P(¥) , sup ¥ C sup P(®) (en perticulier si ¥ est la fermeture sta-
ble de &), on a

£(3) = £(¥) .
En effet (lemme 4.3), on a
| p(®) = p(sup 9 _C_pz(‘l’) ;
de mfme
p® co°@
et

p(®) cP @ cp® .o
dtou (lemme 4.2),
f(@) = f(‘{") o
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Ce Cas de simplification.

Suppcsons que T vérifie ltaxiome supplémentaire 3

(C) La fermeture transitive de toute prééquivalence T-prépermise est T-préper-
mise,
et soit 7 1la partie stable engendrée par T . Il est clair que "¢ est T-pré-
permis" <=> " est Tprépermis" pour tout ¢ € A .

THEOREME 4.2, — Si @ est un complexe de prééquivalence, f() est la fermetu-

re transitive de sup T® «

On démontre sisément que si ¥ est la fermeture stable de & , sup ¥ est la
fermeture transitive de oup ¢ o En particulier, T® é&tant de prééquivalence

dtaprés (B), p_(®) est la fermeture transitive de sup T® ; c'est donc une équi-
T
valence T-prépermise d'aprés (C). Il en résulte que

n
p () =p_(?)
T T
pour tout n , et {lemme 4.%,,

p (® =£_(9 .
T T

5¢ Applicationse

A Généralités.

Etant domnés aek , & , ¥ €O et familles de mltiplication, on se propose
de caractériser les complexes de E qui sont classes pour une équivalence ayant
une propriété (P) ; (P} est une ou plusieurs des propriétéds suivantes 3

a-gbélisante, Z-compatible -simplifiable.

On fera usage des &tres a_, m; , 85 , M= (Byey 5 S = (8)yeyn » définis
4 la section 3. (IA > a&) Gérifie (A) , ainsi que M et S (9a). (IA » a)
vérifie (B), car si & est un complexe de prééquivalence, il en est de méme e
duaj M et S vérifient (B) d'eprés la proposition 3.4. Il est clair que
l'union de deux familles vérifiant (&) (resp. (B)) , vérifie (&) (respe (B)) »
En particulier les équivalences ayant une propriété (P) forment une famille de
Moore U-inductive (prop. 4el) 3 pour tout complexe H de E , il existe une plus
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fine équivalence ayant cette propriété et pour laquelle H soit indivisible : on
lo désignera per fermeture (P) de H.

Soit Z:H 1'é1ément de A défini par (v X e P) , ‘i»'H(X) =X si X est dis-
joint de H, X uUH si X rencontre H . C'est la plus fine équivalence pour

laquelle H soit indivisible. Le fermeture (P) de H est par conséquent la

fermeture (P) de Ty« Ona :

IEME 5.1, - H est closse pour une éguivalence ayant une propriété (P) si

et seulement s'il est saturé pour la fermeture (P) de Ty o

Bo (P) = a~gbélisante, ou Z~-compatible, ou les deuxs

M vérifie {C) (prop. 2.2), et il en est évidemment de mdme de M u a_ « De plus
a

M est stable (9d)e La fermeture Z-compatible de Ty est donc (théoreme 4e2) la
fermeture tronsitive de sup IVE«‘H . Posons
vy = sup My vy = fermeture transitive de EH ’
et soit Uy € A défini par
v XeP) , =@ HHE .

On a

——

Uy = Uy VL 5
en effet uHEU,etsi X, y€E:
YE(X°‘-2 HH <> (3cesx), xedl, yeoH
(3 0ed : yeorglx "o} <=> (3 oex), xeoll, yeol, ou
(si o0=I) x=7y .
PROPOSITION 5.1s = vy est la fermeture transitive de wuy U I s

Le lemme 5-1 donne alors comme condition, compte tenu de la proposition 1.7,

(H °',Z H HcH 3

clest le +.duréme 2.1,

@

IEMME 5.2, = Si & est un complexe de prééquivalence, on a, pour tout T
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fT,(<I>)=fT(<I>U3),oﬁ Tt =Tu & .
En effet on a

(<I>) c P (ud c Pn+1 ()

pour tout n : clest vrai pour n =0 , avec la convention PO (®) = @3 et si
ctest vrai pour n-1, ona
i) =T o TR c TP (e u® SRR () SRR (@)

dtol les inégalités cherchées en prenant la fermeture stable. Par suite

UP (@)_UP (¢ U D)

et le lemme résulte du théoréme 4.1, et du lerme 4.l

Puisque M vérifie (C) , la fermeture a=abélisante et Z-compatible de FH est
(lemme 5.2 et théoréme 442) la fermeture transitive de sup NE"H uMi 3 H est
saturé pour cet élément si et seulement si (prop. 1.7), il est saturé pour

sup MFH s clest-a~dire pour uy , et pour mo(g) , (Vv 0€Z) sor
oc( ¢* o cH dbquiveut 3 H ¢ o saturé pour Q3 dtaprés le lemme 5.1, on a

’ b ‘
THEOREME 5els = Un complexe H de E est classe pour une équivalence a=abé-
ligente et I=-mompatible si et seulement si :

H'-.ZHzH‘.B‘{ et (v oe), H& o est saturd pour o .

Par oxemple, si E est un demi-groupe,en prenant o=y et = Jl’Lg (équiva~
Jent & E= Ty ), la condition supplémentaire stéerit 3

avec o=1, H est saturé pour a3

avee o# I , uve H ' o implique wvu el & 0, ouencore duv € H => dwmel ;

ls. condition supplémentaire cst donc que H soit fortement réflectif.

Ce (P) = IM=simplifisble ot a-abélisante.

le cas (P) = St-simplifiable s'obtient en prenant a=1I . S vérifie (4) et
(B), meis non (C)e Dteprés le théordme 4.1 ot les lemmes 5.1 et 542, un complexe

H de E est classe pour une équivalence (P) si et seulement s'il est saturé
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pour tout dlémert & 1a fermeture stablect S-permise de & = {?H s 0T o

Pour arriver & une condition plus élémenteire, considérons 'EfH € A 3défini par

(v XeP) , EH(X) =H o (H gy X ;

v e EH(X) douivaut & H ."Z' x rencontre H '-'.Z, v 3 B:H est un élément symé-
géquivalence ¥ « Or on a 3

trique de U ; {HH , a} est donc un complexe de pr

U G @) =Ty U e

en effet si X e P et o€ 2t ¢

ogeH %y X => sG(FH) (X) = (KuH « o= (©X« 0 u @ 0)

ce T = H %%y X => so(fH) (X) =oX & ©

e

dtou puisque

U G E ) = U (EY ) v

H ‘e Z' OEZ‘ "H ..i Z'X

(SOGH) (X)) ’

U (s Gy &) = U o o) u U
et ° o™ X €5

(OX & o) ’

U (e, E 0) =T ¢ U (e, @00
dtaprés (9a).

Par suite sup & C sup Pgq (¥ et sup ¥ Csup Pgq (® , et (props 4.2)
fq () = fq (9 5 dtaprds ce qui préedéde, on a done

L3
.

’ ~ ‘
THEOREME 562+ - Un complexe H de E est classe pour une équivalence

o -abélisente et M-simplifiable si et seulement s'il est saturé pour tout é1ément
de 1la fermeture stable et S-permise de {qy , o}

En feisant a = I , on a également 3

THEOREME 5.2 bise — Un complexe H de B

est classe pour une équivalence
Slesimplifiable si et seulement s'il est saturé pour tout élément de la fermeture
stable et S-permise de (qy » I) »
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De (P) = Z-compatible, I'-gimplifiable et a-abélisante.

S uM vérifie (A) et (B) ; dtaprés le théoréme 4.1 et les lemmes 5.1 et 542,
on a 3

THEOREME 543+ = Un complexe H de E est classe pour une équivalence
I -compatible, I'~simplifiable et a-abélisante si et seulement s'il est saturé
pour tout élément de la fermeture stable et M U S—permise de (FH s ) o

Et, en faisant a=1 , un théoréme 5¢3 bis pour les équivalences IZ~compatibles

et ZX'-gimplifiables ¢

THEOREME 5¢3 bise = Un complexe H de E est classe pour une équivalence
I~compatible et I'-simplifiable si et seulement stil est saturé pour tout élément

de la fermeture stable et M y S~permise de ;H .

On se restreint maintenant au cas o =1 , et on étudie un cas ol le théoréme
543 bis se simplifiece

Supposons en effet que T et ' vérifient ltaxiome ¢

(D) La fermeture Itw-simplifiable de toute équivalence T-compatible est
Z=compatibles

I1 est clair alors que la fermeture . I=compatible et F'=gimplifiable de ;H

est la fermeture X'wsimplifiable de vy o Or vy =Iu U (ug) (prope 5+1),
neN
donc (prope 4¢2)
_ n
3O = £g(T 5 v )

et, conme {I , uﬁ}mN est la fermeture stable de {I , uH} et que {I, u.H}
est de prééquivalence, Uy étant symétrique,

fSG;H) = fS({I ’ uH}) (prope 4.2) .
Donc,y dtaprés le théoréme 4el, et le lemme 5¢1 ¢

’ ~
THEOREME 5e4¢ = Si X et X' vérifient (D), un complexe H de E est classe
pour une équivalence I=compatible et I!'-simplifiable si et seulement stil est
saturé pour tout élément de la fermeture steble et S-permise de {I , u,H} .

PROPOSITION 542e = Si % et 3! commtent élément par élémenty ils vérifient

(D)«
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Soit ¢ wune équivalence I=compatible ; ona ¢ C so(cp) (orope 3e2)
(v eI «Puisque I et X' commtent élément par é1émenty 1l en est de
mfme de (sc) gex ot (S51) grexs 3 par suite tout élément de S¢ est T~compati=-
ble, car si ce X et ote X!,

850 (0) € 550 (55(0)) = 5,(s54 (0)) 3
per suite tout élément de Pgq (p) est Z~compatible (props 2.1) et il en est
de méme de pg (9) o I1 er est de mbze, par récurrence sur n , de tous les
pg((p) , donc (lemme 4.2) de fS((p) .

Ce cas se présente par exemple si E est un demi-groupe, avec X = ;m,d et
2 = mg . I1 sc orésente aussi si T =3' et si I est sbélien (per exemple
si E est un groupcide abélien avec X = Zﬂlb ), et on a alors quelques simplifie
cationse En effet, si ¢ € U cst préidempotent et Z~compatible, sup Sp est

préidempotent § car si x , y€ &,
y € (supS9) () <=> (3 ce ¥ oyeolon ’
done si
ZG(SuPS(P)(}’) y (3 te 3) , UZE(P(O'Y) ’
ety ¢ étant Z~compatible, |

oloz € ¢(otoy) , ooy € ¢(o'ox) ’

ooz e ¢ (a'0x)
et
z € (sup S9) (x) .
Donc, si ¢ est une équivalence X-competible, on a
fq(p) = sup Sy .
Prenant

=v,=1u U n)
¢ H el (U-H ’

on a

Sp = {s (D) 5 5,00 pen,0ex  »

donc 3
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THEOREME 5050 = 81 I est abélien, un complexe H de E est classe pour une
équivalence I~compatible et Z-simplifiasble si et seulement s'il est saturé
n
pour SO(I) et so(uH) (V nelN , VvV ge Z) .




