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Séminaire DUBREIL~PISOT 22=19
(Algébre et Théorie des nombres) '
l4e annde, 1960/61, n° 22 bis 8 mai 1961

DECOMPOSITIONS DANS LES ESEMBIES ET THéORIE DES GROUPOIDES

(o]
par Otskar BORUVKA

le = Je me suis permis de choisir comme sujet de cette conférence un apergu
d'une théorie des décompositions dans les ensembles et de ses applications dans
1'algdbre. J'ai pensé que ce théme, qui est, on le sait bien, en relations étroi-
tes avec la théorie des relations d'équivalence, pourrait avoir un intér8t pour
les mathématiciens parisiens. Outre ces relations, on rencontrera dans mon exposé
des notions et des résultats qu'il serait bien difficile d'éliminer d'un apergn

assez complet, tel que j'ai en vue.

Rappelons, dés le commencement, que la notion de décomposition dans un ensemble
ne fait intervenir que les éléments les plus primitifs de la théorie des ensem-
bles ¢ la notion de sous—ensemble et celle d'ensembles disjointse étant donné un
ensemble non vide, G, on appelle décomposition dans 1l'ensemble G tout systéme

non vide formé de parties non vides de 1'ensemble G , disjointes deux & deux. Si,
en particulier, un tel systéme recouvre l'ensemble G , ou bien en 3'autres ter-
mes, si l'ensemble G représente la somme de différents éléments de la décompo-

sition, on parle d'une décomposition_gg 1'ensemble G ou bien sur 1l'ensemble G

Donnons tout de suite, & cette occasion, la définition dtune autre notion
importante qui va jouer un réle fondamental dans nos considérations : on appelle
groupoide un ensemble non vide, G, dens lequel on a défini une opération binaire,
appelée par exemple multiplication, qui est univoque et universellee Aucune pro-
priété supplémentaire de la multiplication n'est, en général, exigée. Dans nos
considérations nous laisserons de cté des figures plus générales, appelées, dans
le lengage de Mo BRUCK, demi-groupoides, pour lesquelles la multiplication n'est

Pas nécessairement universelle. Par conséquent resteront asussi en dehors de nos
considérations les groupoides de Brandt, qui en sont un cas particuliere

Ze = Un phénoméne bien connu des algébristes consiste en ce que les notions
fondamentales de la théorie des groupes sont en connexion étroite avec la notion
de décomposition dont nous venons de parlere Aingi, par exemple, toute représen~
tation et, en particulier, toute représentation homomorphe d'un groupoide ou bien
d'un groupe détermine univoquement une décomposition du groupoide en question, &

by

savoir la décomposition associde & cette représentation ; les sous-groupes
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conduisent & des décompositions en classes latérales ; la notion de points con=
jugués dans un groupe donne naissence & la décomposition du groupe en classes

de points conjugués, etce On sait de plus que les relations définies entre les
notions fondamentales de la théorie des groupes se menifestent par certaines
liaisons entre les décompositions correspondsntese Par exemple, les compositions
de représentations conduisent & des recouvrements des décompositions correspone-
dantes, des sous=-groupes plus petits déterminent des décompositions (en classes
latérales) plus fines, des sous=-groupes permutables engendrent des décompositions
complémentaires, etc. Il parait bien naturel par conséquent, que les théorémes
algébriques de la théorie des groupes possédent des composantes portant sur des
figures formées d'ensembles en relation avec la notion de décomposition. Pour=
tant ces figures dforigine algebrique ne sont pas entiérement arbitraires mais
posseédent, eu contraire, générelement des propriétés bien particuliérese Ceci
tient, manifestement, au fait qu'il s'agit de décompositions, pour ainsi dire,
algébrisées, c'est-i~-dire de décompositions lides d'une certaine fagon & la mule
tiplication, cette derniére étant, cn outre, fort spécialisée par les axiomes

du groupec

Ces considérations conduisent & concevoir 1'importance d'une théorie des décome
positions dans les ensembles, théorie qui contiendrait d'une fagon systématique
les situations d'origine algébrique dont nous venons de parlere On peut espérer,
en effet, qu'une telle théorie fournira une base convenable pour développer, &
1'aide de procédés d'algébrisation, une théorie générale des groupoides, assez
riche en matiéres et résultats et s'approchant, dens les grandes lignes, de la
théorie générale des groupes. On peut espérer en méme temps que 1'examen atten=
tif de situations liées & la notion de décomposition dans un ensemble pourra
conduire, au sujet des groupes, & des vues nouvelles faisant apparaitre des résule
tats classiques dans une lumiére inattendue et permettant d'approfondir nos con-

naissances respectives en différentes directions.

3e = Il est bien connu que la théorie des décompositions dans les ensembles
se trouve en connexion trés étroite avec la théorie des relations d'équivalences,
fondée par P» DUBREIL et Me—L. DUB:EIL-JACOTIN (1937) et O. CRE (1942), théorie
qui s'est, depuis, trés rapidement développée en raison de son importance fonde-
mentale dans beaucoup de brenches de la science. D'gprés une observation faite
récemment par le mathématicien roumain Michail BENADO, la théorie des décompo-
sitions dans les ensembles représente la théorie analytique des relations d'équi-
valenceg, tandis que celle due & P. DUBREIL, Mewlo DUBREIL~JACOTIN et O. CRE en
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représente la théorie synthétiquee La théorie analytique er question est carac—
térisée par le fait que les éléments ou points de 1'ensemble fondamental y jouent
un rdle primordial, tandis que, dans la théorie synthéticque, ce sont les rela-
tions d'équivelence elles-mlmes qui jouent le r®le primordial elors que les é1é-
ments de 1l'ensemble sous-jacent ne jouent qu'un rdle secondaire et que les méthom
des algébriques de la théorie des treillis font mieux sentir leur puissance en

vant que tellese

La théorie des décompositions dans les ensembles envisage des situations lides
a4 la notion de décomposition, en utilisant des notions et méthodes empruntées 3
la théorie des ensembles et & celle des treillise. Les liens avec la théorie des
treillis apparaissent parce que le systéme formé de toutes les décompositions
d'un ensemble G admet une loi d'ordination partielle qui en fait un treillis
complet : rappelons que le relation & =B signifie que la décomposition B
est plus fine que & ou bien, en d'autres termes, que, pour chaque élément
ackh, ilyades DeB satisfaisent & la relation a= UB, U étant la somme
au sens de la théorie des ensemblese Si la relation 4 ;fﬁ est remplie, on ap-

pelle la décomposition & un recouvrement de B et la décomposition B wn

raffinement de & « On voit que deux décompositions quelconques de l'ensemble G,
X, B, possédent une borne supérieure précise et de mbme une borne inférieure
précise au sens de la théorie des treillise. Dans la théorie en question, ces

bornes sont appelées le plus petlt commun recouvrement et le plus grand commun

raffinement des décompositions X, B ; on applique, pour les dssigner, des syme
boles tels que [£, E] , (£, B) . Inutile de remarquer que tout systéme non
vide form¢ de décompositions de ll'enmsemble G admet un plus petit commn recou-

vrement €% un plus grand commun raffinement.

Aprés ces définitions, la théorie des décompositions dans les ensembles se
trouve subordonnée, dans une certaine mesure, 3 la théorie générale des treillise
Cependant, il ne serait pas Jjuste de penser que la théorie des treillis peut
fournir toutes les propriétés des treillis formds de décompositions d'un enseme
blee En effet, & c8té des relations existant entre les décompositions envisagées
comme éléments d'un treillis, relotions de caractére global, il y a des relations
entre des éléments de différentes décompositions, c'est-d-dire des relations
localess Précisément, pour analyser ces dernidres, on a besoin de notions et de
méthodes qui n'interviennent pas dans la théorie des treillise
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4e = Qu'il me soit permis d'élucider la distinction entre relations glotales
et locales par la définition de deux notions tres importantes, celles

de décompositions modulaiies et de decompositions complémentairess

l'd — .
Etant données des décompositions de l'ensemble G, X>T& et B , on dit que
la décomposition B est mequlaire par rappors aux décompositions ¥ s &, silarelation

correspondante de modularité, au sens de la théorie des treillis, est satisfaite

c'estmi=dire, si 1'on a la formule
(l) (Ys-ms.EJ):[-E; (X's.B-)J, (XZK)

On voit bien que cette notion de modulerité est de caractére global, car elle
ne falt pas intervenir explicitement de relations entre les différents éléments

des décompositions donndese

Considérons, en second lieu, deux décompositions quelconques de 1'ensemble
G, Z,B. 0naalors, pour tout élément T e [A, B] , les relations
U=Ua=UTD, les a étant des élements convenables de & et les D des &lé-
ments convenables de B3 a€ &, b €B » On appelle les décompositions I , B

(mutuellement) complémentaires, si pour tout élément T e [K s B] , deux éléments

quelconques ae€ X, B eB, qui sont contenus dans 1'élément T , sont incidents,

c'est-d-dire possedent des points communss

On voit que cette notion de complémentarité est de carachére local, car elle
fait intervenir explicitement des relations entre différents éléments des décome
positions considérées. On remarque bien que la notion en question correspond & la
notion de relations d'équivalence associables due & P DUBREIL, relations que
O. CRE appelle "commuting".

I1 paralt utile, en vue de nos considérations ultérieures, de rappeler le
théoréme suivant qui exprime une importante relation existant entre décomposi-

tions modulaires et complémentaires ¢

81 les décompositions & ; B d'un ensemble G sont complémentaires, alors

chacune d'entre elles, par exemple B s st modulaire par rapport aux décomposi-

tions X, X, X &tent un recouvrement arbitraire de L: X 27X ; par conséquent,

on a alors, une formule telle que (1). La réciproque de cette proposition n'est
Pas vraie j on peut, en effet, indiquer des décompositions d'un ensemble G s
L, B, qui satisfont pour tout recouvrement ¥ de E & la formule (1) et qui
pourtant ne sont pas complémentairess
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L'importance des décompositions complémentaires provient du fait que ces décome
positions sont liées & des notions importantes de la théorie des groupes et que,
m8me en dehors de cette thdorie elles jouent un rble remarquable. Rappelons &
cette occasion le théoréme de Pa DUBREIL et MewLs DUBREIL-JACOTIN qu'une condie

tion nécessaire et suffisante pour que deux sousegroupes d'un groupe soient pere

mutables coansiste en la complémenterité des décompositions correspondantes en

classes latérales & gauche (ou & droite)e Ce théordme permet ce trouver de nome

by

breux résultats sur la permutabilité des sous~groupes & partir de propriétés des
décompositions complcmentairese Rappelons encore, en restant toujours dens le

domaine de la théorie des groupes la proposition suivante g

Pour deux sous-groupes quelconques %, B d'un groupe G, les décompositions
correspondantes en classes latérales @]d x, G{g B, dont une consiste en clas-
ses & droite et 1'autre en classes & gauche, sont complementairese Voici une

autre proposition @

Tout groupe-facteur d'un groupe quelconque, © , est complémentaire & la décome
position de © en classes de points conjuguése Hors de la théorie des groupes
on rencontre la notion de complémentarité & propos des transformations de décorme
positions 3 par une application d'un ensemble G sur un ensemble G¥ s une
décomposition A de l'ensemble G n'est pas en général transformée en une décome
position de 1'ensemble G*, son image étant un systime de perties de G qui ne
sont nécessairement pas disjointes deux & deuxs Or, un critérium simple et élé-
gant pour que dans l'application ¢ de G sur G* 1'image par ¢ de la décome

o4 o A4 o » Y * . :
position & sur G goit une décomposition de G est le suivant ¢

Il faut, notamment, et il suffit pour cela que la décomposition X soit come

b1 o £ b

plémentaire & la décomposition T de G associée & 1'spplication ¢ e

5¢ =~ Hous nous contentons pour le moment de ce bref apergu des fondements de
la théorie des décompositions dans un ensemble en nous proposant de revenir plus
tard & la théorie des séries de décompositions, théorie qui exige des notions
plus compliquéese A présent, nous allons voir comuent la théorie des décomposi-
tions dans un ensemble peut servir & la construction et au développement de ls,
théorie des groupoidess Revenons, dans ce but, & la remsrque faite ci-dessus qu'on
peut espérer développer une théorie des groupoides, en partant des décompositions,
& 1'aide de procédés convenables d'algébrisations On choisit ces procédés de fagon
& distinguer, dans les groupoides, certaines décompositions lides & la multipli-

cation, surtout les décompositions assocides aux applications homomorphese Dans
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cet ordre d'idées, la notion fondamentale est celle de décomposition génératrice:

Une décomposition A& dans un groupoide G s'appelle génératrice s'il existe
pour deux éléments quelconques a , D € A un élément ¢ € & qui contient le
produit @b de 1'éliment @ par 1'élément B : @b C ¢ « A toute décomposim
tion génératrice A se trouve associd, d'une meniére univoque, un groupoide,

T, appelé factoroide, dont les éléments sont ceux de la décomposition E et la
multiplication est définie per la formule & o B=cC, ¢ ed J&tant caractérisé
par 1'inclusion ab cC « On voit bien que les factoroides situés sur le groum
poide G coincident avee les groupoidesequotients associés aux équivalences ré-
guliéres. Cependant, il est digne de remarque que la notion de factoroide n'exige
point que le factoroide recouvre le groupoide correspondante On voit bien que les
factoroides représentent une gonéralisation des groupes~facteurse Rappelons le
fait bien connu que, sur les groupes, les factoroides sont les groupes-facteurs,
et eux seulement, Ce théoréme permet de déduire de nonbreux résultats au sujet
des sous-groupes invariants en partcat de propriétés des décompositions généra-

tricese

En revenant & la notion de décomposition génératrice nous remarquons que le plus
petit commun recouvrenment et le plus grand commun raffinement de deux décomposie
tions génératrices représentent encore des décompositions génératrices. Il en
résulte qu'il existe, pour deux factoroides quelconques T, T d'un groupoide
G, deur factoroides [T, T], (T, B) qui sont le plus petit coumun recou—
vrement et le plus grand commun raffincment des factoroides W, B . On sait
que, si © est un groupe et si les factoroides W ,'ﬁ sont les groupes-facteurs
/%, B, on a les formules

(3, 8] = um, (@, T = /(% o) .

Avec la notion de factoroide nous sommes en possession d'un nouvel &lément
important qui est & la base de la théorie des groupoidese Nous avons maintenant
& notre disposition, pour développer cette théorie, les notions de SOUS=grouroi=
des, factoroides, recouvrements et raffinements de fectoroides ainsi que la
notion d'homomorphisme. Ces notions persissent assez efficaces pour qu'on arrive,
gréce & elles, & une thdorie riche en natiéres et en méthodes, théorie qui repré-
sente une vaste généralisstion de lz thoorie géndrale des groupes, c'est-i-dire
une généralisation de ces parties de la théorie des groupes qui sont basées sur
les seules notions de sous-groupes, de groupes—facteurs et d* homomorphismese On

trouve dens la théorie des groupoides les théorémes d'isomorphisme, le théoric
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des séries et des chalnes de factoroides, des transformations de factorofdes,
etce D'autres parties de cette théorie des groupoides, par exemple les produits
directs, les groupoides & opérateurs, etcs, n'ont pas encore trouvé leurs mai-
tres, et je pense qu'on peut espérer, & 1'avenir, de nouveaux progrées, dans cette
branche de 1'algébres. On trouve quelquefois dans la théoric des groupoides des
théories qui surpassent leurs anslogues dans le domaine des groupes. Ceci tient,
naturellement, au fait qu'il y &, dans la théorie des groupoides, des situa~
tions mutuellement distinctes, dont les analogues, dans le cas des groupes,
coincident en raison des propriétés particuliéres de la multiplication, forte-
ment spécialisée par les axiomes des groupese 4 mon avis, on peut regarder
comme bien remarquable le résultat qu'une loi de composition tout & fait arbi-
traire, ne possedant aucune espéce de propriétés particuliéres, permet de déve-
lopper une théorie qui s'approche, dans de larges limites, de la théorie des
groupes, tout en exprimant, en substance, les phénoménes de cette derniére, et
n'en déviant que par des détails plutdt formelse

6o = Pour faire mieux comprendre le profit qu'on peut tirer en algebre de
la théorie des décempositions dans un ensemble, indiquons, & présent, deux exem-

ples trés simples qui conduisent, quand mBme, & des résultats précieuxs

Cammengons par indiquer, au sujet des décompositions dans un ensemble, trois
notions élémentaires et intuitives, & savoir celles de dscompositions demi-reliées

relides et fermement relidese

On appelle deux décompositions dans un ensemble G demi-relides si tout &l

ment de chacune d'entre elles est incident avec un élément au plus de 1' autre,

et que 1'incidence a effectivement lieu au moins pour un couple d'éléments. On
appelle deux décompositions dans G relides si tout éldément de chaque décompom
sition est incident précisément avec un élément de 1'autree Enfin, on les appelle

fermement reliées si tout élément de chaque décomposition est incident avec au

moins un élément de 1!autre.

On peut représenter, dans le cas des décompositions finies, les notions en
question par les figures simples suivantes
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D. demi~reliées D. relides Do fermement reliées

Ceci étant, passons aux deux exemples en questione

Premier exemple. = Considérons, dans l'ensemble G , deux décompositions

relides, & , B . Il est évident que ces décompositions sont équivalentes au
sens de la théorie des ensembles, une équivelence étant donnée par 1'incidence
de leurs éléments. On a, par conséquenty, le résultat suivant : deux décomposi-
tions relides sont toujours équivalentes, une équivelence de l'une & 1'autre

étant donnée par 1'incidence dfélementss Ceci est précisément le deuxiéme théo-

réme d'équivalence pour les décompositionss

Passons maintenent aux groupoides. Considérons, dans un groupoide & , deux
décompositions génératrices re lides, X, B o Il leur correspond deux factoroi-
des ¥, T, qui sont, d'aprés le résultat ci-dessus, équivelents. Or, on démon-
tre aisément que, dans ce cas, 1'équivalence donnée par 1l'incidence d'éléments

constitue un isomorphisme., On a par conséquent le résultat ¢ deux factoroides

reliés sont toujours isomorvhes, un isomorphisme de 1l'un sur 1'autre étant donné

par 1l'incidence d'éléments. Ceci est le deuxiéme théoréme Ad'isomorphisme pour

les groupoides.

Pagssons, finalement, ax groupes. Considérons, dans un groupe 6 , deux groupes-
facteurs %a, B/b 3+ les U, B désignent, par conséquent, des sous-groupes
dans G, a un sous-groupe inveriant dans ¥ et b un sous-groupe invariant
dans B ¢ On démontre que la condition nécessaire et suffisante pour que les
groupes-facteurs en question soient reliés s'exprime par les formules
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?Inbszna

(2)
A= (L nB) a, B=(Bn%) b .

On errive ainsi em résultat : les groupes-facteurs %/a , B/b , déterminés par
des sous~groupes qui verifient les formules (2), sont isomorphes, un isomorphisme
de 1'un sur 1'autre étent donné par 1'incidence d'éléments. Ccei représente une
légére généralisetion du deuxidme théoréme d'isomornhisme pour les groupese On
obtient, en effet, le théoréme classique, en prenant dans le groupe & deur sous—
groupes B , €, B invariant dans &, ot en appliquant notre résultat aux
groupes

?I':@B, a‘-_-B, B':Q:’ B =38ncC H
on a alors la formule classique @
T8/8 ry ¢/(B n C) .

Deuxiéme exemples = Considérons, dans 1'ensemble G s deux décompositions fere

mement reliées X, B . Soit A 1la somme des éléments & € & s B celle des
éléments DeBs A=UZ, B=UT, et soit S= & nB » Comme les x,

sont fermement re.iées, tout ¢lément & €L, de mPme tout élément T € B s ©st

incident avec 1'ensemble S « On a par conséquent, sur cet cnscmble S s deux
décompositions &', B' , dont T consiste en intersections de différents &lée
ments a € & avec l'ensemble S , de mBme que B' consiste en intersections de
différents éléments T €T avec S o Ceci étant, choisissons un recouvrement come

mmn quelconque, T, des deux décompositions X, . Nous avons, par conséquent T2[E*, P,

tout éliment ¢ € T étent la somme de certains éléments &t e I ot en méme temps
celle de certains dléments B' € B' o Soit alors, pour chaque ¢lément 5 e T,

a la somme de tous les éléments & €L incidents avec o ety de méme, g la
somme de tous les elements b €F qui sont incidents avec @ o L'ensemble formé
de différents éléments a représente un recouvrement de la décomposition 'A'
recouvrement K s qui est dit engendré par la décomposition T s de mBme que
1'ensemble formé de différents éléments b rbpresente le recouvrement B de la
décomposition T, ennendre, lui aussi, par T « On voit, d'aprés le construction
mme des recouvrements A R B s que ces derniers représentent des décompositions
reliées, et per conséquent équivalentes, une application biunivoque de chacune de
ces décompositions sur 1'autre &tent donnde par 1'incidence a'élémentse On voit
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aussi que lcs decompositions L , B ont pour leur intersecction précisément la
décomposition T .
Appelons T , B' lcs décompositions intersections de 1'ensemble S par les
décompositions &, B, ct désignons-les par (' =) SnZ&, (B'=)sSnTFE.

Nous pouvons alors résumer nos resultats de la fagon suivante s

Btant données deux décompositions, L, B, dans l'ensemble G , fermenent
reliées, situéss sur les sous-ensembles A, B ¢ G, 1'interscction dc ces dere
niers étant S (= A n B) , alors tout recouvrement commn, T , des deux décom=
positions Sn X, SnT engendre des recouvrements bien déterminés de X, T,
recouvrements ;’ ’ B s qul sont reliés et par conséquent équivalents, et dont

1'intersection est précisément T o

Passons maintenant sux groupoidese Considérons, dans un groupoide 6, deux
factoroldes furmement reliés, T , T « Soient %, B lcs sous~groupoides sur
lesquels sc trouvent situés les factoroides W, B et soit 6= A N B leur
intersectione On = alors, sur ce sous=-groupoide 6 les deux factoroides
T =6nT, B =6nT, intersections du sous-groupoide 6 par les factoroides
T, T « Choisissons alors un factoroide, T , représentent un recouvrement come-
mun quelconque des deux factoroides T' , B' o Hous avons par conséquent
T>[T , B'] « Ce factorcide T engendre des reccouvrements bien déterminés
des factoroides ¥, T, recouvreaents X , B qui sont des factorofdes reliés,
et par conséquent isomorphes, et dont 1'interscction est précisément T o On peut

donc résumer ¢

Etant donnés doux factoroides T s 8 dans le groupoide s fermement relids
et situés sur les sous-groupoides % , B c G, 1l'intersection de ces derniers
étant le sous-groupoide 6 (= U n3) , alors tout recouvrement commm, € , des
deux factoroides 6 n¥, 6 n B , engendre des recouvrements bicn déterminds de
T, B, recouvrcments :231 ’ f% s qui sont reliés et par conséquent isomorphes, et
dont 1'intersection est le factoroide T .

Passons, finalement, aux groupese Considérons, dans un groupe G, deux
groupes-facteurs %/a , B/b , fermement reliése Désignons, en conscrvant la
notation utilisée plus heut, par 6 = L A B 1'intersection des sous=groupes «A
et B: © est par conséquent un sous-groupe dans G « Les groupes=facteurs en
question étant fermement relids, on a les formules



22-29

qui expriment en méme temps une condition suffisante pour la propriété en ques-

tione lLes deux intersections
T =6nWa, ' =6 n /b
consistent en groupes-facteurs.

at = 6/(6 na), T = 6/(6 n b) .

——

Choisissons, d'aprés la construction indiquée ci-dessus, un factoroide, € , repré-

’
sentant un recouvrement commun quelcongue des deux groupes—facteurs iy ’ T

On a

C=6/c, ccb
étant un sous-groupe invarient dans 6 , situé sur le sous~groupe
(6na)(6nb) s §>c>(5na)(6nb) .

Remarquons que ce dernier est invariant dans 6 « Or, les recouvrements des
groupes-facteurs %/a, 3/b s recouvrements % y % s ongendrés par le factoroide
T, consistent en groupcs=facteurs %/ca , B/cb qui sont, per conséquent, reliés
et alors isomorphes, leur intersection étent précisément le groupe=facteur T e

Cette derniére conclusion entraine la formule
Ancb=c¢c=DT nca .

On arrive ainsi su théoréme suivent 3

/
Etant donné deux groupes-fackeurs dens le groupe G, %/a, B/b , et un souse

groupe ¢ ¢ 6(= A 0 B) qui est invariant dans 6 et satisfait aux relations
62c¢co> (6na)(6nd) ’

alors les groupes-~facteurs 6q/ca , 6b/cb sont relids et par conséquent isomor=
phes,

Ge/can 6b/ch ,
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et on a la formule
(XnB) enchb=c=(83n% bnca .

Ce théoréme entraine comie cas particulier (¢ = (6 n @)(6 n b)) 1e

"Wiergruppensatz" de He Zassenhause

Remarquons qu'on peut déduire, par des considérations analogues, le théoréme

beaucoup plus général suiveat @

Soient {ﬂi , ie1I} et {ai s ie I} deux ensembles de sous-groupes du
groupe G ( I étant un ensemble d'indices non vide ot d'ailleurs arbitraire)
tels que, pour chaque i €I, a soit un sous-groupe invariant dans ﬁi .

{lorsy si 1'on pose 6= (1 A, et si ¢ est un sous-groupe quelconque, inva-
iel
riant dans 6 et satisfaisant eux relations

Eoco I (6 n di) ’
jiel
tous les groupes=facteurs SGT/Cai (i € I) sont rolids et par conséquent isom
morphes deux & deux et on a, pour des indices arbitraires i, j € I, la fore

mile

. .= C = 5aq, .
6a1 n caJ c aJ n ccz:L .

7e = lyant ainsi esseyé d'exposer les fondements de la théorie des décompom
sitions dans les ensembles et d! indiquer le mode d'application de résultats de
cette théorie en algébre, je me propose, a présent, de revenir & la théorie des
décompositions, pour parler de questions plus profondes de cette théoriee Plus
précisément, jc me propose de parler de la théorie des séries de décompositions
d'un ensemble G, théorie qui offre de 1'intértt particulier 3 cause de ses
relations étroites avec des matiéres classiques, en jetant sur ces derniéres une
lumiére nouvelle, et & cause de ses applications dans la théorie des classifica=

tions scientifiques.

Indiquons d'abord quelques définitions fondarentalese Soient T.>F des décome
positions arbitraires de l'ensemble G o '

Par une série de décompositions de 1l'ensemble G, allant de T & T s On

entend une suite finie de décompositions de G de la forme
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(=) §, 2eee 2T (=B ’

de sorte que le premier membre, T , de la série coincide avec % et le der-

nier, Ia , avec B « Ie nombre a s'appelle la longueur de la série en question.

Soit alors
(CZD :) ﬁi > oo E:ﬂa

une série de décompositions de G, allant de & & B .

On appelle raffinement de la série (%) toutc série de décompositions de G
telle que le série (%) en fait pertie. Tout raffinement de la série (&) est,

par conséquent, de la forme

o o] o]
((L) :) Al 2,000 ELAO ’
a
o (o]
& condition que a >a et qu'on arrive, en supprimant quelques termes I‘.v s 2
la série (&) «

Un élément fondamental de la théorie en question est la notion de chaines loca—

lese

Pour la définir, partons de la reiarque suivante. Considérons un terme quele
conque de la série (%) , IY+1 (y >1) « Ce terme étent un raffinement de la
décomposition précédente, L, , tout élément de cette derniere cst la somme de
certains élements de la décomposition IY-}-l. « Par conséquent, si 1'on choisit un
élément arbitraire & ;€ X

Yl Z Tyl

, il existe précisément un élément EY € T;Y qui
satisfait & ls relation EY > a 1 et tous les élémcnts de la décomposition

T;Y"'l , dont a_ est la somme, représentent une décomposition de 1'élément EY o

Cette situation peut &tre illustrée par la figure suivante ¢

Pl’ Id ° . " -
éléments de la décomposition TY+1
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Cela posé, passons & la définition de la notion de chaine locale de la série
(4) « Choisissons, dans ce but, un clément quelconque (a=) a € L, , c'est-a=-
dire, soulignons~le, un élément appartenant au dernicr membre, Ia y de la suite
() o Sur cet élément se trouve la décomposition, {.‘:“}oc , consistant en le seul

élément 'é'a + Posons Ka a={a}.

Le. décomposition TZa étant un raffinement de ia décomposition précédente,
Ty » il exigte précisément un lément Eor..l e T ; qui satisfait & la relam
tion B, ; O &, et tel que tous les éléments de la-décomposition Ty , dont cet
élément Eor..]_ est la somme, forment une décomposition dens 1'ensemble G,

.Kor..l 3, qui est une décomposition de 1'élément Tay_; e

De mBme, il existe précisément un €lément 'é'a o€ Taa .o qui setisfait & le
relation g, , > &, _; ot tel quo tous les Sléments de la décomposition T , ,
dont cot ¢élément '5u o ©st la somme, forment une décomposition dans 1'ensemble
G, K 2 a, qui est une décomposition de 1'élément 'Ea_z .

En procédant ainsi on errive finelement & un élément @ € I, qui satisfait &
la relation 3 > &, ot tel que tous les ¢léments de la décomposition T, ,
dont cet élément a; est la somae, forment une décomposition dans 1'ensemble G,
K, 3, qui ost une décomposition de 1'élément 7 e

On définit ainsi, en partant de 1'élément =& € L, , une suite, de longueur e ,

de décompositions dans 1'ensemble G ,
(‘Ka’:) .Kl-a-)}—{z.a—)ono -)Ka-l-a—).KaE ’

cette suite s'appelle la chalne locele (de la série (L) ) appartenant a 1'é1é-

ment =a (= Eae 'fia) . Cet élément = s'appellc, & son tour, la base de la chaine

locale [Ka] «

La chéine locale appartenant & la base _é'a peut &tre illustrée par le figure

sulvante 3
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IL'enscmble formé de toutes les chaines locales appartenant sux différents élé=
ments a ek , S'appelle la variété de chelines locales (de la série (T) )e I1

est bicn évident que la variété de chafines locoles de la série () est équi-

valente, au scns de la théorie des ensembles, avec le dernier terme Ly, de la

série en questione

Cette définition étant donnée, considérons deux sériecs de décompositions de

1'ensemble G , de mlme longueur a e

(m :) :1 > eee Z-Ea s

((.B'):) ‘B]'Zooo 2-5 s

ct supposons, pour simplifier nos raisonncments, que les deux derniers membres
P 3 (7] . . A — - .

de ces séries, L , B, colncident : T, =B .+ On voit que, dans cette hypom

thése, se trouvent assocides 3 tout élément = € T.a = Eon deux chaines locales

de mBme base &, l'une, [Ka] , pour la série (T) , ot 1'autre [La] , pour

la série (B) :

((Ral=) T, T e »E @
([TE] =) T, T +eee »T 3 &

Désignons par L, B 1les veriétés de chelnes locales eppartenant sux deux
séries en questione Ces variétés somt, éviderment, équivalentes : on obtient une
application biunivoque de la variété L sur B en associant & toute chefne
locale [Ka] € L 1la chaine locale [Ia] e B qui a la mlme base @ o Nous appe-
lons 1'application en question 1'applicstion par basese

Ceci étant posé, nous sommes en mesure d'introduire les notions de séries

demi-enchalnées et de séries enchalindes, notions importentes dzns las théorie qui
nous occupes

Supposons qu'il existe une permutation p de l'ensemble des indices
1y eee y a, agissant sur les variétés de chelnes locales L, B, de la manidre
suivante : Pour tout couple d'éléuents [Kg] e L, [Ta] € B, mitucllement as-
sociés dans 1'application par bases chaque terme K_Z dec ls suite [Ka] et 1e
terme Ié'a' de la suite [Ta] , correspondant & 'KY a en vertu de la permutam

tion p, 6= pY s sont toujours des décompositions demi-relides ou bien relides.
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On appelle, dans le cas de demi-liaison, les séries (%) , (B) demi~enchainées

et, dans le cas de lisison, enchainées.

Lvec ces notions de demi-enchatnement et d'encheinement, nous allons passer &
1'énoncéd des résultats fondamentaux de la théorie qui nous occupee Ces résultats
concernent des couples dc séries dc décompositions, séries dont les membres sont
en certains repports de modularité et complimentarité et qui edmettent, dans ces

conditions, des raffinements demimenchainés ou mme enchainés.

Considérons deux séries de décompositions de 1l'ensemble G, séries ayant les

longueurs arbitraires a, B (=1) 3

((D :) T.Ll>/ooo >/T;. 9

((‘H) :) -El>/ono >/.E .

Pour simplifier le langage appelons les séries (Z) , (B) mutuellement modu-

laires si tout membre de chacune d'entre elles cst modulaire par repport & deux
membres consécutifs quelconques de 1'autre ; en d'autres termes, si 1'on a les
formules

(T%Y_l ’ [T‘\Y ’ -Ev])= [‘TW ) (T;Y-l ’ FV)J ’
(Eé-l s [-B-é [} 7:“]) = [Hé ’ (%_1 ’ IH)J

pour tous les indices y, v , &, p correspondantse.

De mdme, appelons les séries (Z) , (B) mutuellement complémentaires si tout

membre de chacune d'entrc clles est complémentaire & tout membre de 1'autree

Lvec cette terminologie les résultats fondamentaux en qguestion sont les sui-
vants ¢

Pour d'arbitraires séries de décompositions de l'ensemble G , mutuellement
modulaires, on peut construire, par un procédé anslogue & celui de ZLSSENHAUS
dans la théorie des groupes, deux raffinements demi~enchsinés des séries consi-

dérées.

Si les séries de décompositions sont mutuellement complémentaires, alors le pm-
cédé en question conduit & deux raffinements enchainése
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Voild des resultats qui rappellent, évidemment, le théoreéme classique de
Schreier au sujet des suites de compositiong, mals qui sont beaucoup plus géné-
raux en ce qui concerne la matiére aussi bien que le contenu. Les résultats en
question conduisent & de nombreuses applications, tent dans la théorie des grous-
poides o4 1l'on arrive par des procédés convenables d'algébrisation & des théo-
rémes analogues concernent les factoroides, que dens la théorie des groupes ou
1'on obtient des compléments au sujet des résultats classiques sur les suites
de compositions, résultats élucidant le comportement des groupes-facteurs correse—
pondants non seulement dans le voisinege de 1'élément—unité, meis encore celui
de n'importe quel autre élément du groupe. On pecut aussi développer, sur la base
des résultats précédents, une théorie des suites de sous-groupes, ces derniers
n'étant pas néaessairement invariants 1'un dans 1'autre, en subordonnant cette
théoric & celle des séries de décompositions en classes latdrales correspondantes
& gauche ou & droite. Il ne me reste, malhecurcusement, pas assez de temps pour

entrer dans les détails sur ce sujete

La théorie des séries de décompositions dems les ensembles a trouvéd aussi d'in-
téressantes applications dans le domeine des classifications scientifiquese On
sait que, pour déterminer un individu sur ls base d'une classification, on a &
déterminer une suite de certains caractéres par laquelle 1'individu considéré
Se trouve parfaitenent déterminés Or, cn réalisent, dans 1'espéce, une détermi-
nation de ce genre, il se peut qu'on n'aboutisse pas au résultat & cause de cer-
tains caractéres en défaut. Il peut arriver, par excmple, que 1l'individu & déter-
miner est endommagé ou bien pathologique, etcs Il se pose alors la question d'un
principe de construction de deux classifications qui seraient basées sur deux
suites différentes de caractéres et se trouveraient en certaines relations mutuele
les s on demande que les deux classifications conduisent au fme résultat, et qu'on
puisse passer, pour chague individu, de chaque caractére intervenant dans une
classification & un certain caractére intervenant dans 1'autre, la correspondance
en question étant toujours biunivoque. Pour de telles classifications on peut
espérer qu'on sera en mesure de remplacer, dens l'espece, les caractéres en défaut
dans une classification par certains caractéres dans 1'autre, carsctéres qui
seraient présents. La théorie précédente des séries de décompositions permet de
donner unc certaine solution de ce probléme aussi intéressont que difficile 3
résoudrees Pour les détails, je me permets de renvoyer & mon livre en allemand paru
récemment ().

*) BOROVK (Otukar) . = Grundlegen der Gruppoid- und Gruppentheorice = Berlin
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1960 (Hochschulbiicher fir
Mathematik, 46).



