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Séminaire DUBREIL-FPISOT 22.--01
(Algtbre et Théorie des nombres) .
l4e annde, 1960/6i, n° 22 3 mai 1961

’ U4
TRANSFORMATIONS DES éQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEATRES
R}
DU DEUXIEME ORDRE

o
par Otukar BCRUVKA

le = Les équations différentielles 1indaires ordinaires du deuxiéme ordre
dans le domaine réel ont été étudiées, depuis 1'époque de STURM, par de nom—
breux auteurs. Surtout dans ces derniéres dizaines d'années, la théorie en ques—
tion a fait de grands progrés. On s'est occupé & fond des propriétés d'oscil=
lation, du comportement asymptotique des intégrales, de problémes aux limites,
de solutions périodiques, etce Cependant une partie importante de la théorie cone-
sidérée, & sevoir celle des transformations des équations différentielles en
question, resteit toujours ouverts. Le but de la présente conférence est de don=-
ner un apergu dfune théorie récente des transformations en question, théorie qui
présente, me semble=t-il, quelque intérlt tant au point de vue de la variété des
résultats obtenus,que pour ses nombreuses spplicationse

2+ = Ltorigine de la théorie des transformetions considérées remonte, préci=-
sément & 1'époque de STURM, & 1'illustre géomdtre allemand E. Ee KUMER. Dans son
Mémoire en latin "De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis",
inséré en 1834 dans un programme de cours & Liegnitz et republié en 1887 dans le
Journal de Crelle (l), KUMMER s'occupe du probléme suivant 8

Etant donndes deux équations différentielles du second ordre
(a) y'+ p(t) ¥+ q(t) y=0 ’
(4) oy e P(T) P+ Q(T) Y=0

i1 s'agit de trouver des fonctions w(t) , X(t) de maniére que, pour toute inté~

grale Y de 1'équation (R), par exemple, la fonction composée

y(t) = w(t) Y[X(t)]

1 s as . .
(*) Journal fir die reine und angewandte Hathematik, te 100, 1887, pe 1=
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soit une intégrale de 1'équation (a)e En d'autres termes, il s'agit de transfor-
mer, les unes dans les sutres, de la meniére indiquée ci-dessus, les intégrales

des équations (a) , (&)

A 1la base de ce probléme de transformation, KUiiER développe une théorie gravie
tent autour d'une cerisine équation différentielle non-linéaire du troisiéme ore

dre, et indique d'intéressantes applications de ses résultatse.

La théorie de KUMER a trouvé diverses extensions au cours du XIXe siccle,
surtout dans le domaine des équations linéaires ordinaires d*ordres supérieurse
Cependant, les raisonnements originaux de KU::ER n'ont pas ¢té approfondis de
manidére & former une théorie satisfaisante du point de vue moderne. C'est 1a,
probablement, la rsison pour laguelle la théorie des transformations en question
ne se trouve pas dans les livres m@me les plus récents s'occupant de ces ques=-
tions, bien que la nature de nombreux problemes classiques et modernes dans ce
domeine laisse prévoir son importance. Les raisonnements de KUMMER reposent sur
les seuls procédds de différentiation et sur certaines opérations algébriques,
tandis cue les questions plus profondes d'intégration, surtout les théorémes
précis concernant 1l'existence et l'unicité des intégrales dc 1'équation du troi-
siéme ordre mentionnée plus haut, y sont entiérement négligéese Voild les pro=
blémes de départ dont doit s'occuper toute révision moderne de la théorie de KUMMER
pour qu'on puisse en attendre un progrés essentiel de la théorie des transforma=

tions considéréeo

I1 s*agit, dens la suite, de matiéres concernant le domaine réel et de caractére

globale Nous supposons les équations (a) , (A) de la forme

(a) ¥V

1

a(t) ¥ 9

(4) = Q(T) ¥

ce qui ne restreint pas le généralité et comporte qusnd m@me certaines simplifi-
cationse Nous supposons que les coefficients q , @ sont des fonctions continues
dans les intervalles ouverts j=(a, b) , J= (A, B), lescas a, &=~ o,

by B= o n'étant pas exclus.

30 = Du point de vue de la théorie considérée il para®t utile de distinguer
les équations différentielles linéaires (a) d'aprés le nombre de zéros de leurs
intégralesa
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L'équation (a) est dite du type (m) , pour un nombre naturel m(> 1) quelcon=
que, si elle admet des intégrales s'annulant dans 1'intervalle j précisément

m fois, meis si elle n'en admet pas qui s'annulent m+ 1 foise

Si m=1, 1'équation (a) n'admet pas, dans 1'intervalle j , de nombres conw
jugués (%)

51 m >2 , elle en admete Dans ce cas, il y a dens l'intervalle Jj deux sui-
tes privilégides formées checune de m = 1 nombres mutuellement conjugués,
suites, dont l'une, constamment croissante, a; < ay < ees < a 1 s'appelle la

suite fondamentale & gauche, 1'autre, constamment décroissante,
by > bo > eee >’b—m*l stappelle le suite forndamentale & droites Le nombre ay

représente le plus grend nombre dans j pour lequel il n'y a pas de valeurs con-
juguées & gauche, le nombre b4 a son tour est le plus petit nombre dans j
pour lequel il n'y a pas de valeurs conjuguées & droitee On a toujours les inée

gelités suivantes ¢
a<b_m_'_1$al <b_m2$82<b-m3 \<83<aco

Dans ces formules ou bien tous les signes = sont valables, de sorte que les
deux suites fondeaentales de nombres conjugués coincident, et alors 1'équation (a)
s'appelle spéciale 3 ou bien aucun signé = n'est valable, de sorte que les deux
suites en question sont différentes 1l'une de 1'autre, et alors 1'équation (a)

stappelle générale ou bien non-spéciales

A cBté des équations de type fini, dont nous venons de parler, on distingue

trois especes d'équations de type infini, suivant que la seule oxtrémitd geuche

ou la seule extrémité droite ou bien les deux extrémitds de 1'intervalle j sont

des points d'accumulation des zéros des intégrales de 1'équation correspondantes

Remerquons que, griice & la théorie des trunsformetions, on est arrivé & détere
miner toutes les équations (a) qui sont d'un type fini ou infini quelconque,
donné d'avances

(2) Rappelons qu'on appelle conjugués deux nombres a' , b € j (a' £ b')

s'il existe des intégrales de TTéquation (a) qui s'annulent simultanément en a
et 'b' °



Re=-04

4. = Cela étant, nous allons cowilencer par indiquer, rapidement, un procédé
qui perait ouvrir la voie la plus directe et en m@me temps la plus simple & la
théorie en question. Pour éviter dés le commencement certeins cas exceptionnels,
nous supposons qué les équetions (a) , (A) sont de types (2) au moins, de sorte

que toute intégrale de chacune de ces équations posséde au moins un zéroe

Soient r , R les espoces linédaires formés des intégrales des équations
(a) 5 (A)« Nous choisissons & volonté, dans chacun de ces cspaces, une base
u,ver, U, VeR, clest-d-dire un couple ordonné d'intégrales linéairement
nous désignons par

“ve

indépendantes, u, v ct U, V des équations (a) , (A)
W o W les wronskiens correspondents, w= uv' = u'v, W= U' « U'V « Au moyen
de ces pases nous définissons une correspoadence lindaire entre les espaces

r, R, en associant 1'une & 1'autre deux intégrales quelconques yer, Y e R,
formées avec les mBmes coordonnées constecates, Yy s Yo DPar rapport aux bases

en question s y=vy; u+y, v, Y=y, U+ y, Vo Par lo fonction y -+ Y se
trouve définie une application p de l'espace r sur l'espace R ¢ le nombre
1::-% s'appelle la caractéristique de 1'spplication p ¢ De mfme, par la fonce
tion Y -y se trouve définie unc application P de 1l'espace R sur r 3 la
caractéristique G::-% o Les applications p , P sont évidemnent inverses 1'une

de 1'autre et leurs caractéristiques possédent la mdme propriété ¢ 0= 1

Nous exprimons les bases w, v, U, V en coordonnées polaires, en termes
de leurs amplitudes

o(t) = V() + v(t) ,  B(T) = VIR(T) + 73(T)

et de certaines phases a(t) , A(T) « Remarquons qu'il y a pour chaque base u , v
et U, V précisément un systéme dénombrable de phases qui différent 1'une de
1'autre par des multiples entiers de n « Les phases a ¢ & de chaque systéme
sont définies par la propriété d'@ire des fonctions continues dens 1'intervalle

Jj oubien J et d'y satisfaire, & 1'exception des zéros des intégrales v s V
aux équations suivantes @

u(t)
v(t) ?

U(T)

tg aft) = tg L(T) = (9] .

Or, d'aprés notre supposition, chacune des intégrales u s U posséde su moins
un zéro, t, €j, Tb € J « Il existe précisément une phase a pour la base

0
u, v et précisément une . pour la base U s V , qui satisfont aux relations
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aty) = A(Tb) = O ¢ Ce sont précisément ces phases @ , A vérifiant les relations

en question que nous choisissons dans la suitee Nous avons alors les formules
u(t) = ep(t) sin aft) , v(t) = ep(t) cos a(t)
(1) U(T) = ER(T) sin i(T) , V(T) = EP(T) cos L(T)
(e, E=Z1; €= s v(to) s E=sgn V(Tb)) ’

et nous voyons que deux intégrales correspondantes quelconques y , ¥ s'expri-

ment par les formules suivantes
(2) y(t) = ek, p(t) sinfa(t) + k], ¥(T) = Bk, K(T) sin[A(T) + k]

les k; , k, ctent des constantes erbitrairese Ajoutons, que les fonctions

ps 0, de mlme que les P, L, sont lides suivant les formules

(3) (1) = —m—im LY(T) = ~ W .
R T7%) A

Considérons alors 1'dquation
(4) at) = L(T) o

Cette équation est vérifide, évidemment, par les valeurs E) €j, 33 € J « Puis-
que chaque phase a , L va constamment en croissant ou en décroissant, il existe
précisdment unc fonction T = X(t) , définie dans un voisinage i c j de tg
qui prend pour t = to le valeur To et satisfait identiquement, dans 1'inter—
valle 1, & 1'équation (4) ; nous avons en vue le plus large intervalle i
jouissant de cette propriété. De mdme, il existe précisément une fonction

t = x(F) , définie dans un voisinege I cJ de Top » qui prend pour T=T, la
valeur t, et vérifie identiquement, dans I, 1'équation (4) ; I désigne le
plus large intervalle ayant le dite propriétée L'intervalle I représente,
évideiment, 1'ensemble des valeurs de la fonction X dens 1'intervelle i ’
I=X(i) , et on a de mdme, i= x(I) « On voit que les fonctions X , x sont

inverses 1l'une de 1'autre, et s'expriment par les formules

X(t) = £ a(t)] ,  x(T) = CUAD] .
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Finalement, on s'assure que ces fonctions appartiennent & la classe 03 et
. Y . o . N
satisfont aux équations différeutielles non=linéaires du troisieme ordre

(b) S, b} Q) TR ge)
(B) -{x , T} + q(x) iz = Q(T) s

les {X, t}, {x, T} &taat les dérivées schwarziennecs des fonctions X , x

aux points t , T

2 el .42
L Xm (g 3 X"7(%) _1xx(T)_3xx(T)
o g rm ot imy e U g T

ijoutons, que les ¢quations (b) , (B) peuvent &tre remplacées per 1'équation

unique suivante

%F(X‘j('ﬂ) " . Q) T (t) = zlr(;.(-‘_;) fal) HD)

les valeurs t, T étent lides 1'une & 1'aoutre per les formules T = X(t) € I,
t:X(T)Gio

Cela étant, revenons aux formules (2). Nous voyons que les intégrales y , Y
se transforment 1l'unc dans 1'autre, moyennant des fonctions x , X, d'aprés les
formules

y(0) = e ME®], WD) = Bl gkl

qui, & leur tour, peuvent Stre mises, d'aprés les formules (3), (4), sous la

forme

4 4
e V|g| y(t) = B V|| Y[X(t)] ,
12| ¥ ltl_-;E:Z;;T

5 VT ¥ = e Vgl 2x(D]
Vli(T)[

Pour siuplificr ces formules norions les intégreles y , Y en les multipliant
par les quantités ¢ V| G| V| l s et consecrvons pour les intégrales normdées
les mGmes notations y , Y s Les formules ci-desius sont alors
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() = Y[X(t)]

O

y[=(T)]
VIX(T)]

Y(T) =

et elles peuvent &tre remplacécs per la relation symétricuc suivante

4

4
(5) Vi (1)] y(t) = V(D] (D) ;

les quentités t , T intervenant dens cette relation sont, neturellement, les
valeurs des fonctions X , x définies plus haut, t=x(T) e i, T=3X(t) eI.

Pour terminer ces considéretions il reste seulement & préciser la position des
intervalles i, I dans les intervalles j , J 3 1 et I sont, rappelons-le
les intervales de définition des fonctions X , x « Sans ontrer dans les détails,
nous nous contentons de remarquer que la position des intervelles i, I dans les
intervalles j , J dépend des relations existant entre les quentités

¢, = lim ot) , ¢, = lin ot) 3 C, = lim L(1) C, = Lim L(T)
t-oat t-b- Tolet T-5Be

On démontre que les intervelles i, I s'etendent toujours, dans un certain
sens, jusqu'aux extrémitcs des intervelles J , J e In particulier, dens le cas

1= 0 s
mBme temps, lcs intervelles I, J , sont identiquese

c 6, = G, oubien ¢ = Cyy co5=0, les intervalles 1, J et, en

Nous somaes arrivés au résultat suivant s

Btant donné une correspondance linéaire entre les cspeces r 4, R, il existe
des fonctions mutuellement inverses, T = X(t) , t= x(t) , d¢finies dans certains
intervalles (les plus larges) icj, I cJ, qui jouissent de la propriété que
deux intégrales correspondantes quelconques des ¢quations (a) , (L), convenable
ment normées, y € r, Y € R, se trensforment 1'une dens 1'autre, dans les
intervalles i, I suivent la formule (5). Les founctions X , x sont définies
par la rclation a(t) = i(T) 4 a, L étent des phases convensbles des équations
(a) 5 (L), et satisfont aux équetions non-linéaires du troisiéme ordre (b) , (B) 3
leurs intervalles de définition, i, I, s'étendent toujours, dans un certain
sens du mot, aux extrémités des intervalles Jj 4 J et peuvent se confondre, dans

des cas particuliers, avec ces dernierse
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Nous avons encore & compléter nos résultsts per la remarque que, inversement,
pour toutes les fonctions w(t) , X(t) satisfaisant eu probldme de KWIER, il
existe toujours une correspondance linéairc entre les espsces r , R qui déter=
mine ces fonctions de la meniére indiquée ci=dcssus, & 1'.ide dc phoses convenables

o, A des équations (a) , (&)

5¢ = Nous nous trouvons maintcnent au cocur de le thcorie des transformam
tions considérées, en facc de plusieurs problémes sérieux qui concernent sure
tout le rdle des équations non-linéaires du troisiéme ordrc (b) , (B) dans la
théorie en questions On a, & ce sujet, les résultats suivants, valebles pour
toutes les équetions (a) , (&) (non seulement pour celles de type (2)) :

Pour chaque solution X(t) de 1'équation (b), la fonction inverse x(T) re-
présente une solution de 1'¢quation (B) 3 inversement, pour cheque solution
x(T) de 1'équation (B), la fonction inverse X(t) constitue unc solution de
1'équation (b)e

Pour chaque intégrale Y¥(T) de 1'équation (&), et chaque solution X(t) de

1'équation (b); la fonction composée

(1) = YE®)]

V[t (1)]

représente une intégrale de 1'équation (a) j en mBue temps on a la formule
inverse ¢

Y(T) = YEX(T)J

VIE(D)]

x(T) étent 1z fonction inverse de X(t) » On o des résultets analogues pour
chaque intégrale y(t) de 1'équation (a), ct chaque solution x(T) de 1'équa-
tion (B).

Le théoréme suivant sur l'existence ot 'uaicitd des solutions de 1'équation
(b) joue un r®lec important s

Soient tjej, Xye7d, Xy (£ 0, L3 des nombres arbitraires. Il existe
précisément une intégrale X(t) de 1'éouation (b), définie dans un intervalle
ouvert i, qui satisfait aux conditions initicles de Cauchy

X(tg) = Xy s X'(to) = X!, () = bel ,
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et qui est en méme temps la plus large en ce sens que toute intéerale de 1'équom

tion (b), vérifiant les mBmes conditions initiales, en fait partice L'intégrale

X(t) et la fonction inverse x(T) s'expriment par les formules

X(6) = £ alt)],  x(D) = o"H[L(D)] ,

les o, & étant les phases s'annulant cn tg s X5 s formeées de couples d'inté~-

grales convenables des équetions (a) , (i).

6e =~ Un autre complexe de questions concernant la théorie considérée s'ate

tache aux transformations appeldes complétese

Nous avons vu que, dans certaines conditions d'égzalité existant entre les
quentités c; , oy et G , C, mentionnées plus haut, les fonctions X , x,
solutions de 1'équation a(t) = 4(T) , existent dans les intervalles (i =) j s
(I=) J ecntiers, de sorte que les intégralcs ¥ s I se transforment 1l'une dans
1'autre suivant la forammle (5), non seulcment dens certains voisinages i, I
des valeurs initieles ty, Ty, mals dons toute leur étendues Nous appclons com-
plétes les solutions X s X Joulssant dc la ditc propriété, et désignons per le
mbme nom les transformations des cquations (a) , (i) réalisées, 2u sens de la

formule (5), par les transformetions complétes X s X o

Dens la suite nous nous bornons au cas, oi los équetions (a) s (L) sont de types

finis >2

Voici d'abord les résultats fondamentaux concernant 1'cxistence et la généralité

des transformations compléetcs en quostion

Les conditions nécessaires ot suffisantes pour que les dquetions (a) , (&) de
types finis, edmettent des points conjugués, soient complétement transformables
1'une dans 1'autre consistent en ccci que les équations en question soient du

mBme type ot toutes les deux non-spéeiales ou toutes les deux spécialese

51 ces conditions sont vérifides, il existe toujours des solutions couplétes
constamment croiassantes b en mdme temps d'cutres constamment dderoissantes X(t) s
de 1¥équ-tion (b), qui réalisent la transformation et qui prennent, pour un
nombre to € J choisi arbitrairenent, une valeur Tc)e J donnée d'avence ; cette
veleur T, peut 8tre prise dans 1'intervalle J s dans une certaine mesure, arbi~
trairemente
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On obtient toutes les solutions complétes constamment croissantes et de mBme
toutes celles qui sont constarment décroissantes, X(t) , en choisissant & vo-
lonté une phase de 1l'équation (4) par exemple A(T) , s'annulant en Ty et en
prenant les diffcrentes phases a(t) de 1'équation (a), s'annulant en ty et
vérifiant les conditions d'égalité entre les quentités ¢, , o, et G , G,
mentionnées plus haute Les solutions en question sont eslors connées par la for-

mule ¢
X(t) = £ a(t)] .

Dans le cas des équations (a) , {A) non-spéciales il existe, en somme, une
famille de oo solutions complétes de 1'cquation (b) constamment croissentes
et autant de sclutions complétes constamment décroissentese Si, par contre, les
équations (a) , (4) sont spéciales, il existe, en somue, une famille de oo2
solutions complétes de 1'équation (b) constamment croisssntes et, de mlme, une

famille de la m@me puissance de solutions constemment décroissantese

On peut mme aller plus loin et analyser la structure de 1l'ensemble formé par
toutes les solutions complétes de 1'équation (b)e

Nous venons d'indiquer que les solutions complétes de 1'équation (b) dépendent
d'un ou de deux paramétres, suivant que les équations (a) , (4) sont générales ou
specialess Cette différence exerce, neturellement, son influence sur la structure
de 1'ensemble des solutions complétes en question. En tout cas 1'ensemble des o=
lutions complétes de 1'équation (b) se compose de deux femilles M, T, dont
1'une, i, est formée de fonctions constamment croissantes, 1'autre, T , de

fonctions constamient décroissantess

En ce qui concerne 1'analyse de la structure de 1'ensemble des solutions come
plétes nous nous bornons, pour rester dans les grandes lignes, au cas général,
c'est-a=dire au cas des équations (a) , (4) non-spéciales. Nous avons dit que,

. - . L . .
dans ces cas, chaque famille M, T contient o de solutions compldtese

Or, dans ce cas, toute fonction X e M passe par les 2(m = 1) points fixes
(a,v R Av) R (b-v , B__v) et toute fonction X € M par les points
(eitv, B s (b_v, 4) 5 v=1, ceeym=1cles a,y b, et A , B
designent les membres des suites fondamenteles correspondantes de points conju=
guése Les courbes représentées par les différentes fonctions X € M y, XeT se

trouvent situées dans certains domaines, D » D, formés des points fixes en
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question et des intérieurs de certesins domaines rectangulaires ayant leurs some

mets en ces points et en d'

autres points qui sont encore déterminés par les meme
bres des suites fondamentales de points conjuguése Les courbes en question recous

vrent les domaines D , D entiéremente.

—
i 3

Chaque ensemble W, T admet une loi d'ordination & 1'aide de valeurs de ses
éléments de telle fagon qu'il est semblable & 1'ensembls des nombres positifs
ordonnés par vileurs croissantess Il y a, por conséquent, dans ces ensembles
M, T des sous—ensembles dénombrables qu:z sont denses en cuxe Si toutes les ine
tégrales de 1l'¢quation (A) sont bornées, chaque fonction X € Mou X €T peut
tre approchée, dens 1'intervalle j , par des éléments d'un des sous-cnsembles

dénombrables en question, avec une approximation arbitrairement donnée.

7o = Pour indiquer une application de cette théorie nous allons déterminer
toutes les équetions (a) d'un type fini @, m >2 s quelcongues

Soit alors m =2 un nombre naturel guelconguee

On voit aisément cue, 1'équation
(4) Y= wY ;

- . i o rd r'd
prise dans 1'intervalle J= (0, m = = n) ou bien J' = (0, mm) est précisément
du type {w) , non-spéciale dans le premier css ot spéciale dans 1'autre.

Or, soit (a) une équation non-spiéciale du type (m) o D'aprés la théorie ci-
dessus, les squations (a) , (A) peuvent 8trc transformées complétement 1'une dans
1'autres Il existe, par conséquent, une fonction X(t) constamment croissante,
définie par une expression de la forme X(t) = A"l[a(t)] s qui réalise uae eppli-
cation de l'intervalle j sur l'intervalle J et satisfzit, par conséquent,
aux conditions

——

(1) lim X(t) = 0, limX(t)zm-%ft

toa+ t b~

en représentant, en mlme temps, unc solution de 1'équation (b)
2 12
(2) a(t) = ~{X , 4} =x%(t) .

Inversement, si 1'on prend une fonction arbitraire X(t) telle que, dans 1'ine
tervalle j ,
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1© sont valables les formules (1),
2° X'(t) >0,

30 X(t) € Gy,

et qu'on forme la fonction q(t) d'aprés la formule {2), & 1'zide de la fonce
tion X(t) , alors 1'équation (a) correspondante est préciséuent du type (m) .
En effet, la fonction Y(T) = k; sin(T + k,) étant 1'intégrale générale de

1'équation (&), la fonction composde
ky sin[X(t) + k2]

t) =
y(t) e

représente 1'intégrale générale de 1'équation (a)e On voit aisément, en sc
servent des propriétés 19, 2° mentionnées ci=dessus, que cetic intégrale y
entraine des intégrales particuliéres s'annulant, dans 1l'intervalle j , préci-

sément m = L fois et d'autres qui s'annulent précisément m foise
On arrive ainsi au theoréme suivant s

Pour que 1'équation (a) soit du type (m) , m 22 , et non-spiciale, il faut

et il suffit que la fonction ¢ puisse 8tre mise sous la forme

a(t) = = 1%, t} =x1%

Xe C3 étent une fonction qui vérifie les relations

lim X(t) = 0, limX(t):(m-é-)n, X'(t) >0 .
tat T Do

Un résultat analogue & lisu s'il s'agit de 1'équation (&) spéeciale : Dans ce

by

cas la fonction X € C3 est assujettie & verifier les relations

limZ(t) = 0, lim X(t) = mr , X'(t) >0 .
tsat T b=

8¢ = les résultats précédents s'appliquent, manifestement aussi, s'il
s'agit de transformer une équation différentielle du deuxidme ordre (a) en elle
mme. Je me permettrai de donner un bref apergu d'une théorie a ce sujet, cette

- Y '[ . 3 it o ° . il )
fois dans le cas ou 1l'équation (a) est oscillatoire, c'est~a-dire de type infini,
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I/ . b . Vd .
et jouit de la propriété que ses intégrales possedent, vers les deux extrémités
de 1'intervalle j , une infinité de zérose Pour fixer les idées, je suppose que
1'intervalle j soit 1'intervalle j = (= ., « - Lo cas en question va nous
donner 1'occasion de rappeler une théorie assez Stendue, dite "théorie de dise

persions", daens laquelle epparaissent de nouveaux éléments de nature algébrique.

Cela étant, supposons que la fonction ¢ soit continue dans 1'intervalle
= (=, ®) et que ses intégrales soient oscillatoires de maniére & avoir vers
les deux extrémitdés de 1ll'intervalle j une infinité de zérose Four quelques
circonstances qui se présenteront au cours de nos considérations, il est utile
de supposer davantage. c'est-a-dire que la fonction q est toujours négativse
Cette supposition supplémentaire n'est pas nécessaire, bien cntenduy s*il s'agit
seulement de transformations de 1'équation (a) en elle mBmea

Soit t € j un nombre arbitraire et soit u ou v une intégrale de 1'éque-
tion (a) qui s*annule ou dont la dérivée s'anmule en t o Solt n=1, 2, cco,
et désignons par

¢n(t) ou wmn(t) le n-itme zéro de 1'intégrale u qui suit ou qui précéde
le zéro t 3

wn(t) ou wﬂn(t) le n-iéme 3éro de la fonction v!' qui suit ou qui précede
le zéro t 3

xn(t) ou Xwn(t) le n-idme zéro de la fonction u' qui suit ou qui précéde
le nombre t 3

wn(t) ou n(t) le n-idme zéro de 1l'intégrale v qui suit ou qui précéde
le nombre t o

Soit v=4+1, + 2, «oo ¢ Nous appelons la fonction Py o wv s X, s W, la

dispersion centrale de premiére, seconde, troisilme, quatriéme espece d'indice

v, et en particiiier;, la fonction @ , W , X3 5 W la dispersion centrale
fondamentale de 1'espéce correspondante. Ces définitions ne dépendent manifeste-

ment pas du choix particulier des intégrales u et v o La dénomination "dis-
persions" cst justifide par ceci, que les fonctions correspondantes décrivent,
en quelque sorte, la dispersion des zéros des intégrales de 1'équation (a) et de
leurs dérivées ; 1'attribut "centrales" scra justifié, au moins dsns le cas de

dispersions de premiére espece, par nos considérations ultérieuress

Les dispersions centrales que nous venons de définir sont accessibles & une
analyse détaillée et jouissent de remarquables propriétése. Nous nous contenterons
d'en indiquer quelques~unes 3
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Les dispersions ccntrales de preiiére espéce, auxquelles on ajoute la fonction
¢O(t) = t , forment un groupe cyclique infini qui est engendré par la dispersion
centrale fondementale ¢, et dont 17élément-unité est 1'identité ¢y(t) = ¢ ;
les dispersions centrales de premiére espéce d'indices psirs forment un sous-groupe
dans le groupe en questions On a des rasultats analogues en ce qui concerne les
dispersions centrales de seconde espécee

Toutes les dispersions centrales possedent partout des dérivées continues du
premier ordre qui s'expriment par des formules simples et &£ligantese On a par
exemple pour toute dispersion centrale de premiére espéce, ¢ , et pour toute
dispersion centrale de troisiéme espéce, X , les formules suiventes, dans les=

quelles u désigne n'importc cuelle intégrale de 1'équation (a) @

2 ;2
o' (6) = SO poe wt) L0, o) =2 powr w(t) =0 s
u®(t) u'“[o(t)]

(1)

x' (t)

]

2
_.ari%gfjlu [x(t)] pour u(t) £ O,

u (t)
1 1 (+)

- - pour u(t) = O .
alyx(t)] uﬁ[x(t)J

x'(t) =

Ces formules entrainent que chaque dispersion centrale de premiére espéce appar=
tient & la classe 03 o Plus généralcment, si la fonction g appartient & la
classe Ck (k=0, 1, «o0) , toutes les dispersions centreles de premidre
espéce appartiennent & la classe Cka et les dispersions centreles d'espéces
plus élevées & la classe Ck*l .

Les valeurs des derivées des dispersions centrales fondauentales peuvent s'ex-

primer & 1'aide de valeurs de la fonction q « On a par excmple les formules

a(t,) a(t,)
0O =gy, KW =qmT

les quantités ¢, , g vérifiant les inégalités

t <ty <x(t) <ty < o(t) .
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Ces résultats conduisent & des théorémes remarguables au sujet de fonctions
composéese On démontre, par exemple, le théoréme suivant s

Soit q une fonction continue dans 1'intervalle (= w , ) , qui est tou-

jours négative et telle que 1'équation y" = g(t) y soit oscillatoires Dans

ces sonditions, il existe deux fonctions X(t) , ¥(t) , définies dans 1'inter-
valle (= o 5 ®) , qui satisfont aux insgalitce t <X(t) <¥(t) et jouissent

de 1a propriété que la fonction composée q[X(t)] ¢ q[¥(t)] posséde partout une
dérivée continue du deuxidme ordre. Si la fonction q est constamment croissante,

ou bien constamment décroissante, alors les fonctions X , Y sont elles-mbmes

continuese

Or revenons aux transformations de 1'équation (a) en elle~m®me. La liaison
entre la théoric de ces transformations et celle des dispcrsions centralcs cons=—
titue la premiére formule (1) ci=dessus, qui exprime la dérivée de la dispersion

centrale de premiére espice et d'indicc (= 0, * 1, «.)

2
' wlo ()]
¢v(t) = ——;?z;;—— (u(t) # 0) .
On en tire la formule
ule_(t)]
(2) (- 1) u(t) = —
Vol (t) ’

valable pour toute valeur t € (= «, ) o Nous voyons que chaque intégrale u
de 1'équation (a) se transforme, complétement, & 1'aide de toute dispersion
centrale de premiére espéce, @v(t) s on elle~mlme, au sens de la formule (2).
On trouve ainsi une solution particuliére du probléme primitif de Kummer dans
le cas spécial de transformation d'une équation (a) en clle-mBme, solution don=
née par les fonctions

v

w(t) = 1 ¢ VoI (%) , X(t) = 9.(t) .

I1 en résulte, que toute dispersion centrale de premiére espéce satisfait 2
1'équation non=linéaire du troisiéme ordre

(%) ~{X, theam 0P s qe)
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qui est, naturellement, un cas particulier de 1'équation (b) ou (B) considérée
plus haute L'équation (b) peut &tre mise sous la forme symétrique suivante

%—(X-;-lﬁ-’-)" + g(X) X1 (t) = %(i(l'l‘)‘)“q' q{x) %(T) ,

ou 1'on a utilisé les notations usuellese

Conformément au théoréme général sur 1l'existence et ltunicité de solutions de
1'équation (b), il existe précisément une solution X de 1'équation (ED, défi-
nie dans 1l'intervalle (= o, =) , qui déterminde par les valewrs initiales don=
nées arbitrairement : t,, X,=X(ty) , X= X'(ty) (# 0) , g = Xn(ty) o
Toute solution X +transforme chaque intégrale wu(t) de 1'équation (a) dans une
intégrale v(t) de la mBme dquation suivant la formule v(t) = u[X(t)] : VX' (%))
et on obtient de cette fagon toutes les transformations en question. On démon-
tre que toutes les solutions X de 1'équation (D), définies dans 1'intervalle
(= w4y o , forment un groupe continu & dépendant de trois paramétrese.

Les solutions X peuvent &tre obtenues par un procédé constructif fondé sur la
considération des correspondances linéaires dans l1l'espace linéaire formé des
intégrales de 1'équation (a)e Nous n'insisterons pas sur ce sujet afin de pouvwir
dire encore quelques mots sur la structure algébrique du groupe G , c'est-d-dire,
répétons-le, du groupe continu & trois paramétres, formé des solutions X de

1'équation (b), définies dans 1'intervalle (= «, ») .

On démontre que toutes les solutions X de 1'équation (D) constamment croise
santes forment un sous-groupe invariant P dans le groupe G , sousegroupe
d'indice 2 , tandis que toutes les solutions constamment décroissantes forment
1'autre classe du groupe-~quotient /P «

Désignons par € le groupe formé par toutes les dispersions centrales de
premiére cspéce et par 6 son sous-groupe formé de toutes les dispersions cen=
trales de premiére cspécc d'indices pairse On a alors les relations

GoPoxCo 6 .

Soient X € & une solution quelconque et u » V deux intégrales arbitrai-
res, linéairement indépendantes, de 1'équation (a)e On a alors les formules
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u(X) A
~= C,q U4 Cin V
VTKT- 11 12 ’
v(X)
= Chy U+ Chn V
X'l A 22

ol les coefficients ©;; 5 ©;5 5 Cy3 » Cyy SOnt bien déterminése Le déterminant
de la matrice C de ces coefficients est égale & sgn X' « En faisent corres-
pondre & la solution X la matrice G, on obtient une représentation homomorphe
d du groupe G sur le groupe € formé des matrices carrées unimodulaires du
deuxiéme ordree En se servant de cette représentation d on démontre que le
groupe 6 est un sous-groupe invariant dans © et le groupe-quotient &6 est
isomorphe au groupe C o Cn démontrc mlme que le groupe € représente le centre

du groupe P ceci justifie la dénomination de dispersions centralese

9e = La théorie des transformations a permis de résoudre, au sujet des équam
tions différentielles lindaires du deuxiéme ordre plusicurs problémes sérieux,
surtout de la nature suivante ¢ étant donnécs d'avance certaines propriétés des
intégrales, déterminer toutes les équations différentielles (a) dont les intégram

les possédent ces prapriétése

Nous avons déja vu qu'on a déterminé, & 1'aide de la théorie des transformations,
toutes les équations (s) de type fini ou infini quelconque, c'est-d-dire, rappe=
lons-le, toutes les équations dont les intégrales possédant un nombre meximum de
zéros donné d'avances Voici d'autres problémes de cette nature qui ont été résom

lus récemment :

On a déterminé toutes les équations (a) oscillatoires dont les intégrales ='an-
nulent & des distances égales, de mlme que toutes les équations (a) oscillatoires
pour lesquelles il existe des couples d'intégrales lindairement indépendantes,
u, v, telles que les zéros de chacune d'entre elles coincident avec les zéros
de la dérivée de 1l'autre ; on a aussi déterminé toutes les équations (a) oscilla-
toires pour lesquelles la suite de zéros de chaque intégrale est convexe (pro-
blime de Mo Go SZEGO). ‘

En outre, on a utilisé avec succes la théorie en question pour la solution de
quelques problémes sux limites, pour 1'élargisscment de la théorie de Floquet dans
le cas de la fonction q non-périodique et pour plusieurs problémes de différente

nature au sujet des équations différentielles lindaires d'ordres plus élevése
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