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Séminaire DUBREIL-PISOT 10-01
(Algébre et Théorie des nombres) o
14e année, 1%0/1, n® 10 30 janvier 1%1

SUR CERTAINES éQUIVALENCES SIMPLIFIABLES D'!UN DEMI-GROUPE

par Pierre LEFEBVRE

INTRODUCTION, ~ L'étude de certains demi=-groupes admettant un plus grand groupe
homomorphe (voir par exemple [6]), et ses rapports avec 1l'existence d'un plus
grand semi-groupe homomorphe & un demi-groupe (c¢f. [14]) m'ont amené & chercher
une construction de la plus fine équivalence réguliére et simplifiable dans un

demi-groupe non commutatif (le cas abélien étant trés simple).

I1 m'est apparu 2 cette occasion que, parmi les équivalences susceptibles d'&tre
définies dans un demi~-groupe, on s'était occupé surtout de celles qui sont régu-

liéres, ou réguliére et simplifiablese

Le maniement des équivalences simplifiables est d'ailleurs a priori plus délicat
que celui des équivalences réguliéres. I1 faut noter également que 1'égalité, équi-
valence minimum dans le treillis des équivalences, est régulidre, mais n'est pas
en général simplifiable. Elle ne l'est que dans les semi-groupes : ce fait m'a
conduit & m'intéresser en particulier & une classe de demi=groupes qui généralise

celle des semi-groupes : les demi~-groupes stationnaires [13].

I1 m'a aussi montré 1'intérét d'avoir une cordruction de la plus fine équivalence
simplifiable pour un demi-groupe quelconque. Le procédé utilisé consiste & définir
par récurrence une suite croissante de relations dont on prend la réunion [3]. Ce
procédé s'est révélé 8tre assez fécond, puisqu'il s'applique 3 la construction de
la plus fine équivalence régulidre et simplifiable, ainsi quta celle de la plus
fine équivalence simplifiable - on régulidre et simplifiable = pour laquelle un
complexe quelconque d'un demi=groupe est indivisible (ef. [9] et [10]).

Le dernier paragraphe de cet exposé = qui constitue le dernier chapitre d'un
projet de thése - illustre 1'intérét de la caractérisation de la plus fine équi=-
valence simplifiable d'un coté, dans un cas particulier ol la suite qui la définit
se réduit & ses deux premiers termes : les demi-groupes stationnaires y sont relids
aux demi-groupes inversés et reotangulaires [13] par une propriété des dquivalences

simplifiables, comme les semi-groupes sont relids aux groupes [10].
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Notons enfin qu'il serait sans doute intéressant d'étudier les demi-groupes pour
lesquels les suites qui définissent les plus fines équivalences en question, ne

comportent quiun nombre fini (et petit) de termes.

1o Plus fine équivalence simplifiable d'un c0té dans un demi=groupes

Soit D un demi-groupe. Une relation R définie dans D est simplifiable &

droite, par exemple, si a , b, x € D, axRbx entralne aRb .

Soit 8d 1'ensemble des équivalences simplifiables & droite de D , ordonné par
la relation usuelle : R ¢ R' <=> (aRb => aR'b) . Dans le treillis complet
T des équivalences de D , &; est une famille de Moore ([3]) : toute intersec-
tion d'équivalences simplifiables & droite est simplifiable 2 droite, et 1'équi~-
valence universelle est simplifiable & droites Nous construisons 1!équivalence
simplifiable & droite minimum 0y intersection de toutes les éguivalences sim-

plifiables & droite de D .

Comme nous ne supposons pas a priori que D posséde un élément neutre, nous
X % . N
osons ¢ DO =Du{e}l,avec: V x€D ex =xe =x (si D posséde un
p I ’

ok
é1ément neutre u , nous prendrons e =u , d'od D =D ).

L'introduction de D* simplifie certaines définitions. I1 faudra prendre garde,
cependant; que ces définitions font intervenir soit des éléments de D seulement,

soit ceux de D* .

1° L'égalité dans D est une équivalence réguliére que nous noterons 0y »
29 La relation ) définie par ¢t a , be D, aa, b <=> 3 x eD¥ tel que
axo, bx, est une relation, définie dans D , réflexive, symétrique, simplifiable

4 droite et régulidre & gauche dans D [14].

Si p est une relation réflexive et simplifiable & droite de D , on a O C P -
Done lorsque a est transitive, on a Oy = 04 » équivalence simplifiable & droite
minimum de D ,

En particulier, % est transitive dans les trois cas suivants ¢

ae Dans un demi-groupe commutatif : il est alors immédiat que 9%, est la plus fine
équivalence réguliére et simplifiable de D 3 D/o2 est le plus grand semi-groupe
homomorphe & D . .

be Dans un demi=-groupe stationnaire & gauche. Un demi~groupe D est stationnaire

& gauche si 3 x) €D tel que ax, = bx, entralne, V¥ xeD, ax = bx . Notons
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qu'alors o, est régulidre, et que c'est la plus fine équivalence réguliére,
simnlifiable & droite, de D .

ce Dans un demi-groupe réversible 2 gauche [3], c'est-2-dire tel que deux élé=-
ments quelconques aient un multiple commun & droite. Car ax =bx et by = cy

entrainent, puisqu'il existe, m , n € D tels que xm =yn j
a(xm) = bxm = byn = c(yn)
(On peut toujours supposer x et y différents de e Yo

3° Dans le cas général, nous construisons par récurrence, & partir de G » une

suite croissante (8) de rclations o5 définics dans D ,
(S) 01 902 C oo 50213"1 _C__02p E-o2p+1-c—'" (p =1 » 2 ooc)
réflexives, symétriques et réguliéres & gauche, cel les d'indice pair étant simpli-

fiables & droite, celles d'indice impair étant transitives, chaque relation étant

contenue dans toute équivalence simplifiable & droite.

Pour cela, les relations oA étant supposées définies jusqu'ad 1 =2p -1

(p>1) aveec les propriétés précédentes, nous définissons &

%
G2p par a , beD, aozp b <=> 3 xeD tel que axozp_l bx
O2p 4 comme fermeture transitive de °2p N
N 244 .
ous avorjs imzfzedlatemefnt 02p-l c 02p c O2p+1 (si aOZp-l b, ona aeo‘,gp_.1 be ).
0y, est reflexive et régulidre & gauche, puisque pm1 1'est ; elle est évidem=~

ment symétrique et simplifiable 3 droite.

Si p, est une équivalence simplifiable & droite de D , on a %, SP * Car
a,beD, ady, b entralne : P

soit aeo;.,pn_l be ou aozp_l b, avee 02p—1 P done apy b,

soit axozp_l bx (xeD ), d'ou axpy bx , et comme pl est simplifiable 2
droite dans D , apy b

N

G+l ost une équivalence régulidre i gauche, comme fermeture transitive d'une
relation réflexive, symétrique et réguliére 2 gauche. Si P, est une équivalence
;Tmpi‘tli‘labledé droite dans D, ona Gptr SPp 5 cAT 2, beD, 80541 b eatraine

existence de m m eeoc gy m €D

1 ’ ) 9 » n ‘belS que aOzp m1 Ozp m2 9 see mn Cbp b

c'est-a-dire ap b puisque 02p € Py et que pl est transitive.
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Dans cette démonstration, les propriétés d'une relation dépendent seulement de
celles de la relation immédiatement inférieure, ce qui cxplique qu'on puisse cons-

truire la suite 2 partir de oy seulement .
4° Enfin, nous définissons une relation oy dans D par @

a,bed, ajgb <=> 3 n , entier naturel > 1, tel que ao, b, o € (s) ,
c'est-a-dire gy = U A La relation oy est 1'équivalence simplifiable a droite

i=1

minimum de D o La reflexivité et la symétrie sont immédiates ; la transitivité
résulte de l'inclusion des relations s et du fait que les 02p+1 sont des
équivalences ; la simplifiabilité 2 droite résulte de cette méme inclusion et du

fait que les 02p sont simplifiables & droitee.

Oy est la plus petite équivalence simplifiable & droite de D ; car si Py est
une équivalence simplifiable & droite de D, et si a, b e D, agy b, il
existe n tel que ag, b 3 de o, &Py résulte alors ap, b

Les relations a5 étant réguliére a gauche, la propriété suivante est immédiate :

THEOREME l.1o - Dans un demi-groupe, la plus fine équivalence simplifiable d'un

coté est réguliére de 1'autre coté.

>

REVARQUE. = Si og est la plus fine équivalence simplifiable 2 gauche de D )
la condition
(o™ o, =0
est une condition suffisante pour que % (= og) soit la plus fine équivalence

réguliére et simplifiable de D .

Dans [14], G. THIERRIN a indique une classe trés large de demi~-groupes possédant
cette propriété (demi-groupes abéliens, homogroupes) Ces demi=groupes vérifient

la condition

(o) 3 xeD, ax =bx <=> 3 x, €D, x5 a= x; b .

Dans ce cas, o, est transitif et égal 2 o3 (= cg) .

Le théoréme X de [14] s'étend immédiatement aux demi-groupes vérifiant la con-
dition (o).



10-05

THROREME 1.2. - Pour que les équivalences simplifiables & droite d'un demi-groupe

D vérifiant la condition (o) soient régulidres & droite, il faut et il suffit

que tout semi-groupe homomorphe & D soit un groupee

2+ Plus petite équivalence simplifiable d'un demi-groupe.

Nous construisons 1'élément nul <t du treillis complet & des équivalences
simplifiables définies dans un demi=-groupe D non commutatif. Rappelons que,
dans le cas commutatif, ona <t =a, » définie par a , be D, ad, b, siet
seulement s'il existe x € D (ou D* ) tel que ax = bx , équivaleace qui est

aussi, dans ce cas, la plus petite équivalence réguliére et simplifiable de D .

* s . ‘ .

D" étant défini comme au paragraphe 1, on construit par récurrence une suite
croissante (T) de relations 7y réflexives et symétriques, celles d'indice pair
étant eimplifiables, celles d'indice impair étant trensitives, chaque relation

étant contenue dans toute équivalence simplifiable.

19 ™ étant 1'égalité, T, est définie par la condition a , be D, aT, b

si et seulement s'il existe x , y € D tels que xay Xby

T, eost réflexive, symétrique et simplifiables S1 p est une relation réflexive

et iimplifiable de D, ona T, Cp car a, beD, at, b <> 3 x,75¢€ p*
xay = xby <==> xay = xby (p) <> a=b (p) , la démonstration restant valable
si x ou y est égal &3 e « Lorsque T, est transitive, c'est 1'équivalence
simplifiable minimum de D. » En particulier, Ty est transitive dans les deux

cas particuliers suivants ¢

ae Dans un demi-groupe stationnaire (c'est-a-dire stationnaire & gauche et 2

droite).

Car ay by, c€D, x,y5,x'",y" € D* s xay =xby , x'by! = x'cy' entrail-

ncnt  xay' = xby' (encore vrai si x=e ) et x'ay' = x'by'! = x'cy! o

;s . * '
T est réguliére, car a , be D, x,ye€D , xay = xby entrainont par

exemple, pour tout r € p* s Xray = xrby o

T est done, pour un demi~-groupe stationnaire, la plus fine éguivalence régu-
liére et simplifiable.

be Dans un demi-groupe réversible.

S'il existe x ,y , x',y'e I tolsque a, b, c €D et xay = xby ,

x'by' = x'cy' , on peut toujours supposer, en multipliant & gauche ou & droite par
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un é1ément quelconque de D , x , ¥y » x' , y' différents de e « Il existe alors,
par hypothése, m , n , m' , n' € D tels que ym =y‘n, m'x=n'x", d'ol :

xaym = xbyﬁ
et
(m'x) alym) = (@'x) blym) = (n'x") bly' n) = (n'x') c(y'n) .
2° Dans le cas général, A partir de Ty s nbus construisons la suite (T) pér

récurrence j si nous supposons les Ty définis jusqu'a i=2p -1 (p=>1)

avec les propriétés citées plus haut, nous définissons :

X
’C2p par a4, beDdD, a-czp b <> 3 x,yeD tels que Xay'l:zp_l xby

t2p+1 comme fermeture transitive de r2p o

On a évidemment <, ., €T, CT, ;T est réflexive et simplifiable dans
2p=1 — 2p — 2p+l 2p ‘
D . t2p+1 est une équivalence dans D . Si Py est une équivalence simplifiable

de D , on démontre comme au paragraphe 13 les inclusions ,t2p c ’C.?.gl-l CPy -

4° Si 1'on définit la relation < comme réunion des Tyt oTE U T s T est
i=1

la plus fine équivalence simplifiable de D o Cette équivalence n'est pas réguliére

a priori,

3. Plus petite équivalence réguliére et simplifiable de D .

Nous construisons maintenant 1'équivalence réguliére et simplifiable minimum
v* , définie dans D , intersection de toutes les équivalences régulidres et sim-
plifiables de D ; le demi=groupe quotient s* = D/E* est alors le plus grand
semi-groupe homomorphe & D , ct tout scmi-groupe homomorphe &4 D est homomorphe

N i
a s [14l.

Le procédé de comstruction employé est encore le méme qu'aux paragraphes pré-
cédents ¢ nous définissons par récurrence une suite croissante de relations dont

nous prenons la réunion.
Cette étude concerne essentiellement le cas non commutatif. Dans le cas commu-
3 LY ’ * . 3 Fe . .

tatif, nous avons déja souligné que £ était 1'équivalence définie par

a,bed, a3 b si et seulement s'il existe x €D s tel que ax = bx .
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10 L'égalité, plus fine équivalence réguliére de D , est ici notée O

20 Nous construisons par récurrence une suite croissante (0) de relations W

réflexives, symétriques et réguliéres,
(0) Wy Uy Cees CW ) Sy Sl g € ouee

telles que chacune de ces relations soit contenue dans toute équivalence réguliére

et simplifiable de D , celles d'indice impair étant des équivalences.

Les relations w, ( i entier naturel > 1 ) étant supposées définies jusqu'a
i=2p -1 (p>1) avec les propriétés précédentes, nous définissons pr de
la maniére suivante ¢+ a , b€ D, awzp b ei et seulement s'il existe a' , b' €D,
X3 s Uy €€ D* tels que a =ua'v, b=ub' v, uxea.'vazp_‘_1 uxb'yv ,

°

La relation w, est définie comie fermeture transitive de w
2p+l 2p

La symétrie de w2p est immédiate. S1 a , b. €D et aw2p~1 b , en posant
a=eae , b=ocbe , ON & €.6.8:008s = €cCebecsc , clest-d-dire awzp b d'ol
w2p-1 E-w2p .

La reflexivité de Wy résulte alors de celle de W .

p 2p=1

La relation w2p est réguliére : démontrons par exemple la régularité 2 gauche.

Supposons que a 4 b €D, awzpb;iloxiste a' , b €D, x,y,u,veD*

tels que

— 1 —_— 1 1 !
a=ua'v, b=ub'v, uxavazp._luxbyv

w2p-1 étant réguliére dans D , pour tout r €D, ona ¢

ra = (ru) a'v, rb= (ru) b'x, (ru) xa'ywzp__l (ru) xb'yv

ce qui prouve que les éléments ra et rb vérifient la relation w2p °

Si ¥ est une équivalence réguliére et simplifisble de D , montrons que

Gy ST -

Soient a , b € D tels que awzp b ; avec les notations précédentes, supposons
d'abord u et v différents de ¢ ; alors u, v €D . De u.xa'vazp_l uxb'yv et
w2p-1 CZ on déduit uxa'yviuxb'yv ; que x et y soient ou non différents de
e 5 et I étant simplifiable dans D , ona a'Tb! 3 £ étant réguliére dans

D, on a aussi ua'viub'v , c'est-a-dire finalement ab .
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Si par exemple u=e , ona a=a'v, b=bv, xa'yvubp_l xb'yv , et la

démonstration précédente s'adapte sans difficulté.

La fermeture transitive de w2p est une éuuivalence réguliére, puisque ubp est
une relation réflexive, symétrique et réguliére, On a évidemment %é 1 EJ%Zp Siuhp+1'
Si T est une équivalence réguliere et simplifiable de D , on a 2 1 cZ.

Car a , beD, aubp+1 b entraine aubp m mlubp My 5 ees y mnubp b ( m, € D)
et comme “bp €T, et que I est transitive, il en résulte aussitdt aZb .

Les relations wzp et w2p+l ont donc bien les propriétés annoncées au début
du point 2.

3% Enfing nous définissons la relation =¥ en prenant la réunion des relations

[oe]
w3 s¥= U w . =¥ est la plus fine équivalence régulidre et simplifiable
i=1
de D . La réflexivité et la symétirie scnt immédiates ; la transitivité et la
régularité résultent du fait que les W forment une chalne et que les “bp+1 sont

des éguivalences réguliéres.

=¥ est simplifiable dans D ¢ si & , b, t €D sont tels que, par exemple, on
ait atz*bt , 11 existe un entier p tel que atubp~1 bt 3 comme w2P_1 est régu~
liére dans D , pour un élément quédlconque x de D , on a xatuﬁ xbt d'ou,
en posant a = eae s b = ebe , exateub -1 exbte , c'est-a~-dire auép b, et par

conséquent aZ *o o

Que =¥ soit la plus fine des équivalences réguliéres et simplifiables de D
est la conséquence immédiate de ce que chaque Wy est contenue dans toute équiva=

lence réguliére et simplifiable de D »

REMARQUE, - Si D est un groupe stationnaire, la suite (0) se réduit a ses deux
premiers termes (cf. paragraphe 2).

4. Plus fine équivalence simplifiable & droite pour laquelle un complexe H de D

est indivisible,

Dans [10}, Mo TEISSIER a déterminé de manidre simple la plus petite équivalence
réguliére d‘un demi-groupe D pour laquelle un complexe H de D est indivisible.
La solution du probléme analogue, pour les équivalences simplifiables, ou régulidres
et simplifiables, n'est pas aussi simple, pour la raison que la plus fine équiva-
lence simplifiable de D n'est pas aussi simplement définie que la plus fine équi~

valence réguliere, qui est 1'égalité.
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La solution que nous proposons ici est encore fondée sur le procédé des paragra=
graphes précédents : construction d'une suite croissante de relations dont on prend
la réunion. L'ensemble Aa des équivalences EH de D, simplifiables & droite,

ot pour lesquelles un complexe H de D (H #¢) est indivisible, n'est pas vide :

1'équivalence universelle appartient & A 3 A est d'ailleurs dans le treillis

d a
T des équivalences de D une famille de Moore. Nous construisons 1'élément nul
)\.d de >\.d e

* * .
On nose encore D =D u {e} avee V x€D , ex=xe=x (e=u si D pos~

séde un élément neutre u ).

10 Al est la relation définie dans D de la maniére suivante @

a,beDd, a)\1 b si et seulement s'il existe x eD™ tel que ax = bx

ou

ax€H et bx eH (&=> a,beH *ex <> H." a[H., b) .

31 est réflexive, symétrique et simplifiable & droite dans D

Si %i est une équivalence simplifiable & droite, définie dans D , et dans
laquelle H est indivisible, on a ¢ %1 E»QH .

Soit en effet a , b €D, a%i b ; s'il existe x € D* tel que ax =bx , ou
bien x=e , a=Db et aEH b; oubien x €D, axﬂH bx et aSH b ; puisque
EH est simplifiable & droite.

S'il existe x € D* s tel que ax et bxeH,ona a,beH ou ax, bx € H

avec x €D o

Dans les deux cas, les hypothéses H invisible modulo fﬁ simplifiable & droite

entratnent aﬁH b

2° Nous construisons par récurrence, & partir de Ai s une suite croissante de

relations Ai s définies dans D :

(L) }\1 S }\2 C eee E )\zp_l S >\2p E )\2p+1 S es e (p = 1,2 000)

réflexives, symétriques, celles d'indiee impair étant simplifisbles & droite, celles
d'indice pair étant transitives ; chaque relation étant contenue dans toute équi-

valence simplifiable & droite pour laquelle H est indivisiblee.
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Supposant définies les Ki jusqu'a i=2p -1 (p>1 ) avec les propriétés
précédentes, on définit K2p comme fermeture transitive de X2p~1 et X2p+1 par

la condition

a,beD, ar

*
2p+1 b <= 3 xeD , ax%zp bx

A2p est évidemment une équivalence contenant pr-l 3 s £y est une équivalence

simplifiable & droite pour laquelle H est indivisible, on a sz c EH .

En effet, soit a , beD, axzp b 3 My 5 Ty 5 eee s m € D tels que
. !
ath_l myy Wy xzp_l My 5 eee 5 M Kz -1 b « De 1'inclusion K c ﬁH et de la
transitivité de £y on déduit alors aly b .
A2p+1 est évidemment symétrique et simplifiable & droite ; on a sz c A2p+l R

car axz b entraine aek 2p be « Il en résulte que AQ ol est réflexive,

Si £y est une équivalence simplifiable & droite pour laquelle H est indivi-

sible, on a AQ +1 S EH .

* . _
Car a,beD, a%2p+1 b => 3 x €D tel que axkzp bx « S1 x=e,
» - . 1 A
a)zp b, avec %2p S-EH s entraine afh bsjsi x€D,ona afo bx , d'ou
aﬁH b puisque EH est simplifiable & droite dans D .
3° La relation )h U K est la plus fine équivalence simplifiable & droite

i=1
de D pour laguelle H soit indivisible.

Que Aa

visible modulo )»d car a 4, b €H entralne aec=a, be=b €H, c'est-a-dire

soit une équivalence simplifiable & droite est immédiate. H est indi-

a%i b ; d'ol aAa b . Que Ad soit la plus fine des équivalences EH résulte du
fait que chaque Ai est contenue dans toute EH ° '
Si £ est une équivalence simplifiable & droite contenant Ad s £ est une
équivalence £y » car H, indivisible modulo Aﬂ s l'est modulo £ . Les
équivalences ﬁH sont donc toutes les équivalences simplifiables & droite qui

contiennogt Aﬂ

5. Plus fine équivalence simplifiable pour laquelle un complexe H est indivisible.

Nous construisons de la méme fagon 1'élément nul p du treillis M des équi-
valences simplifiables mﬁ de D pour lesquelles un complexe H donné est indi-

vigible. La suite (pi) dont la réunion p est 1'équivalence cherchée sera définte
comme suit @
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1° a,bed, aby b si et seulement si'il existe x , ¥y € D* tels que
xay = xby ou xay , xby € H .

2° Les by étant définis jusqu'd i =2p - 1 avec les propriétés requises
(suite croissante, chaque e est contenue dans toute équivalence simplifiable
pour laquelle H est indivisible, My est réflexive, symétrique et simplifiable
pour i impair, et transitive pour 1 pair), Ho est définie comme fermeture

- s . b e b si
transitive de P2p—1 s et “2p+1 pi? la condition a D, ap2p+1 si
et seulement 8*il cxiste x , y € D tels que xayyzp xby
co
3° p= U Py est la plus fine équivalence simplifiable de D pour laquelle

i=1
H est indivisible et les équivalences m% sont les équivalences simplifiables de

D qui contiennent H .

6o Plus fine éduivalence réguliére et simplifiable pour laquelle un complexe H

gg D est indivisible.

Si v est 1'élément nul du treillis N des équivalences régulieres et simpli-
fiables pour lesquelles un complexe H de D est indivisible, D/v est le plus
grand semi-groupe homomorphe & D dans lequel l'image de H est formée d'un seul

é1ément .

La méthode est toujours la mdme : on définit par récurrence une suite croissante
de relations Vi s réflexives, symétriques et régulieres ; chacune de ces rcla-
tions étant contenue dans toute équivalence réguliére et simplifiable pour laquelle

H est indivisible, celles d'indice pair étant transitives.

1° On prend pour Y la relation définiec par les conditions suivantes ¢

. . . . *
a,beD, avlb si ct seulement s'il existe a* , ' €D, u, v, x, z2,t€D

tels que a =ua'v, b =ub'v et

uxa'yv = uxb'yv

ou
uxa'yv , uxb'yv € zHt

vl est réflexive (prendre =v=y =¢ ) et symétrique ; v

,  ost réguliére ;

N

démontrons par exemple la régularité 3 gauche.

n

Soit a, beD, av, b; si ona uxa'yv = uxb'yv avec a =ua'v, b =ub'v

(ru) b'v , clest=a~

I

on a aussi (ru) xa'yv = (ru) xb'yv avec ra = (ru) a'v, rb

dire ra\& rb .
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Si uxa'yv et uxb'yv e zHt , (ru) xa'yv et (ru) xb'yv e (rz) Ht , et on a

encore ra:v1 rb »

Si ﬂH est une équivalence réguliere et simplifiable de D pour laquelle H

est indivisible, ona ¢ v EL%H o Car si uxa'yv = uxb'yv , on a a’ﬂH b' puis-

1
. Q.Pl s ’ L3 -

que ﬂH est simplifiable dans D et wua WEH ub'v ou de b puisque ﬂH est

réguliére. La démonstration reste valable si certains des éléments x , y , u , v

sont égaux & e .

Si uxalyv , uxb'yv € zHt , on remarque d'abord que, H é&tant indivisible
modulo 1'équivalence réguliére Ty s zHt 1'est aussi. Donc uxa‘yvﬂH uxbtyv , et

la démonstration se termine comme ci-dessus.

2° Les relations vy étant supposée définies jusqu'a i=2p~1 (p=>1)
avec les propriétés requises, on définit v2p comme fermeture transitive de

et v2p+1 par la condition ¢ a , b€D, b si ot seulement s'il

v av
2p-1 d 2p+1 '
existe a' , b'€D, u, v, x,y €D tdsqe a=uav, b=tblv, um'yvvzp WYV e

Vv, ost une équivalence réguliére contecnant la relation réflexive, symétrique

. Ve o N\ ~ . 2 . O . l. n
et refullere v2p-1 s et si ﬂﬁ est une équivalence du treillis N, va-l c q
entraine vzp g_nH .
2, . ”; l-\ 1 ‘O o
v2p+1 est symétrique et réguliere, car vzp l'ests On a v2p g‘v2p+1 (prendre
u=v=x=y=e )donc Vv est réflexive.

2p+l

Si ﬂH € N, on démontre, par un raisonnement analogue & celui de 1 , que

Vap+1 SR

3° Si on définit la relation v comme réunion des Vios Y est la plus fine

équivalence réguliére et simplifiable pour lacuelle H est indivisible.

Que v soit une équivalence réguliére est immédiat ;3 v est simplifiable dans
Djcarsi a, b, teD et atybt , il existe un entier p >1 tel que
atvzp bt ;3 comme Y2p est réguliére, pour x quelconque de D , on a xatvzp xbt 3
. 3 . — — - 3 1 -y
si on éerit a =eae ;, b = ebe , eXatevzp cxbte ; on voit que av2p+1 b cl'est-&
dire avb .

v est la plus fine des équivalences réguliéres et simplifiables pour lesguelles
H est indivisible.

H est indivisible modulo v, car a , beH => g =a@ae , b =cbe et

coaee , eebee € e¢He c'est-a-dire 'avl b, dfol avb .
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Que v soit la plus fine résulte enfin du fait que chaque vi est contenue

dans toute équivalence %H .

7. Caractérisation des demi-groupes inversés et rectangulaircs par leurs équi=-

valences simplifiables.

Jtai déja fait remarquer, dans la construction de la plus petite équivalence
simplifiable (d'un c8té ou bilatére), que les suites (S) et (T) se réduisaient

4 leurs deux premiers termes lorsque D est stationnaire.

Dans un précédent travail (voir [6]), j'ai mis en évidence une classe particulidre
de demi-groupes stationnaires ¢ les demi-groupes inversés et rectangulaires [13].
Ceux~ci possédent, en ce qui concerne les sous-demi=groupes normaux unitaires, des
propriétés analogues & celles qu'on a pour les sous-groupcs distingués d'un groupe.
En particulier, les demi=groupes inversés et rectangulaires globalement idempotents
admettent un sous-demi=-groupe normal unitairc minimum égal 2 l'ensemble des idem-

potents.

Par ailleurs, dans sa thése [10], G. THIERRIN a donné unc caractérisation des

’

groupes au moyen de leurs équivalences simplifiables d'un c8té

ld
THEOREME 7.1 (THIZRRIN), = Pour qu'un semi-groupe soit un groupe, il faut et il
suffit que ses équivalences simplifiables d'un c8té soient réguliéres du méme cdté.

I1 m'a paru intéressant de chercher ce que devient cette proposition lorsqu'on
remplace 1'hvpothése "semi-groupe" par "demi-groupe stationnaire" qui en constitue

une généralisation. J'ai obtenu le théoréme suivant @

4
THEORIME 7«2« = Pour qu'un demi-groupe stationnaire D soit inversé et rectan-

gulaire, il faut et il suffit que ses équivalences simplifiables d'un cOté soient

régulidres du méme cdté,

. Nous ferons la démonstration pour le cas "& droite". Rappelons qu'un demi=-groupe
inversé est un demi-groupe dans lequel ¢t V xe€D, 3 x'e D tol que xx' ou
x'x soit idempotent, qu'un demi-groupe rectangulaire est un doni=-groupe dans
lequel tous les éléments sont forts [13].

Que la condition du théoréme 18.2 soit nécessaire résulto immédiatement d'un
théoréme de G. THIERRIN [14].
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THEOREME 7.3 (THIERRIN). = Dans un demi=-groupe inversé, toute relation réflexive,

transitive et simplifiable 3 droite est réguliére i droiteca

Pour démontrer la partie "suffisante", et puisque tout demi=-groupe stationnaire
est rectangulaire, nous établirons que D est inversé lorsque dans D , toute

équivalence simplifiable & droite est réguliére a droitec.

2, ; . ; .
Observons d'abord que D inversé entralne D inversée Car si x €D ,

2
x2 €D et s'il existe x' € D, tel que x2 x' soit idempotent, xx' est alors

tel que x(xx') le soit. Donc D est inversée
2
Soit a €D ; nous avons a=a) 8, al,azeD.

Nous considérons 1'ensemble Va des éléments m € D tels que ¢

Z x,e0€D tels que aex = mx

v, est consistant & gauche ([2]) ; autroment dit, mn e Va entralne m € v, .
Car si m ¢ Va 5 3 x,eeD tels que aex =mx ; or D est stationnaire, done
aex = mx entraine aen =mn et a(en) x =mn.ax ce qui montre que mn £ vV, con-

trairement & l'hypothése.
Nous définissons alors dans D une équivalence Ea de la maniére suivante ¢
1° Va est une classe.

2% Dans D
simplifiable & droite de D , définie par b, c €D, b02 ¢ <=> 3 teD tel
que bt =ct .

Va s hous prenons la restriction de P plus fine équivalence

Yous démontrons que E_ est simplifiable 2 droite dans D (donc, d'aprés

1'hypothése, réguliére a droite). Supposons que bx = ex (Ea) .

Si bx (et par conséquent ex ) appartient a Va s consistant & gauche, on a
b eVa, c eVa donc b =c¢ (Ea) N

Sinon, par définition, il existe u €D tel que bxu = cxu .

Je dis que b et c¢ appartiennent simultément, soit & V, s soit D -V, (atou
résulte alors, par définition, b = ¢ (Ea) )e

bt . Mais

ct 4 d'ol aet = ct ,

i

En effet, si b Q!Va ot c eV , il existc ¢, t €D tels que aet

bxu = cxu entralne, puisque D est stationnaire, bt
qui prouve ¢ éVa » contrairement & 1'hypothésc.
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Nous démontrons cnsuite que a ¢'Va .

Si a=ajay,eV , a el . On a done a =a; a, =8, ‘Ea) )

Ea est réguliére & droite, ainsi qu'on 1'a démontré, donc @
V x,yeD, aw =a a, iy Sa, Xy (Ea) .

Mais axy n'apparticnt pas a Va , car on a a(xy) z = axyez , donc il existe
t €D tel que ay a, xyt = ay Xyt o

Finalement, D étant stationnaire, en remplagant xyt par a, y On obtient
aa, = a dtolu aa, X = ax (VY x €D ) clest-a-dire a ¢'Va en contradiction

avec l'hypothése a € Va .
I1 existe donc e , x € D tels que aex = ax

. ’ 0] 2 (3
D étant stationnaire, cette égalité cntralne successivement ¢ ae” = ac , puis
2

4 _ 3

e3 =¢ et enfin e =¢7 = e2 s qui montre que 02 est un idempotent de D .
Nous montrons pour terminer qu'il cxiste a' € D tel que aa' soit idempotent.

Si e ¢'Va , il existe f , x € D tels que afx =ex , d'olly D étant station-
naire, afe = 62 3 on pourra prendre a' = fe .
81 e € Va s jJedis que e €7V 5 5 car sinon, il existe f , x @D tels que
a

a° fx = ex ou a(af) x = ex qul prouve que e é'Va .

Si alors, a €V 5 » il existe f, x €D tels que 82 fx = ax = a(af) x
a

Comme précédeament, on montre que (af)2 est idempotent, et ainsi on peut prendre
pour a' 1'élément a' = faf .
S1 aeV,,onasalors: ¢ =a (Ez).
a

a

E est réguliére & droite, donc ca = a2 (E 2) .
a

2
a

Mais &> €V o sdonc 3 x €D tel que eax = 8 x ou a(ax) = ofax) et,
a

finalement, D ¢étant stationnaire, ae = 82 « On pourra prendre dans ce cas a' =e o
La propriété Mtoute équivalence de D simplifiable & droite cst réguliére D in-

versé" est ainsi démontrée.

Parmi les généralisations possiblece de la notion de demi-groupe, nous avons ren-
contré également, au cours de nos travaux, celle qu'on obtient en considérant les

conditions ¢
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(Cl) ax =bx=—‘->'a,)'= lb)
et
(02) xa = xb = (a] = (b]

|a) étant 1'idéal principal 2 droite engendré par a @ la) = aD u {a}

Un semi-groupe & droite, par exemple, vérifie la condition (Cl)' Un semi-groupe,

un demi-groupe complétement simple vérifient les deux conditions (Cl) et (Gz)c

PROPRIﬁTé 18.1. =~ Tout demi-groupe D inversif & droite et vérifiant la condi-

tion (C,) est réunion de groupes.

I1 suffit de démontrer que D est inversif [1], c'est-a-dire que ¢ V a €D,

3 t €D tel que a = ata .

2
D étant inversif 2 droite, V a €D, 3 ueD telque a=2a u.

. On a
2 3 2
a =a’u=a ua
dtou
2 2
a“.au = 2" .ua -
D'aprés la condition (CZ)’ (au] = (ual , donc il existe t €D tel que au = tue

clost-a-dire a = a° u = a(tu) a «

PROPRIETIE 1842+ =-Tout demi=-groupe D inversif & droite ¢t vérifiant les condi=-

tions (C,) et (C,) est complétement gimple.
&L LY

I1 suffit de démontrer que D est simple, clest-d-dire que V x,a €D,

3 u, veD tels que x = uav .

D'aprés la propriété 2.1, D est inversif ¢ 3 t €D tel que a = ata ,
xatt! € DaD .

d'ol xa = xata , et d'sprés la condition (C), 3 t' €D tel que x

Parmi les demi-groupes inversés et rectangulaires, ceux qui sont globalement
idempotents ont déja retenu notre attention. Nous savons qu'ils sont isomorphes

au produit direct d'un groupe et d'un demi-groupe idempotent rectangulaire [13].

Notons que, pour un demi-groupe idempotent, les notions de rcctangularité eu
~send de THEODOSSIS [11] et au sens de KIMURA [5] sont équivalentes (cf. par exemple
lc théoréme 2 de [13]).



10-17

En utilisant le résultat de KIMURA ; tout demi-groupe idempotent rectangulaire
est isomorphe au produit direct d'un antisemigroupe a dmite et d'un antisemigroupe

4 gauche, on voit que les demi-groupes inversés rcctangulaires globalement idempo=
tents sont des demi-groupes complétement simples particuliers ; ccux pour lesquels

les p; sont tous égaux & 1 . Comme tels, il vérifient les condit ions (Gl) et
(Cy).

Nous démontrons la proposition suivante 3

THEOREME 18.4. = P*ur qu'un demi-groupe stationnaire D vérifiant les conditions

iﬁh) et (C,) soit un demi-groupe inversé rectangulaire globalemoat idempotent, il

faut et il suffit que ses équivalences simplifiables d'un cOté soient réguliéres

de 1'autre cdté,

Que la condition soit nécessaire est immédiat. En tcnant compte du théoreme 18.2
la condition suffisante sera démontrée si 1l'on démontre la partie " D est globale~

ment idempotent". Nous traitons du cas "a droite".

Supposons que D = D2 ne soit pas vide, et soit p €D = D2 3 considérons
D' =D - {p, p2 } et définissons dans D unc équivalence E de la maniere

suivante @
1° {p, p2} est une classe.

2° Dans D! , on prend la restriction de Oy s plus petite équivalence simpli-
fiable & droite de D . E o3t simplifiable & droite sur D o En effet, soit
bx =cx (E) « Si bx, cx e{p , p2} , on a nécessairement bx = cx = p2 . D
étant stationnaire, on a, en particulicr, bp = cp = p2 s et d'aprés la condition
(Cl) H Eg meD tel que p =bm ce qui est en contradiction avec 1'hypothése
peD~-D" .

Done bx et cx appartiennent & D' ; il existe t € D tel que bxt = ext ;
d'aprés la condition (Cl)’ il existe m et n dans D tels que b =-cm et
¢c=bn «Si b et ¢ appartiennent & D' , ils sont équivalents modulo E par
définition. S1 b et ¢ appartiennent & {p , p2} » on a nécessairement
b=c¢c = p2 donc b =c (E) . Si enfin, par exemple, b € {p , pz} et c €D,
ona b= p2 s dlou = p2 n et finalement p2 =p mm, ce qui s'éerit encore
Pep = petm et entralne, d'aprés la condition (02) ¢ 3t eD tel que p = tpmm ,

en contradiction avec 1'hypothése p €D - D2 .

E est simplifiable & droite, donc réguliére a droite par hypothése.
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De p= p2 (E) on déduit p2 = p3 (E) donc p3 € {p, pz} . Comme p3 £p ,

on a p3 = p2 ou pz.p = p.p , ¢t d'aprés la condition (Cl)’ 3 t €D tel que

p = p2 t en contradiction avec p e D = D2 .

Finalement, D = D2 =@, D= D2 s D est globalement idempotent.

Ce Qe Fo Do
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