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Séminaire DUBREIL~PISCT 301
(Algébre et Théorie des nombres) 28 1960
l4e annde, 1960/61, n® 3 novembre 1%

SUITES éQUIRﬁPARTIES DANS UN GROUPE COMPACT

par Pierre EYMARD

(d*aprés B. ECKMANN et G. HELMBERG)

Parmi les théorémes d'équirépartion de He WEYL [6], 1'un des plus simples est le

suivant ¢ sur une circonférence T de longueur 1, l'ensemble des points d'abscissc

curviligne pa , ol a est un nombre irrationnel donné et p=1, 2, eee y est

équiréparti, c'est-a-dire que, pour tout arc fermé E de T , ona lim vE(n)/h:zlon-
O

gueur de E , ou vE(n) désigne le nombre des entiers p tels que 0 <p<n et
tels que le point d'atseisse pa soit sur E . En 1944, ECKMANN [1] en a donné une
généralisation au cas d'un groupe compact (nécessairement abélien) admettant un géné-
rateur topologique a « En 1958, HELMBERG [3] 1'a étendu au cas d'un groupe compact
quelconque pour un nombre fini de générateurs topologiques. Notre objet est d'exposer

successivement cesdeux généralisations. -

1. Notions d'analyse harmonique sur les groupes compacts (ef. [5]).

as Soient G un groupe compact, d'élément-unité e , et C(G) 1'espace des fonc-
tions f(x) & valeurs complexes, définies et continues sur G , muni de la topologie
de la convergence uniforme sur G . I1 existe une forme linéaire continue sur &(G)
et une seule, notée f - p(f) ou encore f = /& f(x) dp(x) et appelée mesure

de Haar de G , qui satisfasse aux pronridtés ¢ £ >0 => p(f) >0 ;

fo £(sx) ap(x) = [ £(x) dap(x) ’

pour tout s € G 3 (1) =1 . Soient un fermé E c G et @E(x) sa fonction carac=-

téristique. On pose WE) = inf /é £(x) du(x) , qu'on appelle mesure de E .
95<FeC(G)
Si de plus la frontiére de E est de mesure nulle, on a aussi
ME) = sup  [foeld aux)
gEQ(G),OSgSqJE

Soit U wun ouvert de G ; on pose WU) =1 - pCU) .

bs Une représentation unitaire irréductible de G (en abrégé : r. u. i.), de

dimension A ( A entier >0 ), est un homomorphisme continue x - M(x) de G
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dans le groupe des matrices unitaires d'ordre A, tel qu'aucun sous-espace vecto-
riel non trivial de Ei ne soit invariant par toutes les M(x) « On a en particu-
lier la re u. i. triviale, qui est de dimension 1 , et définie par M(x) = |||

vour tout x € G o Deux re Ue 1., x - M(x) et x - L(x) sont dites équiva-
lentes, si elles ont méme dimension et s'il existe une matrice unitaire U telle

que M(x) = UL(x) gt pour tout x € G . Soit
x o 19 =@l

ot 1<4i, j<ANa)=dimension de la représentation (a) , une famille de r. u. i.

obtenue en choisissant une fois pour toutes une ¢t une seule r. ue i. dans chaque

classe d'équivalence des r- u. 1. On ?pgelle polyndme trigonmérique toute combinai-
a

son linéaire finie de coefficients ., 5 (x) « On a les relations d'orthogonalité

/G m(a)(X) ms) (x) au(x) = '5\%07)' ’

ij

et

' (@) (p) -
/G ms 5 (x) m/ (x) du(x) =0

pourvu que 1'une au moins des relations (a) # (B) , 1 #k, j #! soit vraie.

De plus, toute f(x) € C(G) est limite uniforme sur G de polyndmes trigonomé-

triques (théoréme d'approximation de Weyl) :

ce Si, plus particuliérement, G est compact abélien, toutes ses re ue. i. sont
de dimension 1 , et leur ensemble s'identifie & l'ensemble G des caractires
continus sur G , i. e. des homomorphismes continus x - m(x) de G dans T .
& est muni d'une structure évidente de groupe (discret) par multiplication ordinaire

des caractéres., Réciproquement (théoréme de dualité), G s'identifie & 1'ensemble

des caractéres sur G, &2 x € G correspondant le caractére m - m(x) . Enfin, si
H est un sous-groupe fermé de G et H: son orthogonal dans & (i. e. 1'ensemble
des me G tels que m(x) =1 pour tout x e H ; c'est un sous~groupe de G ), on
a: (/)" =8 et f=GA.

Dans le cas considéré par H. WEYL, G =T , § =% , & l'entier m correspondant

le caractére défini par x - m(x) = exp(2t imx) pour tout x e T .

2. Trois définitions dquivalentes d'une suite équirépartie.

PROPOSITION 1. = Soit G un groupe compact, et soit xp une suite d'éléments de

G (p=1,2, ves) o Les trois assertions suivantes sont équivalentes




3-03

(Pl) pour tout fermé E c G et dont la frontiére soit de mesure nulle, on a

lim vy (n)/n = p(E) ’

n-oo

ol vE(n) = le nombre des entiers p tels que : 0<pZ&n et X, € E .

(P2) pour toute f(x) € C(G) , on a

llm% Z f(x ) = / £(x) du(x) .

n-e T p=l
(PB) pour toute r. ue i. non triviale x - M(x) de G, ona ¢
,
lim= 2 M{x ) =0 .
n__ p
jaly Tee] p._

DEMONSTRATION.

i

ae (P ) <> (P ) ¢ supposons (P ), et soient M(x)

llmij(x)ﬂ les matrices
d'une re Ue i. non triv:Lale. Comme m, (x) ec(G) , ona

llm';];' Z m, (x)"/ m, (x) du(x) .
n-x = p=1

Cette intégrale est nmulle (relation d'orthogonalité), donc (PB).
Supposons (PB). Soit d'abord un polyndme trigonométrique

) = 2 w0 (1) + eu + a D)
a q

o0 (0) est 1l'indice de la représentation triviale. D'aprés (PB)’ on a

n
lim 2> g(xp)

a, .
N-xo p=1 0

D'aprés les relations d'orthogonalité, a, /G g(x) du(x) 3 on a done (P2) pour
tout polyndme trigonométrique.Sodent maintenant f(x) € CG(G) , et & >0 ; en vertu
du théoréme d'approximation, i} existe un polyndme trigonométrique g (x) tel que

[£(x) - g (x)[ e sur G, ce qui entraine

| Jo £(x) ap(x) -% E f(x )]

J3 1) = g ()] amx) 1 e aut) =2 3 g (e)l 41 3 ) - el )]
p::l p-_:l b P

2e+|f g(x)dp(X)-%Zlg(X)f<3€ ’
p:
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dés qu'on choisit n assez grand, en vertu de (PZ) appliqué a gs(x) . Done (Pz) .

be (Pl) <=> (P2) ¢ Supposons (Pz).Saknt un fermé E c G et de frontidre de
mesure nulle, et & >0 , Il existe f(x) et g(x) e €(G) telles que
< glx) L gp(x) L £(x) 5 et que :

(1) /g gx) ap(x) > pu(E) -3 ; [ £(x) ap(x) < u(E) + = .

Pour tout n >0, ona ¢

v (n)
oplx) =

L 5 e(x)
S"“ fx °
- o

Sl
I MB

n
gx )< 5 2

(2) ,

p=1

Dtaprés (P ), dés que n est assez grand, on a 3

‘oe

(3) % Z/g<x>>/G g(x) du(x) -

2 -11; {. f(x ) </ £(x) dp(x) + -2- .

p=1

De (1), (2), (3) vient que
(n)

uE) - €<vE < uE) +¢

dés que n est assez grand, d'ou (Pl)'

Reste a voir que (Pl) => (Pz)o On s'appuie sur le

LEMME. - Soient f(x) € G(G) , & valeurs réellcs, et & >0 , Alors il existe un
nombre fini d'ouverts Xi s deux » deux disjoints, dont la réunion a pour complé-
mentaire dans G un censemble Ns de mesure nulle, et tels que 1l'oscillation de

f(x) dans chaque X, soit <e.

-1
En effet, les fermés F, = £({h}) , o h eR, sont tous de mesure nulle, sauf
pour un cnsembe dénombrable D de valours de h « f£(G) étant borné, on pemt le
recouvrir par une suite finie de segments fermés [hO s h ] s ses 5 [h R ] ’

gq=
ol hy<h < .. <:hq » do longueur < e, les h, (i=0, Ly eeess q) etant
de plus ch0131s dans le complementalre de D o Alors les X, = ]hi 10 hi[) ré~

pondent au probléme, avee N = U F,oo
€ h
i=0 i

Supnosons (Pl)' Alors on a aussi (Pl) en remplacant E par un ouvert dont la

frontiére est de mesure nulle. D'autre part yE(n) Z @E(x ) s et par suite
p=1

(Pl) n'est autre que 1'égalité (Pz) écrite pour f(x) = @E(x) « L'hypoth&se (Pl)
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entraine donc (P2) pour toute fonction dtagée 2 c: 9y (x) construite & 1'aide
i i
d'un nombre fini d'ouverts de frontiére de mesure nulle et deux & deux disjoints.

Soient £(x) € ¢(G) , et & >0 ;3 d'aprés le lemme, il existe une telle fonction éta-
géo gs(x) telle que lf(x) - ga(x)f < g sauf pour x € Ns de mesure nulle. Pour

tout n,

n
| [y £(x) ap(x) - 2 pg:__l £(x )]

< S 18) = g (=) ap)l + | [, g (x) ap(x) - = 2 g, (x,)]

n n
o .]; Z b’ o + '!'- Z f bl X ) e
v = = If(xp) ge(xp)l R 2 l (xp) ga( 5 |
z AN x el

Au second membre le premier et le troisié . terme sont < . pour tout n ., Quand
n - o, le deuxilme terne tend vers zéro (appliquer (P2) aux fonctions étagdes) ;

la quatriéme est majoré par Hf“°c> vy (n)/n qui tend vers zéro. Donc (Pz)o
€

DEFINITION 1. - On dit qu'une suite Xp eG (p=1,2, eso) est équirépartie
dans G si elle remplit les trois conditions équivalentes (Pl)g (PZ)’ (P3) de la

proposition 1,

3+ Le théoréme d'Eckmann.

DEFINITION 2. - On dit qu'un groupe compact G est monothétique, s'il existe

a € G, tel que la suite des aP { ) e&) soit dense dans G + Un tel a est

appelé générateur topologique de G o Ayant un sous-groupe cyclique dense, un groupe

monothétique est nécessairement abéliens

P:OPOSITION 2, = Pour qu'un groupe abélien compact G soit monothétique, il faut

et il suffit que son dual G soit isomorphe algébriquement & un sous-groupe de T .

’

DEMONSTRATION, ~ Si G est monothétique,de générateur topologique a , 1l'appli-
cation m - m(a) de G dans T est un homomorphisme, et son noyau est réduit
au caractére trivial : en effet, si m(a) =1, ona n(a®) = [m(a)]? =1 pour tout

P €7 , et par continuité m(x) =1 pour tout x e G .

Réciproquement, si ¢ est un homomorphisme de ¢ dans T , d'aprés le théoréme

de dualité il existe a € G tel que ¢(m) =m(a) pour tout m e G o Si de plus ®
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est injectif, on a m(a) # 1 pour tout m non trivial ; l'orthogonal dans G du
sous=groupe fermé Ha de G engendré par a est donc réduit 3 1'élément-neutre

A

de G, et H =0

THROREME 1, - Soit G un groupe compact monothétique. Si a est un générateur tgpo-
logique de G , la suite des a® (p=1,2, eees) est équirépartie dans G .

DEMONSTRATION, = Soit m € G , non trivial. On a m(a) # 1 , d'aprés la démons-

tration de la promosition 2 , et donc

1 m(a)]™* 1 m(a)
m(a) = 1

lim & Z n(a®) = 1im 1 Z [m(a)]® = llm
n n
n-w © p=l n-eo 7 p=1

Ainsi (P3) est vérifide, d'ou le théortme (™).

4+ Exemples de groupes monothétiques (ef. [1] et [2]) :

Pour %k entier >0, soit Tk le tore de dimension k , cn notation additive,
ensemble des x = (x, , Xy g ese Xk) s OU les X sont des nombres réels modulo
X L k
1+« T est monothétique, x étant générateur topologlque de T" si et seulement

si les X (1=1,;2, eeey k) et le nombre 1 sont linéairement indépendants
sur le corps 1%' des nombres rationnels. Ceci n'est autre que le théoréme d'appro-

ximation de Kronecker. On a 1'énoncé plus général

PROPOSITION 3. - Tout groupe abélien compact connexe 2 base dénombrable d'ouverts

est monothétique.

DEMONSTRATION, = Par dualité, on est ramené A démontrer, en vertu de la propo-

sition 2, que tout groupe G abélien dénombrable sans torsion est isomorphe algé-

briquement & un sous=-groupe de T « Soient X0 T @ 5 Xy oy ees s Xy ees la suite
des éléments de G , et, pour tout j entier >0, Hj le sous-groupe de G en=

gendré par e , Xy 9 wee s Xj o Choisissons une suite cj » Ci s ese 5 C y oo
de nombres réels lindairement indépendants sur 8 « On se propose de construire un

isomorphisme ¢ de G dans T +tel que, pour tout j ecntier >0 et tout xeij

(*) Dans [1], ECKMANN énonce (Pl) pour un fermé E quelconque, en omettant 1'hypo-

thése "de frontiére dec mesure nulle". Mais sa démonstration ne vaut que sous cette
hypothese, On a d'ailleurs de contre-exemple suivant ¢ G =T ;3 a wun point d'abs-
cisse irrationnelle ; Uh 1'intervalle ouvert qui a pour centre le point d'abscisse
[ee]
na et pour longucur g o Si 2 g <1, le fermé E , complémentaire de la réu=
n=1
nion des Un s est de mesure non nulle, et pourtant ne contient aueun des na .
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on ait
o(x) = exp[2ni(qo Cp #Q; O * een * qy 5 * a)] s

ou les q.

; ¢t q sont dans Q . On procede par récurrcnce Sur j
~N

Pour j =0, il suffit de poser @(xo) =1 o Par hypothése de récurrcnce, sup-
posons obtenu un isomorphisme wj-l de Hj—l dans T tel que, pour tout x 613_1

@j_l(x) = exp[Zni(qO Co * Gy ©p * eee vy 0yt a)]

ou les 9 et, g€ Q .Etendons wj ;1 en isomorphisme @i de H, dans T , I1
AAY - J
y a trois cas ¢

ae X € %j-l s et donc Hj = Hj-l ¢ 1'extension est toute faites

be xJ & HJ NI mais 11 existe dans HJ -1 des pulssances de Xj ¢ soient alors n

le plus petlt entier >1 tel que x? =y € H, -1 ? ot z 1'un des nombres complexes

J=
tels que z- w 1(Y) o« Tout x e HJ s'éerit x -xxm sy OU X € Hjm1 et m entier,

éventuellement de plusicurs fagons. On pose
— m
95(x) = g5 1 6) ez )

nombre indérendant de la décomposition choisie pour x « On a ainsi étendu ¢ -1
en un homomorphlsmc ¢, de H, dans T « ¢, est un isomorphisme ¢ en effet, si
x —-XXj e Hj est tel que qﬁ(x) =1, alors @j(xn) = 95 ') =1, donc x* =6

et par suite x = e , car G est sans torsion.

Ce pour tout entier n # 0 , x & H .y ¢ Tout xe Hj admet alors une décompo~

sition unique de la forme x xx s ou X € H n  entier. On pose ¢

j=1"7
@j(x) = wj_l(x).exp(2ni.mcj) ,

ce qui prolonge wj-l en un homomorphisme 9; de Hj dans T de la forme désirde.
¢3 est un isomorphisme ¢ cela résulte immidiatement de 1'indépcndance linéaire des

¢, sur ii'.

G étant réunion de la suite croissante des sous=groupes Hj » l'cxistence de ¢

est donc établie par induction, d'ou la promosition 3.

A 1'opposé, il existe des groupes monothétiques totalement discontinus, par cxem~

ple le groupe additif des cntiers p~adiques, muni de sa topologic compacte usuelle
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dans lequel le groupe des entiers rationnels est dense, commec il cst bien connu.

5. Le théoréme d'Helmberg.

Soient G un groupe compact (non nécessairemcnt abélien), et ag 2 eee sy A,

des éléments de G en nombre fini.On dira que 1'ensemble des éléments
-, i2 i

X, 1
naturel si ¢

<owj; k=1,2, «es 5 r) est rangé dans un ordre

- X =
1

- les .2
avec ik =1 pour un k au moins ; par ailleurs dans un ordre arbitraire ;

e ( i, =0 pour tout k=1, 2, ese, T ) 3
¥ o1 &léments suivants sont donnés par ik =0 ou 1 pour tout k,
- les 3% - 2T &4léments suivants sont donnds par ik =03 1 ou 2 pour tout

k 4 avec ik =2 pour un k au moins, par ailleurs dans un ordre arbitraire ;
- ete,

. r . 4 ’ . 3 3 . ’ 3
Les (i + 1)° premiers éléments de la suite xb ainsi construite sont précisé-

i i

ment les 817 e arr s O 0K ik<5 i pour tout k=1, 2 , eee y T &

THEOREME 2. = Soient G un groupe compact, et 8y 5 cee 3 8y y eee y 8, T é1é~-

ments de G tels que, pour toute re e ia x - M(x) non triviale de G s 1'un

au moins dos & vérifie det[M(ak) - M(e)] # 0 o Alors la suite des

i, 1 i
1 2 I e ’
xb =a;m ay e arr s rangés dans un ordre naturel, est équirépartie dans G .

/
DEMONSTRATION. - Soient x - M(x) unc r. u. i. non triviale de G , ot ay
0

qui, en vertu de 1'hypothése, vérifie
(+) ali(a, ) - M)l #0 .
0

n
On va montrer (PB)’ clest-a~dire lim-% 2 M(xb) =0,

N-yo00 p‘-‘-l
Désignons par i la partie entiére de nl/f - 1 ; on a done
(5) (1+1)'gn<@+2) .

On a
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1 p ()7
(6) £ 2 Mx)=<=[2 Mx)+ I M(x )]
p=1 p= p=(i+1)"+1
1 r ik n
:—[ZM(H ak)+ ZI‘ M(X)]
T k= p=(i+1)T+1 P
. r T n
_Ge)t s Towl a® et el
n (1+1)F O, i k=l (i + 1) p=(i+1)T+1 P
Considérons séparément chaque terme & 1'intérieur du crochet pour en effectuer
une majoration. Adoptons les notations suivantes ¢ A = ”ai | étant une matrice
d'ordre A , on désignera par |A| la matrice d'éléments ? [ $ soit d'autre

part F la matrice d'éléments ai,] 1 quels que soient 1< i sy JEAoOna

immédiatement les régles suivantes :

hal = x|l (xeg)

os

o + B[ < [&] + [B] ;
laB| < |al]8] 3
o=l g .

as Majoration du premier terme dans (6)

[T}

1 r 1 i
4 k=l (1 +1) o0&, k=1

k\

r
= I { 2:: [M(a )] }

k=1 i+ 1 1k=0

ko1 i iko
= 1 { Z [M(a-k)] }x 2 [M(ay )]

k=1 1+11k i+1ik=0 0

0
. I N O L
! k—k +1 i+1 1k

De 1'identité

. i {41
M ) =K1 T D)) = i )] - we)
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résulte en vertu de 1'hypothése (4) 3

i
£ [u(a, )] © = Mz, ) - 1(e)]7 {Du(a, )M - u(e)r
1, =0 %o 0 0
0

On obtient successivement les majorations ¢

lm(ako)i"1 -M(e)| €2F

|04(sy, ) =M(e)]™ € WF (b constante >0 , indépen-
0 dante de 1 ) ;
1 & o, 2n 2h A
| T [Ma, )] Ol e
i+1 ik =0 0 i+1 i+1
0

1 1
2= M) K s —2—(@+1)F=F

i+1 ik=0 i+1

“-e

et donc finalement

r 1
(7) —i— = w1 aMsLt-mWrF
(1 +1) osiksi k=1 i+1

b. Majoration du deuxiéme terme dans (6) :

n. 1

1
(®) | (i + 1)F p=(i+1)F+1

- _,% M(x )| <
(1 +1)F p=(it1)ts1 P

IM(xp)l

. r
2202l repr LT o]
r
(1+1) i+

De (7) et (8), on déduit immédiatement que (6) tend vers O quand n tend vers

1'infini,
Ce Qe Fu Do

REMARQUES.

1° L'hypothése du théoréme 2 ost encore valable, (a) si 1'on change 1'ordre des
8y 9 eee s B ; (b) si 1'on ajoute 2 ccs éléments un nombre fini By 9 vee s B
d'autres éléments. Les suites xp obtenucs dans ces diverscs circonstances sont

toutes équiréparties.
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20 5i a9 85 5 e s a, satisfont & 1'hypothése du théoreme 2, ils forment

un systéme fini de générateurs topologiques de G (cette affirmation n'est qu'un

faible corollaire du théoréme 2). La réciproque est vraie dans le cas o G est

abélien, mais non en général,.

(1]
[2]
(3]
(4]
[5]
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