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Séminaire DUBREIL~PISOT ) 1-01
(Algébre et Théorie des nombres 0
l4e année, 1960/61, n° 1 14 novembre 196

COEUR D'UN MODULE, I.

par Léonce LESIEUR

Je me propose de donner la définition, les principales propriétés et les premid-
res applications d'une notion qui nous paraft nouvelle, celle de coeur d'un module.
Je rappellerai d'abord la définition du corps X(M) associé & un module irréduc-
tible (§1) ; je définirai ensuite le coeur C(M du module M supposé irréduc-
tible, d'abord dans le cas ou M est un module injectif indécomposable, puis dans
le cas ou M est seulement irréductible ; je donnerai également dans ces deux
cas des propriétés caractéristiques du coeur (§ 2) ; j'aborderai ensuite le cas
d'un module quelconque satisfaisant & une condition de chafne qui sera précisée,
et je donnerai dans ce cas général la définition, les prewnidres propriétés et une
application de la notion de coeur (§ 3). Dans les deux premiers paragraphes, les
explicgtions seront assez détaillées pour ne pas obliger le lecteur & se reporter
trop souvent aux références. Par contre, dans le dernier paragraphe, je me conten=-
terai de domner les principaux résultats, en renvoyant pour les démonstrations &

un mémoire qui sera publié ultérieurement.

le Corps K(M) associd & un fA-module irréductible M

Soit A wun anneau unitaire, commtatif ou none M est un A-module 3 gauche
dans lequel le sous-module nul est n-irréductible, c'est-d-dire que la relation
X¥nY¥=0 implique X =0 ou Y=0, X et Y étant deux sous-modules non nuls
de M. On dira pour abréger que M est irréductible. (ou uniforme suivant la ter-
minologie de A. W. GOIDIE [7]).

Soit E l'enveloppe injective de M (cf. P. GABRIEL [5])s E est donc une ex=
tension de M qui est & la fois injective (Si Pc Q sont deux A-modules, et

f: P - E unhomomorphisme de P dans E , f pout &tre étendu 3 un homomor-
phisme g: Q - E ) et essentielle (Si Mn X =0 » X étant un sous-module de
E,ona X=0) .De plus, E est lui-méme irréductible (si XnY =0 dans
E,oma XnM) n(InM) =0 dans M, ce qui implique XN M=0 et YAM=0
puisque M est irréductible, puis X =0 et Y - O puisque E est extension
essentielle de M) . E est un module injectif indécomposable, c'est-d~dire qu'il

ne contient aucun sous-module injectif différent de E .



1-02

Soit @ 1'anneau des endomorphismes de M , ® 1'anneau des endomorphismes

de E « On a la propriété suivante @

PROPRIETE 1. - Les éléments a e ¢ (resp. pe 8) tels que Ker o #0 (respe
Ker B# 0) forment un idéel bilatére 3 de « (respe un idéal bilatére g de

8)

11 suffit de démontrer la propriété pour ¢ puisque E est comme M un A~
module irréductibles Soit ae d , a'e d , on a Ker(a - a') > Kera n Ker af Z0 ’
d'ol o -a% e 3. Supposons aed , o' e & ; ona Ker aa' > Ker a (1), d'ou
aa! ¢ 3 o Pour montrer que olare d , considérons x £0 , xe M, tel que
xa =03 si a' £0, il existe y e M tel que yo' A0 , d'od 0#ax=byat ¢ M
avec ae A, bel .Onendéduit byata =0 avec by #0 , d'oh ataed ; si

at =0, ona ao =0 et Ker ?da=M, d'od a'ae d.

THEOREIE 1. - L'anneau quotient B/ est un corps K

Soit B;é 0, Be 63/3 + On a donc ﬁé 9 et par suite Ker B=0 . Il en ré-
sulte que B est un automorphisme de E (cfs Po GABRIEL (5] + BB est isomorphe

4 E donc injectif comme E ; mais E étant indécomposable on a EB =E , et

B est une surjection).

En désignant par B' 1'automorphisme inverse, on aura Bf' = p'p=1 d'ol
BE' = P'B=T1 dans ®/F . L'anneeu @/Y est bien un ccrps K .
On démontre sisément que @/9 est un annesu d'intégrité plongé dans X , mais

cette propriété ne sera pss utilisée dsns la suite.

DEFINITION 1. - Le corps K s'appelle corps K(M) associé au module irréductible
M.

I1 est intéressant de donner une construction du corps K ne faisant pas inter-
venir l'enveloppe injective E de M . On y parvient au moyen de la notion d'en-
domerphisme partiel utilisée avec succes par LAMBEK et FINDLAY [4] dans un autre
bute On appelle endomorphisme partiel d¢ M 1le couple (X ya) formé par un sous-
module X #0 et un homomorphisme ot X - M . La relation R définie par
(X ,a) R(X* , o) s'il existe Z¢XnX', Z2#£0 , avec Z(a=oa') =0, est une
relation d'équivalence dans l'ensemble P des endomcrphismes partielss Soit L
1l'ensemble quotient P/R . On définit de fagon naturelle une addition et une mul-

tiplication dans L pour en faire un anneau. L'élément nul de L est la classe

1 . .

(") Nous Bcrivons aa'! pour o' oa et xa pour a(x) 4 X € M. Ces notations
sont inspirées par le cas particulier d'un anneau A considéré comme A-module a
gauche.
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de (Y ,0) ; soit alors E=cl( ,a) =0 , ilexiste Z£A0 telque ZcXn¥
et Za =0, donc Ker a £0 . 5idonc & est nonmul, ona Kera =0 et a est
une bijection de X sur Xa 3 si o est la bijection inverse, on aura en posant
g' = cl(Xoa, of) , &' = E'E =1+ L'anneau L est done un corps. Pour montrer
que ce corps est isomorphe & K , on fait correspondre & la classe £ de (X,
une extension S de o & 1'enveloppe injective E de M, puis la classe de f8
modulo g . On vérifie que cette application & - B ne dépend ni du représentant
(X ,®) choisi dans 1la classe &, ni du choix de 1l'extension { considérée,

puis qu'elle réalise un isomorphisme de L sur K .

Une autre méthode de construction du corps X , au moyen de M seulement, con-
siste A considérer une relation d'équivalence dans l'ensgmble des couples (x , y)
d'éléments de M , tels que x A0, O . xcO sy (). Cette relation d'équi-

valence R est la suivante :

;ax = a' x! £0
x,y R ,y) <> 3 a,ateh tels que itay:.-a’y' .

Je n'entre pas dans le détail de la construction de la somme et du produit de
deux classes. Remarquons que si M est un anneau A régulier a gauche au sens
de ORE, on a toujours O " x€ O . y puisque O '« x=0 si x#0 . On re-
trouve alors comme cas particulier la construction du corps des quotients & gauche
de A (cf. P. DUBREIL [3]), tandis que la méthode par endomorphismes partiels re-
donne dans ce cas particulier la méthode 4'ASANO [1].

2e¢ Coeur d'un A-module.

19 Cas d'un A-module injectif indécomposable E .

DEFINITION 2.1. - On appelle cocur de E 1'intersection de tous les noyaux non

nuls des endomorphismes de E .

CE) = N Ker g .
ped

Le théoréme suivant donne une propriété caractéristique des éléments de C(E) .

THEOREME 2.1, - L'ensemble C* (E) des éléments non nuls de C(E) cofncide avec

l'ensemble C' des éléments non nuls x€ E tels que 1'idéal & gauche 0 °, x

soit maximal (dens l'ensemble des annulateurs des éléments non nuls de E ) .

(*) 0. x désigne l'anmulateur & gauche de x , clest-a-dire 1'idéal & gruche
formé des éléments a€ A +tels que ax =0 .
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C*E) ={xeE, x£0, 0°. x maximal} .

En effet,soit x e C! . Considérons un endomorphisme f de E . tel que
Ker g £0 . Il existe done ye E , y£0 , avec y3 = O . Montrons que
x e Ker g o Sinon, on aurait xg #£0 o On en déduirait ax = by £ 0 avec
axB = byg =0 , c'est-a-dire ae 0 *. xB avec ad 0"’ X 4d'ol 0°' xcO’. xpB,

ce qui est contraire & 1'hypothése xe C' . On a done C! c c* .

Réciproquement, soit x e C* . Si 0 *s x n'était pas anmlateur maximal, il
existerait y £#0 telque O ', x cO .y ,d'ol aeh telque ax £0,
ay =0+ E étant injectif, 1'homomorphisme de Ax dans Ay (donc dans E )
défini par ux - uy , peut &tre étendu & un endomorphisme P de E tel que
Yy=xB et ay=ap3 =0, ax A0 . I1 en résulterait Ker P #£0 d'ol, puisque
xe C¥ s ¥3=0,donc y =0, en contradiction avec 1'hypothése y #0 . On a
bien C*(E) ¢ Ct .

Nous supposerons ici, et dans la suite, que A est un anneau noethérien a gauche.

I1 en résulte ltexistence d'idéaux maximaux dans la famille des gnnulateurs

0" x (x#£0, xeBE), donc 1'existence d'éléments non nuls dans CE) .

COROLLAIRE 1. = Le coeur C(E) est un sous-module non nul de E .

COROLLAIRE 2. - Les éléments x tels que O *. x soit annulateur maximal

(x#0, xeE) forment un sous-module de T .

Enfin :

’ \
THEOREME 242, = Le coeur C(E) posséde une structure d'espace vectoriel & droite

sur le corps K défini au paragraphe 1.

En effet, il suffit de prendre pour addition celle de C(E) et pour opération
externe @
xeCE) , BekK, xF=x3 .
Cette définition est indépendente du choix de p dans sa classe modulo J , car,
si g=p',ona B-p =yeJ d'on x(B - B') ==xy =0 . De plus, BJgcxg=0,
dtou Xﬁ € C(E) °

2° Cas d'un A-module M irréductible ( A-noethérien & gauche).

DEF INITION Re2c = On appelle coeur du module M s le sous-module
CM =CE) n M
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C(E) étant le coeur de 1l'enveloppe injcctive E de Mo

Ona CQf) £0 dtaprés le corollaire 1 du théoreme 2.1. Nous allons donner une

propriété caractéristique de C(M) au moyen de la notion de sous-module isotypi-

que dans M . Rappelons qu'un sous-module X de M est dit isotypique dans M

si 1l'enveloppe injective E(M/X) est somme directe d'un nombre fini de modules
injectifs indécomposablcs isomorphes entre eux. Si I est leur classe d'isomor-
phie commune, on dit que X est [-isotypique. (cf. P. GABRIEL [5]) ). En par-
ticulier, comme O est n-irréductible dans M, 0 est isotypique dans M puis-
que E(M) =E cst un injectif indécomposable. O est done Ml-isotypique dans M ,
1 étant le type défini par E . Nous allons caractériser tous les sous-modulcs

[Fisotypiques de 11 ¢t en déduire une propriété caractéristique du coeur c .

THEOREME 2.3. ~ Pour que I soit un sous-module Iisotypique de M, il faut

et il suffit qu'il soit de la forme

I=MnKer B n +eonKer .

ob les B, (i=1,2, . ,n) sontdes endomorphismes de E en nombre fini

tels que Ker ;31@ M.

Condition nécessaire. — Soit 0 c I c M, o I est un sous-module I~isotypi-

que de M . On a donec

M1 c EQ/I) = E, ® .0 ®L

les Ei étant des injectifs indécomposables isomorphes & E o Considérons 1'homo-
morphisme canonique ¢ de M sur M/1 s done dans E(M/I) 3 composons-le avec la
projection Py de E(M/I) sur E1 parallslement & E2 @ ooe B En s puis avec la
bijection o; de E; sur E . On obtient un homomerphisme ¢p) 0, 3 M > E,

qui peut &tre dtendu, puisque E est injectif, & un endomorphisme {31 de E .

On définit de mfme des endomorphismes Bi de E par extension des homomorphismes
¢p; 0; * M5 E.SL xeI,ona xp=0 d'ou xﬁi=0 et par suite
IcMnEKerpy;n eeon Ker Py * Inversement supposons x € M n Ker By n «ee n Ker ﬁn.
On a donc x¢p, 0, =0 i=1,2, ¢ ,n) ,d'ou, puisque les oy sont des

bijections, xop; =0 (i =1,2, .., n) , puis xp =0 , clest-d~dire xe I .

3 . . . .
(“) On sait qu'un module isotypique dans M est en particulier tertiaire au sens
de la théorie de L. IESIFUR et R. CROISOT [10].
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La condition du théoréme 2.3 est donc nécessaire.

Conditian suffisante. - Montrons que tout sous-module de M de la forme
I=Mn Ker By N eeen Ker ﬁn est I~-isotypique dans M . Il suffit de le mon-

trer pour J = Mn Ker §31 3 car on sait que 1l'intersection d'un nombre fini de

sous-modules I[l-isotypicues dans M est I-isotypique « Or on a 3

M/J n (Ker By + M) /Ker By c E/Ker By N_Eﬁl cE

E(M/J) est donc contenu dans 1l'enveloppe injective de E , qui est E o Comme
E est injectif indécomposable, E(M/J) est isomorphe & E (4) et par suite
M/J est bien II-isotypique dans M (et méme n-irréductible de type I1) « La

condition est bien suffisonte.

Comme ona C(M =M n (N Ker p) , on voit que C(M) est l'intersection des
sous=modules I = n Ker g EJ‘r,els que I #0 , ouencore 1l'intersection des sous-

modules [I-isotypiques non nuls de M d'aprés le théoréme 2.3. D'ol ¢

’ S ‘
THEOREIME 2¢4. = Le coeur C(M) du module M , supposé n-irréductible donc
M=isotypique, est 1'intersection des sous-modules non nuls II-isotypiques dans
M.

REMARQUE. = Il peut se faire qu'il n'y ait atcun sous-module Il-isotypique non
‘nul dans 1. Dans ce cas on a pour tout pe J, Ker o M, et par suite
MSC(E) , dtot C(M) =M.,

3° Exemples.
EXEMPIE 1. - Soit A wun anneau d'intégrité noethérien & gauche. Considérons
A =M comme un A-module & gauche.

Dtapres les résultats de L. LESIEUR et R. CROISOT sur les anneaux premiers noe=
thériens & gauche [11], M est n-irréductible et son enveloppe injective comme
A-module est le corps des quotients & gauche X =E . L'annulateur O *. x est
toujours nul si x #0 , et par suite est maximal. On a donc d'aprés le théoréme
2.1 3

C(E) =K,
et par suite

C(M) =MnaC(E) =M .

(4) Ceci suppose que E(M/J) ne soit pas nul, donc que M/J ne soit pas nul,
ou encore J # M, soit M Ker By o
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EXEMPLE 2. - Soit M wun A-module n-irréductible, A étant un anneau commu-
tatif noethérien. O étant irréductible est II-isotypique, donc tertiaire et par
suite, 4 étant commutatif, primaire. Si @ est 1'idéal premier associé, O est
done @-primaire dans M . D'aprés un mémoire de E. MATLIS [12], exposé en par-
ticulier par P. GABRIEL [5], les sous-modules II-isotypiques de 1! colincident
avec les sous-modules P-primaires. Or le sous-module O ,* ® formé par les é1é-
ments x € M tels que ®x = 0 est un sous-module F-primaire non nule. Donc,

d'aprés le théoréme 2.4 , le coeur C(M) qui cst ici 1'intersection des sous-mo-

dules @-primaires non nuls de M , cst contenu dans O ,° ® . Si on avait

C(Mc 0,°¢, il existerait un sous-module FP-primaire Q #0 telque O0.°'P¢Q,
donc un élément x telque x4 Q, xeOo* @, Considérons Qn Ax . Soit

y =ax €0Q . Comme x ¢0Q qui est @-primsire, ona : a€ ® d'oh y=ax=0
puisque x€ 0 « ° P« On en déduit Q n Ax = 0 , ce qui est impossible si O est
n-irréductible. Dot C(M) =0 «° @ .

’ \
THEOREME 245 = A étant un anncau commutatif noethérien, si M est un A=~

module irréductible, donc P-primsire, le coeur de M est le sous-module @

C(M) =0.° ¢ .

3¢ Cas d'un module quelconques

Indiquons certains des résultats obtenus lorsque A est un anncau noethérien

& gauche, et M un A-module vérifiant la condition suivante 3
(1) Toute sommc directe de sous-modules dans M est finie .

Cette condition est remplie en particulier si M est un module de type fini sur

un anneau noetherien & gauche.
Soit E 1'enveloppe injective de M . La condition (1) entrafne

L ] —
1) E_Elea...@En

E, (i=1,2,...,n) &tant un injectif indécomposables
d (resp. 8 ) sont les anncaux d'endomorphismes de M (resp. E ) .
3 désigne 1'idéal de O formé des éléments de & , o tels que Ker a soit

essentiel dans M (5).

(5) On rappelle que Ker a est essentiel dans M si Kera n X =0 entratne
X =0, X dtant un sous-module de M. Si 1M est n-irréductible (cas du § 1),
cette condition équivaut & Ker a #0 . Il n'en est plus de méme dans le cas plus
général de la condition (1). R. E. JOHNSON [9] dit "large" pour essentiel.
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J désigne 1'idéal de @ formé des éléments [ tcls que Ker B soit essentiel

dans E o

THEORRME 3.1. - L'anneau S =(B/§ est un anneau semi-simples Il est simple si

M est isotypique.

Nous dirons que l'amncau semi-simple (ou simple) S est l'anneau S(M) asso-
cié & M . Il généralise la notion de corps K(M) associé & un module irréducti-
ble (§1). Si M est isotypique, les injectifs Ei dans la relation (1)! sont
tous isomorphes indécomposables. Ils définissent par la méthode du paragraphe 1
des corps K isomorphes. L'anncau S(M) peut alors &tre réalisé par un anneau

de matrices carrées d'ordre n sur 1l'un de ces corps K .

On peut d'aille.rs donner une construction de 1'anncau S(M) au moyen de M
lui-méme, par une relation d'équivalence dans l'ensemble dés endomorphismes par-
tiels essentiels de M , c'est-a-dire les couples (X , @) formés par un sous-
module X eserntiel dans M et un homomorphisme o ¢ X - M. Cette relation
d'équivalence R est : (X , o) R(X* , af) , s'il existe un sous-module ZcXn 7Y,
essentiel dans M, tel que Z(a - a') = O . Cette construction a été indiquée
par P. GABRIEL dans son exposé sur la localisation dans les anneaux non commuita=
tifs [6] pour établir que 1'anneau (B/j est seulement régulier au sens de

NEUMANN si on ne fait aucune hypothése sur A ou M.,

L4
DEFINITION 3.1. = On appelle coeur du module injectif E 1le sous-module 3

CE) = N Ker g
ped
intersection des noyaux essentiels des endomorphismes de E « On appelle coeur
C(Y , l'intersection C(M) =M nC(E) « Le coeur C(E) peut &tre caractérisé par

une propriété des éléments :

THEOREMB 3+2. -~ L'ensemble C (E) des éléments non nuls de C(E) est engendré
( ) par les éléments x de E tels que O *. x soit un annvlateur maximal (pour
X % 0. xe Rk ) )

4

On en déduit en particulier que C(E) et C(M) sont non nuls si A est noe-
thérien & gauche. Mais on a besoin d'une propriété plus forte pour les applications
que nous avons en vue. Cette propriété est vraie en particulier pour les modules

isotypiques, auxquels nous nous limiterons maintenant dans la suite de 1'exposé.

6 Id 3 Ve Id Ie
(") Plus précisément, tout x e C*(E) est la somme de n &léments x, au plus
ayant la propriété Xs £0 , 07, x; maximal. +
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Nous supposerons donc ¢

M est un A-module isotypique.

(Les Ei figurant dans (1)* sont isomorphes ; si I est leur classe d!isomorphic,

nous dirons quc M est Iisotypique).

On a alors la propriété suivantc @

PROPRIETT 3.1. = C(E) = C(E;) ® «e¢ @C(En) .
Ic coeur C(E) est alors la somme directe des cocurs des sous-modulcs injectifs
indécomposables Ei qui ont été étudids au paragraphe 2. On cn déduit en parti-

culier 3

’
PROPRIéTE 3,2, = Le cocur C(E) est cssentiel dans E 3 lc cocur c(M est

cssentiel dans M.

On peut caractériser lcs sous-modules 1 -isotypiques de M comme dans lc cas

irréductible

THEOREME 3.3 - Pour que I soit un sous-module II-isotypique de M, il faut

et i1 suffit qutil soit de la forme @

I=MnKer By N eeen Ker ﬁp

ot By (A=1, o0y p) est un cndomerphisme de E  tel que Ker ﬁi.? M.

On en déduit im~édiatement ¢

THEOREME 3.4. - Le coeur C(1f) est 1'intersection de tous les sous-modules

[l~isotypiques essenticls dans M .

En particulier, si M est un module de type fini sur un anneau A commutatif
noethérien et si O est primaire dans M (on dit alors que M est P-primaire) ,

le coeuwr C(M) coincide avec l'intersection de tous les sous-modules P~primaires

essenticls de M et il est égal au sous-module O e ® o Mais on seit dans ce cas

que les sous-modulcs @-primaires de O.° ® forment un treillis géométrique de
longueur finie n , isomorphc au treillis des sous-espaces vectcriels d'un espace
veectoriel de dimension finic sur le corps des quoticnts de A/® + C'est cotte pro-
priété fondamentale que 1l'on peut transposer dans le cas non commutntif par le thé-

oréme suivant
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TPl‘E’ORﬁIdE 3.5, = Les sous-modules Il-isotypiques dans le cocur C(M) forment

un treillis géométrique de longueur finic n , dual du treillis des iddaux a4 droite

de 1l'anncau simplc S() «

On en déduit cn particulier 1l'application suivante ~u probléme de 1'irréductibi-
1ité d'un A-module 17 dans le cas non commutatif, qui est & 1l'origine dcs recher=-
ches préeédentes. Pour que M soit irréductible,il faut d'abord que O soit iso-
typique dans I . Si I est le type de l'enveloppe injective E(M) , nous consi-
dérons donc un module II-isotypique. Pour que M soit irrdductible, il faut alors
et il suffit, avec les notations précédentes, que n =1 , donc d'aprés le thécre-

me 3.5 , qu'il n'existe aucun sous-modulc non nul II-isotypique dans cQ) .

THEOREIE 3.6. - Pour que 1 soit irrdductible, il faut et il suffit que M

soit isotypique et que, si M est II-isotypique, il n'existe aucun sous-module non

nul II-isotypique dans C(M) .

Si £ est commutatif; on retrouve alors la condition de GROBNER : il n'y a au-

cun sous-module @-primaire non nul dans 0 ‘¢ ,

Nous nous sommes limités iei au cas d'un module isotypique, avee anneau A noe-
thérien & gauche. La définition du coeur C(M) ou C(E) peut ¢videmient &tre don-
née dans le cas le plus général et conduire & d'autres applications aveec des hypothé-
ses différentes. Ces applications, ainsi que des compléments, feront 1l'objet d'une
conférence ultérieurec de R. CROISOT. Les résultats en seront résumés dans unc pro-

chaine note aux Ccmptecs Rendus de 1'Académie des Scicnces de Parise
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