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Séminaire DUBREIL-PISOT 17=01
{Algdbre ot Théorie des nombres)
13e annde, 1956/60, n° 17 28 mars 1960

SOUS-GROUPES DE BASE DES GROUPES ABELIENS PRIIAIRES

par Bernard CHARLES

Dans toute la suitec, G est un p-groupe abdélien, c'est-a-dire un groupe abélien
dont tous les &1ldments ont pour ordre une puissance de l'entier premier p . Nous
supposons toujours que G est réduit, c'est-aA-dire sans sous-groupe du type
pm . Un groupe du type pOO est un groupe isomorphe au groupe additif de Qp/Z
ou Q_D ost 1'ensemble des nombres rationnels dont le dénominateur est une puis-

sanco de p et oi Z est l'ensemble des entiers.

Pour tout ordinal o nous définissons p% G en posant pO(+1 G = p(po‘( G)
ot si ¢X est un ordinal limite p“¥ G = N pjl’ G . Nous désignons par T le

S
plus petit ordinal tel que pt G =0 . Un groupe G est dit borné s'il existe

un entier n tel que pn G=0.

Le soele P de G eost le sous-groupe des é1léments d'ordre £ p . On peut
considirer P comme cspace vectoricl dur le corps Z/(p) o Nous désignons tou-
jours par P, lec sous-cspace P MNp? G . Les nombres f(p) = dim By /1; 4 sont

les invariants d'Ulm de G

Les groupes po( G/pw (pb( G) (7« = 0 ou ordinal limite et = promier ordi-
nal limite) sont los facteurs d'Ulm de G . |

Le sogle de G est dit décomposable s'il existe unc suite de sous-espaces Q,
de P telle que @

P = "2 = .
x = O ¥ B P e e
(I1 s'agit ici de somme directe finic).
Si H, K, ... sont des souss~onsembles dc G , nous désignons par
H, K, «." } le sous-groupe qu'ils engendrent.
Nous désignons toujours par G, le sous~-groupe de G formé des éléments de
G d'ordre ¢« pn .
Un sous=groupe H de G est dit pur si nH = HN nG pour tout cnticr n .

Al
Los topologies "CO( et 60’ .

) .
Etant donné un ordinal { on pcut concidérer la topologic CGQ( définie par

lc systéme fondamental de voisinapges de O constitué par les p/° G ([5 oK),
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Si X est un ordinal limite, le complété de G pour la topologie Zij contisnt
des 414ments d'ordre infini, de sorte qu'il est préférable de considérer la topo-
logie qg; qui est la limitc inductive des topologies induites sur les sous-
groupes G = par la topologie %zx « Le complété de G , qui est alors la
"rdunion" des complétés ﬁn des Gn , ne contient pas d'élément d'ordre infini.

A notre connaissance, on s'cst jusqu'a présent limité a la considération de la
to?ologie YEOJ » Nous pensons que 1'étude systématique des topologics ?5¢,,
?3’( sorait utile pour la théorie des groupecs abdliens primaires. A titre indica-

tif, nous signalons lcs propriétés suivantes :

Supposons la topologie ??%' séparée, c'est-a-dire T ordinal limite. Les
sous-groupes G sont fermés et, pour que }iCLG;\soit formé, il f?ut et il suf-
fit que les H f\Gh soient fermés. Le complété T de G pour %:C a les
m8mes facteurs d'Ulm que G , car pour tout oL <T 1la topologie induite sur
G/'pCK G par ?ﬁ; est la topologie discrdte. Si G est dénombrablec, T ne 1l'est
pas,ce qui donne un exemple él4mentaire de p=-groupes non isomorphes ayant les
mémes facteurs d'Ulm.,

Sous=groupes de base de G

A partir de maintenant, nous ne considérons que les topologies ?5!= ?§<d
! !
et @ = (6 .

W

/
DEFINITION. - B est un sous-groupe de base de G s'il vérifie les trois con-
ditions ¢

(1) B ecst somme directec de groupes cycliques,
t
() B est dense dans G pour % (ou pour f? )

3) Bnp®c=0,

®
Soit B= @ Bi ol Bi est une som e directe de groupes cycliques d'ordre
i=0
i+l v R " ) -
P « Nous posons Bn = 0 Bi et Bn = @ Bi et nous désignons par H la
i=1 i>n

> ?
fermeture de H € G pour la topologie € . Comme B, f\pn+1
1

clut que Bn est discret ot on en déduit facilcmeht

G=0 ,on en con=

— 1 ]
G = =
(4) G=B B, ®B .
En désignant de fagon gdndirale par S(H) le socvle d'un sous-groupe H de G,

on en déduit :
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(5) 8(0) =S(B)) @ B_ .

Ces propriétés permettent d'indiquer unec méthode pour obtenir 1l'ensemble de tous
les sous=-groupes de base de G : pour chagwe n < O , on construit un sous-

espace Q de P tel que = Q @P n+l puis un sous~-groupe B de G de

n n+l

socle Qn et somme directe de groupes cycliques d'ordre p . La somme directe
des Bn est un sous~groupe de base de- G et tousles sous-groupcs de base de G

peuvent s'obtenir par cetto construction.

La défi:ition que nous avons donnée de a notion de sous-groupe de base différe
de celle donnée initialement par KULIKOV, mais nous la croyons plus maniable. La
notion de sous-groupe de base a permis & KULIKOV de mettre en évidence une classe
importante de p=groupes, .4 savoir cecux qul sont complets pour la topologie f;'
et qu'il appelle p-formés. La condition d'6tre p-fermé implique p** G =0,
clest=a-dire que G ne posséde pas d'éléments # O de hauteur infinie.

Structurc des groupes abéliens primaires telg que p“ G =0 .

Sur un tel groupe, la topologie §4 est séparée, et si B est un sous-groupe
de base de G , on peut identifier G avec un sous=-groupe du complété B de

' ®
Bs:s BCG CLﬁ}Si B=#@ Bn il est facile de vérifier que B est 1'enscmble des
n=1

suites bornédes (uo s Up g eee 5 U, ees) OU u € B (unc suite est dite bor-

née si 1'ordre de ses 4léments cst borné par un nombre fixe).

1
?

THEOREME 1, = Tout endomorphisme e de G est continu pour %5 « Tout ho-
nomorphisme ( resp. isomorphisme) de B dans B se prolongc de fagon unique

4 un homomorphisme ( resp. isomorphidme) de B dans '@ continu pour ?S

Un ondomorphisme 6 de G laissant les sous-groupes Gn invariants, il
suffit de montrer que la restriction de & aux Gn est continue. Cela résulte
de ce que, dans Gn » On a un systeme fondamental de voisinages de O formé par

les sous-groupes (pk G)n Gn qui sont invariants pour tout endomorphisme.

La deuxiéme partie du théoréme se démontre de fagon analogue, et revient 3 re-

marquer que, si &E- est un homomorphisme dc B dans B 1a suite
= 1 gay)
i:1\f 1

est une suite de Cauchy si la suite des u, est bornée.
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La notion de sous-groupe de base permet d'aborder de fagon intéressante le pro-
bldme de la structure des p-groupes sans élérent # O de hauteur infinie. Si
B est un sous-groupe de base de G , hous avons vu que B CiG-CZi§ , clest-a-dire
que tout p-groupe G est intermédiaire entre une somme directe de groupes cy-

cliques et un p=-groupe ferné. Nous avons démontré dans [1] le théoréme suivant :

THEOREME 2. - Si on se donne un espace vectoriel P sur le corps z/(p) avec

une suite décroissante de sous-espaces P, tels que N P, =0 il existe un

groupo G de socle P ®b tel que P, =P N p- G .

Pour démontrer ce thdoreme, on peut partir d'uno suite de sous-espaces Qi_C;Pi
tels que Pi = Qi ] Pi+l et construire Bi de socle Qi ¢t somme directe de
groupes cycliques d'ordre ) +1 « On peut alors obtenir G comme sous=-groupe

1
du complété de B = @ Bi pour la topologie analogue a ?5 qu'on peut définir
i=1

A
sur B ( P est identifié & un sous-espace du socle P d B ) .

Le théoréme 2 met on évidence deux probléncs importants que nous ne savons pas

résoudre ¢

\ A
PROBLEME 1. = Deux sous-groupcs purs d'un p-groupe fermé B qui ont lc méme
socle sont-ils isomorphes ?

PROBLEME 2. - Trouver fin systéme d'invariants pour la structurc qui consiste

en la donnée d'un espace vectoriel avec une suite décroissante de somm-espaces.

Si lc probléme 1 admettait une réponse positive, 1'étude de la structure des
p=-groupes sans élément # O de hauteur infinie serait ramenée au probléme 2. Dans
le cas contrairc, le probléme 2 serait un probléme intermédiatpe qu'il faudrait
de toute fagon résoudre.

Dang (2], L. FUCHS signalait le resultat suivant de H. LEPTIN : soit G1 ’ G2

tels que B CZG CZB s B CLG‘ C:B . Les groupos G1 et G2 sont isomorphss si

et seulement s'il existe un autonorphlsue de B qul transforme G1 en G2 « On

t
peut en donner une démonstration facile en utilisant la topologie % .si G1

ot G2 sont isomorphes, et si 8 st un isomorphisme de G1 sur G2 ’ 2

se prolonge par continuité cn un endomorphisme de B . Gomme €(B) ost un

sous-groupc de base (il est dense dans G donc dans B ) i1 est facilec d'en

1 ’
d4duire que £ se prolonge a4 un automorphisme.

Structure des groupes ebéliens primaires (réduitse).

Seule, la structurc des p-groupes dénombrables cet compldtement connue (ULM,
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ZIPPIN) ., Ces groupes sont déterminés a unc isomorphie prés par les invariants
A'Ulm f(X) « La notion de sous-groupe de base perd une partic de son efficacité,
car la topologie ‘6' n'est pas séparée si TH>W .,
Les groupes qui pourraicnt jouer le r8le des somies directes de groupes cycligues
dans 1'étude des groupes sans élément # O de hauteur infinie nous semblent &tre

By

les groupes a socle décomposable. Le théoréme suivant justifie ce point de vue :

THEOREME 3+ = Pour que le sovle de G soit décomposable, il suffit qu'il existe
dans son socle P une suite croissante de sous-espaces R" vérifiant les

conditions @

1o (JRr=pP ,
n=1

2° pour chaque n , il n'existe qu'un nombre fini d'ordinaux o tels que

n n
By (1R™# 2 NR". .

/
DEMONSTRATION, - Comie R°C ‘Rn"hl on peut, pour chaque X , construire par ré-

. n . os
currence sur n une suite de sous-espaces Qo( de P vérifiant :

n _ A n
(1) R™ N Py _Q(x.@ (R /\P‘“_l)
(2) | Qe (x<T)

Nous allons montrer que R® = )(?NQT; . Pour cela, étant donné u E_Rn s hous
b [

allons définir par récurrence sur X une suite u 0(6 ch:g telle que

S . n .
u = ;ft U e Notons qu'une telle some aura un sens puisque tous les Qo( {ox €x)

sont nuls, sauf peut-8tre un nombre fini d'entre eux.

1° On définit Uy par u=-u, &P

1 [ ]
20 Swpposons définis les u x pour < /5 avec la condition
VI -
u / U.D< & §3+1 .
X $}’.5
I1 existe alors u et défini de fagon unique par

3+1 3+l
S / —
U - d ux €P/5+2 .

3° Supposons définis les u x bpour ©& £ /.5 ol P est un ordinal limite, avec
les conditions :

u-____'u £P+ Vh’<ﬁ N
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On a alors u = Z:: U, = (,\ P ce qui permet de définir u)3 tel

=P
que u = Z: u D(gfﬁP 3’(_/3; X ﬁ

p: X f5+1
“Ep . ;o n n
On aura u = .ou puisque P_ =0, ce qui démontre que R" = & Q .
PP T et P

Posons Q_ = U Qg , i1 vient
o o

p=U "= (e ¢ = 0 Q .
n n o<t % oer X

Le socle de G est décomposable, oe qui dénontre lo théoréme.

CORALLATIRE, = Si G est dénombrable, son socle est décomposable.

Si P= {uO s Uy s eee 5 Uy ...} il suffit d'appliquer le théoréme en pre-
nant R" = {uo s Uy s eee s un} .

Rappelons maintenant un résultat de KULIKOV : pour que G soit une somme directs
de groupes cycliques, il faut et il suffit que G soit 1l'union d'une suite crois-
sante de sous-groupes Hn discrets pour la topologie fgb) » Il résulte facilement
du théoréme 3 que cette condition est équivalente & : p® G = 0 et le socle est

décomposable.,

Tout ceci montre bien que la classe des groupes & socle décomposable est celle
qui s'impose comme objet d'étude dans la théorie des groupes abéliens primaires,
pour dépasser les rdésultats de ULM, ZIPPIN..

PROBLE}E 3. - Les groupes abéliens primaires & socle décomposable sont=ils ca=
ractérisés par laurs invariants d'Ulm f(o) ?

N

On ne connait pas la réponse & ce probléme. L. FUCHS pense qu¥elle est négative.
Nous espérons qu'elle est positive, mais cela nous serble dif"icile a d4montrer.
Nous pensons que tout groupe primaire G contient des sous-groupes & socle dé-

composable et ayant les mémes invariants d'Ulm. On pourrait espérer faire jouer 2

ces sous-groupes un r8le analogue aux sbus-groupes de base #éfinis par L. KULIKOV,

Sous-groupes purs minimaux contenant un sous-groupe donné.

Soit G tel que p“ G =0, les deux problémes suivants ont un lien avec ce qui
précéde

PROBIEME 4, - H 4tant un sous-groupe de G , existe-t-il des sous-groupes pﬁrs
minimaux de G contenant H ?

PROBLEME 5. - H1 et H2 4tant deux sous-groupes purs minimaux contenant H
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existe~t-il un isomorphisme de H1 sur H2 qul prolonge 1'identits dans H ?

Si H est contenu dans le sorle de G , il existe toujours des sous-groupes
purs de G de socle H , de tels sous-groupes sont alors minimaux., Le probléme
1 apparalt ainsi comne un cas particulier du probléme 5.

Nous ne savons pas résoudre le probléne 1 méme dans le cas ou G est bornd. Des
résultats partiels sur ces questions paraftront prochainement dans un article qui
sera ingéré dans le Bulletin de la Soci<té mathématique de France,
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