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GERBIERS NON COMMUTATIFS RÉSIDUÉS

par Guy MAURY

Séminaire DUBREIL-ISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
13e année, 1959/60, n° 13 ~c février 1~ô0

Io Préliminaires

1. Je crois utile de rappeler certaines définitions.

Un demi-groupe G dont la loi est appelée multiplication (le produit de a par

b ~ a 9 étant noté ab ) est appelé un gerbier lorsque c’est un demi-

groupe vis-à-vis d’une deuxième loi appelée union, notée U , idempotente

(a U a = a , ~ a ~ G) , et commutative (a U b = b ~a, ~a, b ~ G) , la mul-

tiplication étant de plus distributive par rapport à l’union, c’est-à-dire : t

On sait que l’on peut définir dans G la relation d’ordre >

L’on a alors ô a Sb entraîne, quel soit x , ax ~ bx , xa ~ xb °

Un gerbier G est dit résidué si, pour tout couple a, b d’éléments de G,

les deux conditions suivantes sont réalisées i

a. Il existe un élément x de G tel que bx et l’ensemble des x avant

ces propriétés admet un élément maximum noté a°°b et appelé résiduel à droite de

a par b .

bo Il existe un élément y de G tel que yb ~a et l’ensemble des éléments

de G ayant cette propriété admet un élément maximum noté a°.b et appelé rési-

duel 8 gauche de a par b o 
"

Lorsque la multirlication de G est commutative? le gerbier G est dit commu-

tatif, et l’on écrit a i b au lieu de a.°b = aBb . °

2. Rappelons les propriétés des résiduels qui serviront dans la suite î

a. o a ~~, b entraîne et et 

b°°x , quels que soient a 9 b 9 x éléments de G ~ supposé résidué.
b. (a°°b)°°c - a°°bc et ~ a 9 b , c, éléments du ger-

bier résidué G .

c. ’Bla, x éléments de G s Inégalité n’ayant lieu que si



a est un résiduel ~ gauche de x 9 soit a = ° De même 

l’égalité n’avant lieu que si a est un résiduel ~: droite de x 3 soit

z~ G . o

Si G a un élément unité e (ae = ea = a, on a s

x = x° °e et par suite x = xe ° (x° °x) - x° ° (x° °x) °

3 o But de l’exposé.

l10LINARO ([4]) a découvert une classe de gerbiers commutatifs à élément unité,

résidués, plus généraux que les gerbiers intégralement fermés introduits par
Mme DUBREIL-JACOTIN ([2], deuxième partie) qu’il a appelés les gerbiers nomaux.

Soit G un gerbier com.mutatif ~ à élément unité, résidué ; , note x
l’équivalence suivante définie dans G â

Il appelle élément nomal un élément x 9 s’il existe, tel que : 1

Un gerbier nomal est alors un gerbier possédant un élément nomal. montre

qu’ un gerbier est nomal si et seulement si, il admet un idemDotent maximum po-

sitifo o On retrouve les gerbiers intégralement fermés lorsque cet idemotent maxi-

m~.m est l’élément unité de G o .

Le but de cet exposé est de définir des éléments nomaux dans le cas non commu-

tatif : ô

G étant un gerbier non nécessairement élément 

définissons dans G :~ es équivalences suivantes ~

Nous dirons qu’un élément x de G est nomal a droite si ô

1° x est équirésiduel: > x."a~x".a ~ a ~ G ( )

et qu’un élément x de G est nomal à. gauche si 1

1° x est équirésiduelo

Notons de suite qu il ne faut pas confondre " li symétrique f’, (c est-à-dire

( ) x étant nous conviendrons de noter x ~ a la quantité-
x’.a - x.’a o



ax = a), avoc ;; x équirésiduel", tout élément équirésiduel étant évidemment
symétrique, mais la réciproque n’étant pas vraie en général.
Nous montrons alors qu’un gerbier qui a un élément nomal d’un c3té, a un élément

nomal à la fois p droite et ? gauche. Il n’y aura donc pas lieu de parler dé gor-
bier nomal d’un côté, mais de gerbier nomaly un gerbier nomal étant un gerbier
ayant un élément nomal à’un coté. Alors, un gerbier est nomal, si et seulement si

il admet un idempotent maximum équirésiduel.
Si l’on -rend pour G , le gerbier des (~-idéaux d’un ordre maximal ~ intro-

duits par ASANO ([1]), on s’aperçoit qu’il admet l’élément unité comme idem-

potent maximum conmutatif, donc équirésiduel (théorème II, 2) et que par suite, il
est nomal. Notre théorie recouvre donc la théorie et lui donne, pour ainsi

dire, un cadre agréable.

II

1. Démontrons d’abord quelques lemmes. o

la - a = x’.(x."a) est élément maximum de la classe de a module x.
Va ~ G :
In effet, on a x.’a = d’après la propriété (c) rappelée en 1,2,

et de plus particulier xBx est l’élément maximum de la clas-
se de e et x = xB(x."x) est élément maximum de la classe de x . 0

est une équivalence régulière pour l’union et régulière à droite pour la
Multiplication, telle que x est maximum dans sa classe, module x. Soit (%
une équivalence définie dans G , régulière pour l’union, régulière à droite pour
la multiplication et telle que x soit maximum dans sa classe module ~ ~ alors ,
on a le lemme suivant "

LEMME 2. - R est plus fine que ax, (c’est-à-dire ab entraîne a% b) : i
soit a ~ b(R), x = x ~ b(x. a) ~x(R), d’après la régularité de
(~ a droite pour la multiplication~ )t sa régularité pour l’union.
On déduit ~ x , donc x. a ~ x. b et de même donc

x.’a = x.’b et a ~ b(ax).

30 - Si une classe A module R, contient un résiduel à gauche  de
x y cet élément est maximum dans sa classe et par suite une classe ne peut conte-
nir plus d’un résiduel a gauche de x.

Soit a ~ avec ~= x’.~., on a ~(~) ~ mais donc

(régularité de ~ par rapport à et a~ xB~= lA) .



Bien entendu, on a les lemmes "symétriques" en échangeant partout "à droite" et

gauche Il et en remplaçant ax X par x L o

2. Nous sommes en mesure d’énoncer alors les caractérisations suivantes des élé-
ment s nomau.x à droite 

10 - Un élément x de G est nomal a droite si et seulement si 1

1° x est équirésiduel.
’’ :) ( x : 1 e ( ~~~~ ) ) ot’..., x., x .;::. e 

x 
u

effet, si 
X 

, ~: G , on a en calculant l’élément maximum de la

classe de x modulo et l’élément maximum de la classe de x modulo a J

(lemme 1) ~ 
X 

Donc x = x".e = et par suite (x e ( a = ax). o Récipro-
quement, si l’on. a les conditions 1° et 2° du théorème, on a
x == (x : t )°.[(x : i )x] et par suite x est élément maximum dans sa classe mo-

3 où l’on fait ). lemme 2 , ax:  estplus fine que ax . Mais a ax b entraîne a ax:  b car x : a = x : b entraîne

x : a = (x.a).  = (x.b).  = x : x b . Donc ax est égal à ax: , ~  ~ G .
Pour qu’un élément x de G soit nomal à droite, il suffit que les

conditions suivantes soient simultanément réalisées :

1° x est équirésiduel.
2~ Il existe k de G tel que x ~ xk = x . o

3° Le résiduel a gauche par lui-même de tout résiduel de x est ég.c:.,l à x : i x .

On a, B/~ ~ G , x)B(x : ~ x) = x ~  x , d’ou

D’autre part, on a l ’ égalité i (x ~ ce x)~[(x : t x)Bf(x ~ i = (x : a x).*k ,
(propriété (c) de I, 2). o Or, pour le k particulier du théorème~
(x : x).’k = = x . o Donc x est résiduel à droite de x ~ i x ~ donc est maxi-

mum dans sa classe module , ~ (lemme Asymétrique~ du lemme 3) et par suite (lemme
"symétrique" du lemme 2) x:xa est plus fine que ax = ax . o Hais b en-

traîne a, , ab car 1 



Donc ax = xa = 
". 

a et l’ on a, ~k’ ~ G, (x : k’ x) k’ ~ e(ax), ce qui

montre que x est nomal ? droite (théorème 1 ) .

Bien entendu, on a le "lemme symétrique" du lemme précédente que nous n’énonce-

rons pas. o 
’

THÉORÈME 20 - Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un gerbier admette

un élément nomal à. droite est qu’il admette un idempotent maximum équirésiduel.

Remarquons d’abord que, quel que soit Y ~-. G 9 (y’"y) ~ = y . y 9 et

(~re e y) ~ = ve o y ° o Posons z = y , .,y et montrons par exemple z2 = z . On a
et z2 donc z 2 z ° ~’ais ~ ? e car e ~ y y donc

z ~ z et Z~ - Z °
Ceci étant, si x est nomal a droite~ on a :

y~ = y entraîne (x : i = et y(x : ô x ~ , y , d’où

y ~. (x ~ i ~) ° ° (x : 1 v) ° Mais ce dernier élément est maximum dans la classe de e

module = donc (x : v)~(x : i v) . = x ù x et y~x : t x ~ ce qui montre

que x : x est l’idempotent maximum. 0

Montrons que cet idempotent maximum est symétrique s d’abord entraîne

a 
x:x 

;flLb car 
o 

b entraine a tl.,. x b ’ CI x étant nomal à droite s t. donc

(x : x) ° va = x : ô ax = x ô bx = (x : i x)".b . ° Ensuite a entraîne a6L 
° 

b ,

car (x : t x) °.a = (x : t x) ° ob entraîne x : > ax = x : i bx = u , mais la condition

de nomalité à droite fournit

et b et a 
° 

b puisque x est nomal à droite °

Montrons enfin qu’un idempotent maximum symétrique est équirésiduel. Soit ë

l’ idempotent maximum symétrique . La classe de e dans a03B8 = 03B8a a pour élé-

ment maximum ’t;..o ° ~ = ~’~ ° ° ~ = ~ ° On a, ~. cause de la régularité vis-à-vis de
la multiplication de ~~ = ~ , a ~~ ~, a ~, ~~ a (~!~. - -- t, ~ t~,.) ~ et

03B8.a = 03B8 .a03B8, 03B8.a = 03B8° . 03B8a . Posons 03B8.a03B8 = x et 03B8.03B8a = y . Prou-

vons x = y . On a successivement ~ 9 ~~ 9 
x03B8a03B8 ~ 03B8a03B8.03B8a03B8 ~ 03B8 , x 03B8a ~ 03B8. 03B8 = 03B8 et x ~ v : de même, on montre-

rait que x ~’ y donc et ~3 ° ° a - ~ ° ° s, 9 °

Réciproquement, si G a un idempotent maximum équirésiduel ~’~ p cet élément

vérifie les trois conditions du lemme : pour la deuxième, il suffit de prendre



k = e , pour le troisième, il suffit de se rappeler que ( B ~ &#x26; p)B(0 ~ t p) est

un iden1Dotent, ~ p ~ G , et que (03B8 : p) p ~ 03B8 , donc
~ ~ [(6 : p) p]~ 6~ = ~ ~ (propriété (a) de I, 2) et

(9 : p)B(8 : p) = ~ . 0 même~ on vérifierait que 6 vérifie les conditions

du ’.lemme symétrique" du lemme précédent. Donc 6 est nomal p droite et nomal

? gaucho 0 
’

COROLLAIRE 1. - Si un gerbier admet un élément nomal d’un coté x , il admet

un élément nomal a droite et à gauche x ù x .

COROLLAIRE 20 - Si x est un élément nomal à droite ou à gauche, nous appelons

équivalence nomale l’équivalence ~ 
x 

= o Si dans un gerbier G il y a une

équivalence nomale, celle-ci est unique.

THÉORÈME 3. - Si un gerbier G admet un idempotent maximum commutant avec tout

élément de G , cet idempotent maximum est équirésiduel et G est nomalo

Premier point i Soit tel que c~:c~==~9c~ alors

c= ~ : en effet on a (c6) =c ~ = c~9 o

De c3~ on déduit c~3~ ?e et (c~)~~cô donc (c6))~=c~ et

c 6~ ~~3 . o On déduit de là c ~6~.~=0 et c = 9 . o
Deuxième point Les conditions :

1° az ~ 6 .
2° 

3~ 
.

sont équivalentes. En particulier !9."a = ~".a ~ G . 0

De az S ô on déduit aza ~ 6a . De aza $ on déduit (az) &#x26; 03B8az .
Posons c = az U É9 , c~= = UQ) et

c é donc c = 03B8, d’après le premier point.

3. Voici enfin une propriété de l’équivalence nomale.
THÉORÈME 4 0 - Soit un gerbier G nomale son idempotent maximum équirésiduel

est un groupe.

Posons ai 
= ~.a~. On a c.’a. a = a = ~.e d’après la

condition de nomalité à droite. Donc al a = . De même on a 
La classe de est l’inverse de la classe de a ~ et est un groupe.

THÉORÈME 50 - Si, dans un gerbier G , une congruence R est telle que 

soit un groupe) et qu’il existe un élément ~ maximum dans sa classe; alors
R a~ = ~a et le gerbier G est nomal, R étant l’équivalence nomale de G o



Nous entendons par congruence une équivalence régulière pour la multiplication
et l’union de G o

Premier point i ~outrons d’abord que ?". o ~ = est élément maximum de

la classe de e En effet, soit on a e. ~ ~ ~(~) . o Donc

e et o D’autre part ~ = (~".o~)~ ~ car en posant
(~Bo =v ~ on a et comme on vient de voir e~~L".~ ~ ~ ~ (~.~)~.
et par suite o( = (~B’~)~ . On a donc e.~ ~ (~B ~)’~ (~) ~ puis-

que est un groupe, ~".~(~%) et o.’’’~. ~ ’=B~ .

Deuxième point i ~tant donnée une congruence ~ telle que la classe de y ne

contienne que des éléments inférieurs ou égaux a y , si toute classe module ~
contient un résiduel ~ gauche (p droite) de y , on a ~ = ~ (% = A) :

Si le résultat n’était pas vrai, une classe module c~ se décomposerait en

plusieurs classes module car on a, d’après le lemme 2, entraîne a

Alors cette classe contiendrait plusieurs résiduels à gauche distincts de y , ce

qui est impossible (lemme 3). o .

Troisième point # Soit une classe A module ~ et a E A ~ il existe A ~

tel que aa a~ e(~) . On 9. donc à

donc a ~ (~.~).a et a[(~.~).a] ~ ~.~ et puisque chaque clas-
se moduler est convexe , ceci prouve que a[(-~B~).’aj ~. e(~) . o Ceci montre

que [(oB~(),"a] appartient a A" ~ inverse de A dans le groupe G/~ . On
déduit que (~B~)."[(~Bo.)~aJ E A : i toute classe contient un résiduel à

droite de ~ et de même de ~.~ = ~’. ~ . o On démontrerait de même que toute
classe de (~ contient un résiduel ~ gauche et même de ~.~ . ~ On a donc

d’après le deuxième point : R =  = 

Quatrième point i 03B2 = = est un idempotont maximum équirésiduel,
car nous avons vu qu’il est symétrique: i ~ = ~~~ donc équirésiduel (voir
démonstration du théorème 2) si nous montrons que /3 est idempotent maximum. Or,
dans la classe de /? est la classe de e et c’est aussi la classe de
tous les éléments idempotents, qui sont donc inférieurs à ~ (premier point).
D’aDrès le théorème 2, G est nomal.

4. o Conclusion o

MOLINARO a développé dans sa thèse l’étude des gerbiers nomaux commutatifs en
mettant en évidence des types de gerbiers nomaux 3e rapprochant de plus en plus des
gerbiers intégralement fermés. 0 Une étude parallèle doit être possible dans le
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cas non commutatif. o

De plus, Po DUBREIL (f3]) a donné une interprétation do la théorie de 

Cette théorie apporte une généralisation du passage d’un domaine d’intégrité à
élément unité 9 noethérien, intégralement fermé, 1 sa fermeture intégrale dans une
extension algébrique finie séparable de son corps des quotients. On peut alors se
demander s’il n’existe pas une interprétation analogue dans le cas non commutatif.

Enfin, je veux signaler quo, mis on rapport avec I o MOLINARO, j’ai su

qu’il continuait à s’intéresser à ces questions. Il sembles bien que je ne puis
encore être rlus précis, qu’il ait obtenu dos résultats recoupant certains des

viens; qu’il n’a pas encore publiés. 0
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