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Séminaire DURREIL-"ISOT 13-01
(hlgtbre et Thlorie des nombres)
13e année, 1955/60, n° 13 26 février 1660

EYBIERS NON COMUT-TIFS RESIDULS

var Guy MAURY

I. Prédliminaires

1. Je crois utile de rappeler certaines définitions.

Un demi-grouve G dont la loi est appelée multiplication (le produit de a wpar
b, a, beCG, étant noté ab ) est appelé un gerbier lorsque c'est un demi-
groupe vis-2-vis d'une deuxidme loi apnelée union, notée (J , idempotente
(alUa=a, Wa €G), et commutative (a Ub=bUa, VYa, be G), la ml-

tiplication étant de plus distributive par raprort & l'union, c'est-a-dire :

Va , b, xe€ G, (a Ub) x = ax U bx R

Ya , b, y&G, y(a Ub) =va ivyb .
On sait que 1l'on peut définir dans G 1la relation d'ordre & :
asbhb «—=alb=> .
L'on a alors : a b entralne, quel que soit x , ax&bx , xa< xb .

Un gerbier G est dit résidué si, pour tout couple a , b d'éléments de G ,
les deux conditions suivantes sont réalisées : |

a. I1 existe un élément x de G tel que bx £ a , et 1l'ensemble des x avant
ces propriétés admet un élément maximum noté a.’'b et appelé résiduel # droite de
a par b .

b. I1 existe un élément vy de G tel que yb £a et l'ensemble des éléments
de G avant cette propriété admet un élément maximum noté a’.b et appeld rési-

duel & gauche de a par b .

Lorsque la multirlication de G est commutative; le gerbier G est dit commu-

tatif, et 1'on écrit a : b au lieude a.’b=a’".b.

2. Rappelons les rropriétés des résiduels qui serviront dans la suite :

a. a<b entralne x.’a2x.’b et x.2a2x".b et a.’x= b."x,
a’.x= b .x , quels que soient a , b, x éléments de G , supposé résidué.
b. (a.’b).’c = a.’bc et (a".b)’.c=a’.cb, ¥Ya, b, c, éléments du ger-
bier résidué G .

c. a¢€x".(x."a), \Ja ,‘ x éléments de G ; 1'égalité n'ayant lieu que si
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a est un résiduel 2 gauche de x , soit a = x'.y . De méme a € x.(x".a)
1'égalité n'avant lieu que si a est un résiduel » droite de x , soit
a=x.2, 2EG.
Si G a un éldment unité e (ae =ea=a , Va €G) on a toujours, Yx &G ;
)

x=x.'e =x".e et par suite x = x. (x".x) = x . (x.'x) .

3. But de 1'exposé.

MOLINARO ([4]) a découvert une classe de gerbiers commutatifs a élément unité,
résidués, plus généraux que les gerbiers intdgralement fermés introduits par
Mme DUBREIL-JACOTIV ([2], deuxidme partie) qu'il a appelés les gerbiers nomaux :

Soit G un gerbier commutatif, & élément unité, résidué ; ""LIFARO note é%x
l'équivalence suivante définie dans G

a, b6, x€G donné,aff'%{be—?’x:a=x3b .

I1 appelle élément nomal un élément x , s'il existe, tel que :

&, = OX:;A’ V-G )

Un gerbier nomal est alors un gerbier possédant un élément nomal. iOLIFARO montre
qu'un gerbier est nomal si et seulement si; il admet un idemvotent maximum po-
sitif. On retrouve les gerbiers intégralement fermés lorsque cet idemnotent maxi-
mum est 1'élément unité de G . _

Le but de cet exposé est d- définir des &1éments nomaux dans le cas non commu-
tatif :
G étant un gerier non nécessairement comiutatif, & élément urité; résidud,

définissons dans G ~es équivalences suivantes

i

a,beC, xe€G donné, all b e x.a =x."b, (notation a = b(@_ ) )
X x

t

a, b&e&nN, x< G donné , axfiln «— x .a = x .b , (notation a = b(x(Q) ) .

Nous dirons qu'un élément x de G est nomal ®» droite si :

°

1° x est équirdsiduel : x.'a=x".a, Yachs (l)
. = :
20 (_/,x = (é‘:f"’ ‘r/,\n G .

et qu'un élément x de G est nomal & gauche si :

1° x est équirésiduel.

20 X(_,'Z. = C//,, \7’*( £ G .

X'é'nl

Yotons de suite qu'il ne faut pas confondre " x symétrique™, (c'est~2-dire

1 ’ VN . 2
.( ) x étant dquirdsiduel, nous conviendronsde noter x : a la quantité
X .a=x."a.
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Czk = CZ), avee 7 x  dquirdsiduel®; tout é1ément dcuirésiduel étant évidemment
symétrique, mais la récinroque n'étant pas vraie on général.

sous montrons alors qu'un gerbier qui a un élément nomal d'un c3té, a un &1ément
nomal * la fois # droite et ? gauche. Il n'y aura donc vas licu dc parler dé gor-
bier nomal d'un cO6té, mais de gerbier nomal, un gerbier nomal étant un gerbier
avant un €lément nomal d'un c6té. ilors, un gerbier est nomal, si ot seulement si
il admet un idempotent maximum équirdsiduel.

31 1'on rrend pour G , le gerbier des & -idéaux d'un ordre maximal ¢ intro-
duits par A3aN0 ([1]), on s'apercoit qu'il admet 1'élément unité (¢ comme idem-
rotant maximum commutatif, donc équirésiduel (théoréme II, 2) et que par suite, il
est nomal. Motre théorie recouvre donc la théorie d'ASnNO et lui donnc, pour ainsi

dire, un cadre agréable.

1T
1. Démontrons d'abord quelques lemmes.
LET 1, - & = x".(x."a) est $1ément maximum de la classe de a modulo CZK s

Ya £6G:

In effet; on a x.'a = x.°[x".(x."a)] d'aprds la propriété (c) rappelée en I, 2,
et de plus a = x'.(x.%a) . In particulicr x°.x est 1'élément maximum de la clas-
sede e et x =x".(x."x) est élédment maximum de la classe de x .

-

CQ; est une équivalence réguliére pour 1'union ot régulidre » droite pour la
multiplication, telle que x c¢st maximum dans sa classe, modulo U?x . Soit Cﬁi
uac équivalence définie dans G , régulidre pour 1'union, réguliére 3 droite pour
la multiplication et telle que x soit maximum dans sa classe modulo 0?~, alors ,

on a le lemme suivant :

LEMME 2. - (R 2st plus fine que ‘Q—X ; (c'est-?-dire a&kb entraine q(zx b) :
soit az b(®), x=a(x.'a)VU x = b(x.'a) Ux(@R) ;, d'aprés la régularité de
R & dreite pour la multiplication, =t sa régularité pour 1'union.
On déduit ™»(x.'a) € x , donc x.’a€ x.’b et dec méme x.'a> x.'b donc

¢y
b(c[x) .

X.'a=x."h et a

t

LI 3. - Si une classe A modulo /% , contient un résiduel 2 gauche ‘! de
x , cet élément est maximum dans sa classe et par suite une classe ne peut conte-
nir plus d'un résidusl 2 gauche de x .

Soit a

i

W(m) avec w = x'.p-, on a ap= w{V(l’E) s mais wM $x  done

am & x (régularité de (R par raprort l1'uirion) et a = x“op.: w .,
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Rien entendu, on a les lemmes "symétriques® en Zchangeant partout 'a droite' et

"3 gauche" et en ramplagant (Qx par XLQ/.

2. Nous sommes en mesure d'énoncer alors les caractérisations suivantes des é1é-

ments nomaux & droite,

THEOREMT 1. - Un élément x de & est nomal ? droite si et sculement si :

1° x est équirésiduel.

2> (x ipx) = e(fﬂ,x) .
in effet, si (QX = (Qx: LS \/1‘\4 € G, on a en calculant 1'élément maximum de la
classe de x modulo dy et 1'élément maximum de la classe de = modulo &Xf»[“‘
(lemme 1)

x = (x :‘p\,)'.[(x s x) =t (x s M)x s x[x*).x]“, .

Donc x = x".e = x".[x. pMx] p et par suite (x IMX)M S e (X&.z &x) . Récipro-
quement, si 1l'on a les conditions 1° et 2° du théoréme, on a
x = (x 2 0)  [(x: M).'x] et par suite x est él1ément maximum dans sa classe mo-
dulo dxg’u (lemme 3 ot 1'on fait % = &x: ). D'aprés le lemme 2 , Cﬁlx:,\b est
plus fine que '(«QX . Mais a(‘lx b entraine a(fzxﬂ b car x : a=x : b entralne

X tMa = (X"a).'r‘ = (X-.b)-.y«.:x : b . Donc (Q;X est égal 2 (%:”, Vp, €G.

LiMME. - Pour qu'un élément x de G soit nomal 2 droite, il suifit que les
conditions suivontes soient simultanément réalisées :

1° x est équirésiduel.

2° 11 existe k de G tel que x : xk = x .

3° Le résiduel 2 gauchie par lui-méme de tout résiduel de x est gl 2 x : x .

Ona, Y¥eac, (x:¥ x).(x:XkX x)=x:x, dou

xo(x s K ox) K ox = (xT.x) . (x X x) K o= (x:ox) e
et '
(x ¢ ¥' x) ¥' = e(X:X(Q'.) .
D'autre part; on a 1'égalité : (x : x). [(x : x)".[(x ¢ x)."kJ = (x : x)."k ,

(propriété (c) de I, 2). Or, pour le k particulicr du théoreéme,

(x : x)."k =x."xF = x . Donc x est résiduel 2 droite de x : x ; donc est maxi-
mum dans sa classe moedulo x:xﬁ (lemme "symétrique® du lemme 3) et par suite (lemme
Tsvmétrique” du lemme 2) x:x& est plus fine que X(.g, = CQ-X . Mais aC’-'),X b en-
traine ax:x(’q'b car :

°

(x : x)"ea=x:ax = (x."a)."x = (x.°b)."x = x : bx = (x +x)°b .
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Donc (9';{ = x&' = \"’x(g et 1'ona, YKEG, (x:X x)k'= e(&x) , ce qui
montre que x est nomml » droite (théoréme 1).

Rien entendu, on a le "lemme svmétrique™ du lemme précédent, que nous n'énonce-

rons nas.
THEORMMT 2. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un gerbier admette
un é1lément nomal & droite est qu'il admette un idempotent maximum équirésiduel.

Remarquons d'abord que, quel que soit v & G, (y'.y)'2 =y .y , et

(v.’y)2 =v.'y . Posons z = y'.y et montrons par exemple 2z =2z .Ona
- . 2 - ° I 4 .
zy ©y ot zzv::zv&v donc z <€ y'.y=12z.Mais z22e car ey &y donc
2 2
z =2 et 2 =2 .
Ceci dtant, si x est nomal & droite, on a :
y2 =y entraine (x : v).’y = x.'y2 =x.'y et v(x:y)E x:y, dou

vy €(x ¢ v)' .(x ¢ v) . Mais ce dernier élément est maximum dans la classe de ¢
modulo (QX"V = (,‘?5( done {x :v)'.(x:v)=x:x et y< x : x, ce qui montre
que x ¢ x est 1'idempotent maximum.
Montrons que cet idempotent maximum est symétrique : d'abord a{g’x°x b entraine
a &b car aid
XX X
(x : x)".a = x 5 ax

oy P entraine atl, b, x étant nomal » droite, donc

x 2 bx = (x ¢ x)°.b . Ensuite a x"xdb entraine aél. b,
car (x : x)'.a = (x : x)".b entraine x : ax = x : bx = u , mais la c¢ondition

de nomalité & droite fournit

(x:ax)a:_‘—(x:bx)b:—:e(fg«x) s
donc
X :ua =X :ub=x
et
(x.°u).’a = (x « u).’b
et al ... b et a ¢ .. b puisque x est nomal 2 droite.
X:u XX

Montrons enfin qu'un idempotent maximum symétrique est équirésiduel. Soit ]
1'idempot~nt maximum symétrique. La classe de e dans &(_ = etCL a pour élé-
ment maximum €.°8 = ©°,9 =8 | On a, 3 cause de la régularitd vis-3-vis de

la multiplication de Cqs =e'~q—' , aB sz a @a(ﬂe = Q(Q.) ; et

. TA) ° ° ° x) L ° ) 2" —
€.'a=&#.,"af s O'.a= €°.6a ., Posons £.'aG =x et &°'. T7a =v ., Prou-

~ 4

vons x = v . On a successivement aCx < €, Cabxc G, ZabxPa0 € (:')ae P

xPa@ c fab."PaPcl |, xO £6.8=9 ot x<v : de néme, on montre-

rait que x 2y donc x =y et OH.'a= 8°.a, Vaco. |
Réciproquement; si G a un idempotent maximum équirésiduel € , cet élément

vérifie les trois conditions du lemme : pour la deuxiéme, il suffit de prendre
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k = e , pour le troisiéme, il suffit de se rappeler que (8 :p)°.(0 :p) est
un idemvotent, Yp &G, et que (O : p) p = O, donc
E: [(B :pvplp 8:0 = € , (propriété (a) de I, 2) et
(B 1 p).(f :p) = 8 . Dec méme, on vérifierait gue © vérifie les conditions
du “lemme symétrique® du lemme précddent. Donc & est nomal » droite et nomal
& gauche.

COROLLAIRE 1. - Si un gerbier admet un élément nomal d'un c6té x , il admet

N

un élément nomal 2 droite et ? gauche x : x .

COROLLAIRE 2. - 8i x est un élément nomal 2 Croite ou & gauche, nous appelons
équivalence nomale 1'équivalence 'Qix = 4 éL. si dans un gerbier C il y a une

équivelence nomale, eelle-ci est unique.

THEOREME 3. - Si un gerbier G admet un idempotent maximum commutant avec tout
élément de G , cet idempotent maximum est équirésiduel et G est nomal.

Premier point : Soit c & G, tel que c2.‘~_‘: c@=65c, ¢c=26 .0na alors
2
¢

€ ¢ cé .

De ¢c26 onddduit cE 28 oe et (09)2 2c¢b donc (06)2 =cB et
c 826 | 0n déduit de 12 ¢ 599 =B ot c= & .

Deuxiéme point : Les conditions :

1° az < € ;

2° aza ¢ Ba ;

3° za & 2
sont équivalentes. En particulier O.'a=E".a sy Ya€gaG.

De az ¢8O on déduit aza € Ba . De aza € Fa , on déduit (az)z":} Baz .
Posons ¢ = az U @, 2 = (az)2 UPRazlUB €BazUB = B(az UB) ot

2 A N . .
c €¢c & donc c=6 ; d'apres le oremier point.

c=6 : eneffet on a (09)2=c292=

3. Voici enfin une propriété de l'équivalence nomale.

THEOREME 4. - Soit un gerbier G nomal, o soh idempotent maximum équirésiduel
G/ él ” est un groupe. »

Posons a, = o,'aX . On a O(,'al a=X."(K."axX) a= X.'e d'apreés la
condition de nomalité & droite. Donc a8, ax e(ao,\) . De méme, on a aa, = e(lﬂu) .
La classe de a1 est 1'inverse de la classe de a , et G/(SZM est un groupe.

THEORIME 5. - Si, dans un gerbier G , une congruence K est telle que 6/R,
soit un groupe; et qu'il existe un élément © maximum dans sa classe, alors

R = @a;xél— et le gerbier G est nomal, (K. é&tant 1'équivalence nomale de G .
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Nous entendons par congruence une équivalence réguliére pour la multiplication

et 1'union de G .
Premier point : Montrons d'abord que o . = X."¥ est élément maximum de
la classe de ¢ mod K . En effet, soit e, = e(ﬁ;) s on a e1 A = 3((/7{,) . Donc
e WA

S K. A ., D'autre mart o4 = (XK °.)A |, car en posant
Aok =y , ona v &X et comme on vient de voir e € KA , X & (KKK
et par suite ol = (ok'."x)d~ - On a donc e, . (*°. ") (R) , d'ou, puis-
que G/R, est un groupe, e, = o('.d(@) et A, o = oL A,

Deuxiéme point : Ttant donnée une congruence I, telle que la classe de y ne

e

1 1

tl

’ 3 ’ . Il ~ 0 7

contienne que des éléments inférieurs ou égaux 2 v , si toute classe modulo 7
o . 2 . Y . - R) — & /d/\‘) — &) -
contient un résiduel  gauche (2 droite) de y , ona &, = y (o= &)

Si le résultaet n'était pas vrai, une classe modulo % se décomposerait en
plusieurs classes modulo (A, , car on a, d'aprés le lemme 2, afb entraine aQ.Vb .
Alors cette classe contiendrait plusieurs résiduecls & gauche distincts de y , ce
qui est impossible (lemme 3).

. »

Troisiéme point : Soit une classe A modulo & et a = 4 s 11 existe a € A °

tel que aa = a a =e®) . On a donc :

aa” ¢ ot X = A, A

*

a a g =L, KL, ek

donc a* c(A.°X)."a et aa*g al( "¢ )."a] € K .°K et puisque chaque clas-
se modulo R est convexe, ceci prouve que a[(at°.e)."a] = e(&) . Ceci montre
que [(x*.xX)."a] appartient & A7t s inverse de A dans le groupe GAR, . On
déduit que (") [(K".K).’a] € A : toute classe contient un résiducl 2
droite de o et de méme de X.'® = °.X , On démontrerait de méme que toute
classe de ®, contient un résiduel » gauche de R ot méme de =.X . On a donc
d'aprés le deuxitme point : &K = &o( :d\f{.’. - QA q.

E SR e - A
Quatridme point : B = ., = o« .o ost un idempotent maximum équirésiduel,
car nous avons vu qu'il est svmétrique : R = ajg = /561, donc équirésiduel (voir

démonstration du théoréme 2) si nous montrons que £ est idempotent maximum. Or,
dans G/@, la classe de 2 est la classe de e et c'est aussi la classe de
tous les éléments idempotants, qui sont donc inféricurs 2 B (premier point).

D'anrés le théoréme 2, G est nomal.

4. Conclusion.
MOLINARO a développé dans sa thése 1'étude des gerbiers nomaux commutatifs en
mettant en évidence des tvpes de gerbiers nomaux %e rapprochant de plus en plus des

gerbiers intégralement fermés. Une étude paralldle doit &tre possible dans le
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cas non comnutatif.

De plus, P. DURRTIIL ([3]) a donné une interprétation de la théorie de "OLINARO.
Cette théoric apporte une généralisation du passage d'un domaine d'intdgrité 2
é1ément unité, nocthérien, intégralement fermé, @ sa fermeture intégrale dans une
extansion algébrique finie séparable de son corps des quoticnts. On peut alors se

demandzr s'il n'existc pas une interprétation analogue dans le cas non commutatif.

Enfin, je veux signaler quc, m'ét.nt mis con rapport avec I. MOLINARO, j'ai su
qu'il continuait 2 s'intéresser 2 ces questions. Il semble; bien que je ne puis
encore étre nlus préecis; qu'il ait obtenu des résultets rccoupant certains des

miens, qu'il n'a pas encore publiés.
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