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Séminaire DUBREIL-PISOT ~12-01
(Algébre ot Théorie des nombres)
13e année, 1959/60, n® 12 22 février 1960

VALUATIONS D'UN ANNEAU NORTHXRIEN T THEORIT DE LA DIMINSION

par Paul JAFFARD

Tous les anneaux considérés dans cet exposé seront commutatifs et munis d'un
é1ément-unité.
k étant un sous-corps d'un corps K , on désignera par d. t.[K : k] le degré

de transcendaence de K sur k .

1. Dimension valuative d'un anneau noethérien.

Rappelons d'abord la définition et les principales propriétés de la dimension
valuative d'un anneau telles que nous les avons exposées il y a deux ans dans

ce séminaire.

A étant un anneau integre ayant pour corps des fractions K ; on appellera

valuation de A toute valuation de X dont 1l'anneau de valuation contient A .

On appellera dimension valuative de A , et on désignera par dimv A la borne

supérieure des rangs (1) des diverses valuations de A . C'est un entier positif

ou nul qui peut &tre infini. On notera rg v 1le rang de la valuation v .

Cette définition se généralise de la fagon suivante aux anneaux pouvant avoir

des diviseurs de O : on appelle dimension valuative de A , et on désigne par

dimv A 1la borne supérieure des nombres dimv A/p lorsque p parcourt 1'ensemble
des idéaux premiers de A .

Désignons par dim A 1la dimension ordinaire (au moyen des chalnes d'idéaux

premiers) de 1l'anneau A et par A(n) un anneau de polynOmes & n variables
sur A . On montre sans veine les rslations suivantes :
(1) dim A Sdim_ A
2  aim A® cnsaim s A .
, v v

I1 en résulte que si on a :

(3) dim 4 <

(1) Rappelons que le rang d'une valuation est la dimension de son anneau de va-
luation.

(2) L'inégalité (1) ne peut pas &tre améliorée. Nous avons démontré en effet [7]
que si 1'on se donne deux entiers finis ounon d et d' ;, il existe un anneau
A tel que dimA =d et dim A=4d' (& condition que d €4d' )e
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il existe des entiers N et & (avec & < dim A ) tels que pour n 3N ; on

ait .

(4) dim A(n) =n+ 6 .
En particulier, si

(1) dim A =dim & ,

on aura pour tout n 3
(41) ain A = p « dima

L'3galité (1') se vérifie immédiatement dans le cas ou A est un anneau de

Priifer. I1 en résulte donc une démonstration trés simple du théoréme suivant :

THEORYME 1 (SEIDZNBERG). - A étant un anneau de Priifer, on a pour tout en-

tier n 20 :

dim 4

= n + dim A o
On a d'autre part, le théorime suivant de démonstration plus délicate ([6], th. 14)

THEORIME 2. - S'il existe deux ~ntiers (finis) W et & tels que; pour tout

n> N, onait 1'égalité (4), la dimension valuative de A ost finie et égale

a8,

Or, il existe une famille importante d'anneaux satisfaisant aux hypotheses du

théoréme 2, ce sont les arncaux noethériens. On a, en effet le théoréme suivant :

THEOREME 3 (KRULL). - A étant uh annecau noethérien, on a pour tout entier n

dim A = 0+ qim A
On reut donc en conclure:

COROLLAIRE. - La dimension valuative d'un anneau noethérien est égale & sa

dimension ordinaire.

On remarquera que, d'aprés ce qui précéde, si on pouvait démontrer directement
ce dernier corollaire, on en déduirait immédiatement le théoréme de Krull. Or,
nous allons voir sans peine que ce dernier corollaire est équivalent & un théo-
réme d0 & ABHYANKAR [1]. Avant d'énoncer ce dernier, donnons quelques définitions
supplémentaires

A étant un anneau intégre et v une vzluation de A ; on appelle centre de
v sur A 1l'ensemble p des éléments x de A tels que v(x) >0 (le grou-
pe des valeurs de v &tant noté additivement). On voit immédiatcment que P
est un idéal premier de A et que, ¢ désignant la spécialisation du corps des

fractions X de 4 définie par la valuation v ; la spécialisation ¢ induit
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sur A 1'homomorphisme A - A/p . On appellera A-dimension de v et on notera
dim, v le degré de transcendance de ¢(¥) sur le corps des fractions de A/b .

A
Ceci posé, le théoréme d'hbhyankar s'énonce ainsi :

THEOREME 4 (ABHYAI'XAR). - Soient A wun anneau d'intégrité noethéricn local
d'idéal maximal m et v une valuation de A de centre m sur A . On a 1'iné-
(5) dim, v + rg v dim A .

Montrons d'abord quc le théoréme 4 est entrainé par le corollaire du théoréme 3,
q p

K - étant le corps des fractions de A , la valuation v correspoad & unc spécia-
lisation ¢ de ¥ sur un corps X' contenant le corps k = A/m. Soit n un
entier fini <d. t.[K' ¢ ¥] . On peut trouver une spdcialisation ¢' de rang
n (3) du corps ¥' laissant invariants les é1léments de k . ( ¥' contient un
sous-corps de la forme k(x ceo s xn) , les X3 étant algébriquement indépen-

cee 5 xnj - k[xl s 000X _1]

l 5
dants sur k . On 3tend & K' 1la snécialisation k[xl R
et on recommence n - 1 fois...).

La spécia'isation Y = ¢' ¢ de K é&tant de rang n + rg v définit une valuation
de A ayant pour rang n + rgv . Donc n + rg vg dimV & . Le corollaire du théo-
réme 3 entraine alors :

n+rgvgdima .

Mais, comme ceci cst vrail pour tout entier fini n tel que n <d. t.[K' : k],
on en déduit :
de t.[K'" ¢ ¥] + rg v < dim A

Le théoréme 4 en résulte en vertu de 1'égalité dim, v = d. t.[¥' : k| (qui est

la définition de dim, v ).

Supposons maintenant vrai le théoréme d'Abhyankar et mohtrons qu'il entraine le
corollaire du théoréme 3 :

Soient A un anneau noethérien, p un idéal premier de A et v une valuation
de A/» =B . Il faut montrer que rg v <dim & . Désignons par q 1le centre de
v sur B . Comme v est une valuation de 1l'anneau de fractions B_ qui est
noethérien, local et intégre, le thdoréme d'Abhyankar montre que rg v < dim Bq 5

d'ol le corollaire, compte tenu de 1'inégalité :

din B <din B < dim A .

(3) C'est-2-dire définissant une valuation de rang n de K' ou encore qui peut
se décomposer en un produit de n spécialisations non triviales, ot non en un pro- -
duit de n + 1 spéecialisations non triviales.
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Le théoréme d'hbhvankar a un important corollaire di & ZARISKI :

COROLIAIRE (ZARISFI). - Soit A un anneau d'intégrité noethérien local d'idéal

maximal m et de dimension 4 . Si v est une valuation de A de centre m sur

A et de rang 1 , la A-dimension de v est inférieure ou égale & d - 1 .

ZLRISKI se sert de ce théordme pour donner une démonstration simple de son

"Main Theorem® (cf. paragraphe 5).

La démonstration du théoréme d'Abhyankar est plus longue que celle du théoréme
de Krull et fait appel » des résultats plus profonds puisqu'elle est basée sur
les théorémes de Cohen concernant la structure des anneaux locaux complets (4)‘

Nous ne donnerons pas ici de démonstration directe du théoréme de Krull. Outre
la démonstration originale de KRULL, ([10] et [11]), il en existe une trés dif-
férente, du méme ordre de difficulté mais suscentible de s'apnliquer & des cas

autres que celui des anneaux noethériens et que nous exposons ailleurs [7].

Nous allons par contre donner la démonstration directe du théoréme d'Abhyankar.

2. Le théoréme d'Abhyankar.

Nous nous proposons donc dans ce paragraphe de montrer le théoréme suivant :

THIORI™E 4 (ABHYANKAR). - Soient A un anneau d'intégrité noethérien local

d'idéal maximal m et v une valuation de 4 de centre m sur A . On a 1'iné-

galité :

dim.A v+ rgv<dima .

Nous allons procéder en démentrant successivement toute une suite de lemmes. Notre
premier but est de démontrer le théoréme d'abhyankar dans le cas o v est une
valuation de rang un, c'est-&-dire dans le cas ou le groupe des valeurs est un
sous-groupe (non nul) du groupe additif des nombres réels. Wous dirons dans ce

cas que la valuation v est réelle.

LEMME 1. - Soit A" un anneau d'intégrité nocthérien local dont le complété A

est integre ( A sera dit alors analvtiquement irréductible). Toute valuation v'

de A' induit sur A une valuation v avant méme groupe de valeurs et méme

corps résiduel que v' .

4
(") Cette longueur plus grande est en partie compensée par la longueur de la dé-
monstration du théor&me 2.
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Désignons par m et m les idéaux maximaux de A et &' , par p et P
1]

les contres de v sur A etde v' sur &' (m=m A et p=p nA).

Comme A' est noethérien, ¢ a une base finie, soit :

Posons s = inf(v'(ai) g eee s v'(aﬁ)) (s>0 puisque p cst centre de v' ).
Soient x' un élément quelconque de A' , v'(x') =t et q un entier >1t/s .

Soit xe A tel que x' - x¢€ m? . 0na:

v (x" - x) >v'(x') ’

donc
v x') =v'(x + (x' - x)) =v'(x) = v(x) 3

donc v(a) =v'(A') et v ot v' ont mdme groupe de valeurs.
Un élément quelconque de 1l'anneau de la valuation v' veut toujours se mettre
sous la forme x'/v' (x' , y' € A') . Comme nous l'avons vu, 3x , y€ 4 tels

2

e v'(x -x')>v'(x') et v'(y - v') >v'(y') . Par suite x/v appartient

Q

3 1'anneau de la valuation v' et les inégalités :
' -
V'Giﬁ;r;i) >v'(x'/fy') 20
et

V'(‘}('(l"ﬁ':'l)') =v'(x/y) + v (V L) >v' (x/y) 20 s

comparées a 1'égalité :

x' _x _y&x' -x) -x(y' -v)
v\ '
montrent que :
V(= -=) >0 .
(Y )

X !
I1 en risulte que 1l'image de %fv dans le résiduel de v' est la méme que 1'image

X . . N
de = dans le résiduel de v . D'ou le lemme.

LEMME 2. - Le théoréme 4 est vérifié lorsque v cst une valuation réclle ct

i un anneau de séries formelles & n variables sur un corps k .

Soit A = k[[yl s eee xn]] . Posons B = k[xl s e s xnj (sous-annecau formé

par les polyndmes). Soit p 1'idéal maximal (x ceo g xn) B de- B . L'anneau

1 H
C = BP est noethérien local d'idéal maximal m =pB_ . Son complété est A . Le

lemme 1 montre alors que si v cst une valuation réelle non nulle de A , ayant
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pour centre (xl s eeo s Xn) sur A , et si w est sa restricvion & C, w
2st non nulle ct le résiducl de v est le méme que ceclui de w . Comme les
corps résiducls de A et G sont tous deux identiques & k d:'Lm.A v = dimC W o

Mzis on a immédiatement dim, w = dimy w . Comme B est un anneau de polvndmes
34 n variables sur le corps k , 2t comme w st triviale sur ¥k et de rang 1 ;

ona dim, w n-1. L'égalité dim A = n entreine alors
dimAv+rgv$dimA .
D'oll l¢c lemme.

LEMME 3. - Le thforéme 4 est vérifié lorsque v est une valuation réslle et

A un anncau de séries formelles & n variables sur un anncau U ayant lcs pro-

priétés suivant:s : U ost 1'anneau ¢'uns valustion uv réelle discréte et il

est comnlet.

Soient donc 4 = U[[xl s ees g xnj] ot B = U[x1 s eee s xnj . Désignons par
p une uniformisante locale de U ot soit p 1'idéal maximal
(p Xy 5 eee s xn) de B . L'anneau G = BP cst noecthérien local d'idéal ma-
ximal ﬂl=]3BD . Son complété est A . Le lemme 1 montre donc que si v est une
valuation réelle non nulle de A avant pour centre (p , Xy 5 eve g xn) sur A
et si w cst sa restriction 2 C, w est non nulle et le résiduecl L de v
est le méme que celui de w . Les corps résiducls des anneaux locaux A et C

s'identifiant tous deux au corms résiduel k de l'anncau U , on a :

dlmA v = dlmC w (= dlmB W) .

Désignons par k' et K' 1les corps des fractions des anneaux U et B , par
9 la spécialisation de ' définie par w . On a 1'inégalité :
d. t.[@(F') :op(k')] g de t.[F ¢ k] s

mais ¢(K') étant le résiduel de w et (k') étant ¥k,

oo

de t.fo (') = e(kx')] = dimg v .
D'zutre part, d. t.foiF') : k] €n .
On a donc dimA vgn . Comme rgv=1 etdimh=n+1, on a bien :
dimAv+rgv\<dimA s

ce qui démontre le lemme.

LMME 4. - Le théordme 4 est vérifié lorsque v est une valuation réelle et

que A est complct.
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Comme A , d'idéal maximal m , cst supposé intégre, dans le cas d'inégale
caractéristique, si © désigne la caractéristique du réeiduel, 1'idéal (v) de
A est de rang 1 . Le thdoréme 16 de CO:iZN [4] montre alors qu'il cxiste un sous-
anneau A, de A qui est p-adique (c'est-2-dire un anncau régulier complct

0

’ . . — - - ~ I
et non ramifié) d'idéal maximal m tel que mn A, =m., , qul & meme corps ré-

0 0 0
siduel ¥ que A , m3me dimenszion, ot tel que A soit un Ao-module fini. Le
corps des fractions K de 4 =ast donc une extension algébrique (finic) du corps
des fractions KO de AO . Soit alors v , wne valvation réclle non nulle de 4
de centre m sur A . Zlle induit sur AO une valuation réclle non nulle de
centre m, sur A, . Lo résiduel de v étant algébricue sur lc résiduel de Vg »
on a donc :

dimA v = dim, e .

4

Comme dim A& = dim AO s 11 suffit de montrer le théoréme 4 pour 1'anncau AO et

la velvation v, . Mais alors deux cas sont possibles ([4], théoréme 15) ;

0

1° Cas d'égales caractéristiques. - AO ¢st alors un anneau de sérice formel-

les 2 n variables sur un corps 2t lc lemme 2 montre le résultat.

2° Cas d'inégales caractéristiques. - Comme AC est non ramifié, AO est un
]
anneau de siries formelles & n variables sur un p-anncau, c'cst-a-dire en par-
ticulier, 1'anneau d'une veluation réelle et discréte qui est complet. Le lemme 3

montre alors le résultat.

LEMME 5. - Tout quotient d'un anneau nocthérien local complet c¢st encore complet.

Soit 4 un anneau noethérien local complet, m son idéal maximal, <« un idéal
quelconque de A ot K = A/a . & ost dvidemment local nocthérien. Montrons
qu'il est complet. I1 suffit pour cela de montrer cue dans £ toute série dont
1> terme général tend vers O est convergoente. x étant un &lément de A , nous
désignerons par X son image dens & . Soit 23%} une telle série. A tout entier

n on peut donc associer un entier m(n) tel que m(n)->w si n-o o et tel

- — m(n . = . . m(n
que x em (n) (si m =m/ ). L'inclusion X € m (n) +a montrc que 1l'on
peut dcrire x_=y_ + a_ avec y._ € mm(n) et a € a . Donec y_=x_ . Comme
; n “n n n n ‘n n

la séric th a son terme général qui tend vers O dans A , elle converge vers

un élément y de 4 . Il est facile de voir que szn converge vers y , ce qui

achéve de montrer ce lemme.

LEMME 6 (Théoréme de Zariski). - Le théordme d'Abhyankar cst vrai toutes les fois

que v est une valuation réelle.
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Soit donc A un anncau noethérien local intégre d'idéal maximal m, K son
corps des fractions et v une valuation réelle dc A avant pour centre m sur
A . Désignons par V 1l'anneau dec la valuation v.. & et V sont deux anneaux
métriques.
Soient

m= (x1 ) eee s xn) et o= inf(v(xi) s ees v(xn)) >0 .

. . n . . s . .
L'inclusion x € m entrainant v(x) » na , on voit que 1'application identique

de 4 dans V =st uniformément continuc. On cn déduit que cette application se
Ve

prolonge en un homomorphisme d'anncau ¢ du complété 4 de A dans le complété
~N

T ge v (tout anneau de valuation de reng 1 , quoigue non nécessairement noethé-
rien admat un complété). 7 st 1'anncau d'unc valuation ¥ qui orolonge v , qui
a nmdme groupe de valaurs, (donc qui est réclle) et qui a méme résiduel. Désignons

par M 1'id%a) maximal de i, par m 1'idéal maximal ¢ (@) de A' = @(ﬁ) . In

) 4 - . o h Lol ~
identifient A ¢ son image var ¢ , on voit que A cs' c V . Comme A a meme

rd » ~ . . ~ ’ ° »
résiduel que A , on voit qu'il a encore méme risiducl que a' (m'n A =m) .
. ’ n ~ -~ ~ p . ~ . .
L'égzlité f=mh ontraire ¢(m) = ¢(m) ¢(a) ou m' =mh' . Par suite ¥ induit
sur A' une valuation v' de cmtre m' .

v et v' avant méme résiduel, A4 et L' ayant m3me résiducl; on a :

dim, v = dim., v' .
N dlmﬁ,

D'autre part, le lemme 4 appliqué 2 l'anncau 4' montre que 3

1+ dimA, v & dim A' ’

LN LN
et comme dim A' £ dim 4 et dim A = dima , on a :

1+ dimA, v £ dim A 5

ce qui achéve de montrer le lemme.

Démontrons maintcnant dens toute so généralité le théordme d'abhyankar par récur-
rence sur la dimension de l'anneau A4 .

Si A est de dimension 1 , ca fermeture intégrale est un anncau de Dedekind,
d'eorés un thdordme de Krull [8], donc une valuation de A ne peut avoir un rang
>1 (c'est-2-dire que dimV A=1). 51 v est une telle valuation, si L est
le résiduel de cette valuation; et m le centre de v sur A , on voit que
d. t.[L : 4/m] =0 , sans csla, on pourrait trouver une spécialisation non tri-
viale de L qui serait triviale sur a/m ot par suite une valuetion de A stric-

tement plus fine que v , ce qui cst impossible, car son rang serait alors 22 .
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Le théoréme G'aAbhvankar est done vrai pour dim 4 =1 .

Supposons cu'il ait été démontré toutes los fois que dim &4 <n , ¢t montrons
gu'il est encore vrai si dim A =n .

Soit donc dim 4 =n , ot soit v wunc valuation de A avant pour centre sur
A son idéal maximal m . Si v est réelle, le théor:me d'abhyankar résulte du
lemme 5. Sunposons done v non réelle. Soit V 1'anneau de la valuation v .
Montrons que V admot un idéal premier minimal g' . Soit ®' 1'onsemble des
jdésux vpremiers non nuls de V et ® les intersections avec A des éléments
de @ . @ étant tot:lement ordonné par inclusion, il en est de méme de @ .
Comme 4 est de dimension finie, @ admet un plus petit €1lément. Comme tout
é1lément de @' a une intersection non nulle avee & (soit p' e ® et xep'
on éerit x =a/b (a; bea) ot aep' nAh) ; on en déduit que 1'intersection
de tous les £léments de @' n'est pas réduite & {0} . C'est 1'élément q' cher-
ché. L'anneau V_, est alors l'unneau d'une valuation réelle w moins finc que
v . Dészignons par K le corps des frections de a ; par ¥' lec corps des frac-
tions de 4/q (o0 g=4hn q') . La spécialisation ¢ de ¥ définie par v
peut s'derirc ¢ = Y ou Y cst la spécialisation définie par w . Zlle est
de rang 1 ot svdcialise K sur un surcorps L de K' . Y spéeialise L sur
(k) = x(L) =Q ot induit sur ¥' unc spécialisation ' qui spicialise XK'

sur un corps ' contenu dans Q ~t contenant 4/m = k

K———3 L ——— Q
R S x |

A i 5 QF

q ' 7

| X

b ——— 4fy ——— afn =k

Premier cas ¢ q=m., - En ce cas; la valuation réclle v a pour centre m sur

7

A . Comme dim, v = d. t.[L : k] , 1lc lemme 6 montre que :
1+d. t.[L: ¥] gdim & .

Mais, d'autre part, ([5] ou [7]) : d. t.[Q : k] + rg x £d. t.[L ¢ kj et comme
rgv=1+rgy

dim, v =d. t.[Q ¢ k] .
On a bien :

dim, v + rg v £ dim A .
A
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Deuxidme cas : q #m. - On introduit alors 1l'annesau local & , d'ideal maximal

g4  dont le résiduel est ' . w étunt une valuation réelle dec Aq avant pour

centre sur A  son idéal maximal, le lemme & montre que :

1 +d. t.[L ¢ ¥'] £dinm Aq .

Les hypothéses de récurrence aprliquées # l'anncau A/ (dont la dimension est

<n ) et ? la valuation c¢éfinie sur cet anneau par la spécialisation ¥' montrent
que
rg v' + d. t.[Q" ¢ k] £ dim A/q .
Meis d'autre part ([5] ou [7]) :
rgx -rg ¥ <d. t.[L s ¥') -d. t.[0 2 Q" .
D'oli, en additionnant les trois inégalitds précédentes, on a :
1+rgy +d. t.[Q' ¢ k] £ dim Aq + dim A/ - d. t.[Q s Q']

qui, compte tenu des relations :

rgv=1+rgy s

do t.[Q ¢ k] =d. t.00 ¢ Q1] + 4. t.[Q' ¢ k] s

1

dim, v
£
dim H.q + dim £/ < dim A
permet d'écrire :

dimA v+ rgv<dimAa .

Lz théoréme d'iAbhvankar est donc bien ddmontré par récurrence sur dim i .

REMARLUSZ. - 3tant donnée une valuation v d'un corps K ;, on appelle rang ra-
tionnel de v ;, et on désigne par rgr v le rang au sens ordinaire du groupe de
valeurs G de la valuation v , c'est-?’-dire 'a dimension sur le corps §_ des

nombres rationnels du produit tensoriel i%,@Z G, G étant considéré comme module
N

sur 1l'anneau ia’ des cntiers ordinaires. On a toujours rg v € rgr v et ABHVANKAR
montre que 1'on peut dans 1'énoncé du théortme 4 remplacer 1'inégalité (4) par

1'inégalité plus forte :

dimA v +rgrv dim A& o

La démonstration est la mémec que celle indiquée ici. “ais on remarquera que cette
forme (plus forte) du théortme d'Abhyankar ne semble pas pouvoir se déduire du
théoréme 3 (de ¥RULL).
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3. Les nombres &(q, ) .

Rappelons [6] que, q et p étant deux idéaux premiers d'un anncau & , tels
que q C p, on désigne par O(q , p) la borne supérieure des nombres d tels
que 1l'homomorphisme canonique Akj - A/b puisse se prolonger en une spécialisa-
tion du corns des fractions de Af; sur une extension de degré de transcendance
d du corps des fractions de 4/p . On a donc O £ &(q s ;9 < o

Ceei nosé, considérons dans 1'anneau de polyndmes 4 B/ 1es chaines d'idéaux

premiers ¢

@Ocﬁlcu- c@s

telles que :

P, 0 A =q (0Ogigs -1) et Pssz(n) ,

(h) ; (n))

et désignons par A(qA s PA la borne supérieure des longucurs de ces

chalnes particulieres.
ilous avons montré dans [6] le résultat suivant s

THEOREME 5. - 51 q #7p , on a 1'égalité :

(6) X(qA(n) s pA(n)) =1+ inf(n , (9 , P)) .
Cette égelité est le point de départ des raisonnements qui permettent de montrer
que lg dimension de A(n) deviont une fonction linéaire de n pour n assez

grand. Plus exactement, on a [6] le théoréme suivant :

AHA 1N 0 as  : s . s .
THEOR™E &, - 81 A est un anncau de dimension finie, 11 existe un nombre N

tel que pour tout n ¥ on ait 1'égalité :

(7) dim A(n) =(L+n)n+d 5

net & étent dos enticrs constants tels que O<n<d et < dimA .

Nous avons pu montrer (la démonstration sera publiée dans [7]) que, de fait,
1'énoncé de ce théortme nc neut pas étre bien amélioré : si on se donne 3 1'avance
deux entiers s et & tels que 0 n O il existe un anncau A tel que pour
tout entier n suffisamment grand, on ait 1'égalité (7).

Les résultats sont particuliérement simples dans le cas od 4 est un anneau

de dimensior 1 . Trois cas seulement sont alors rossibles :

(n) _
(n) _

b. dim i =n + 1 pour tout n ;

a. dim A 2n + 1 pour tout n
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c. 3N tel que

dim a(n)
(n)

dim A =n+ ¥ +1 nour n 3 X .

1]

2n + 1 pour n N

Lorsque A eost un anneau intégre, on veut interpréter simolement &({0) , P) au

moyen des valuations de & .

5i v et w sont deux valuations de & , nous dirons gue V est plus fine
que v , et nous scrirons w <V si 1'anneau de la valuation w contient
1'anneau de la valuation v . Nous écrirons w <v si v est strictement plus

fine que w . Ceci rosé, on o la proposition suivante 3

PROPOSITION 1. - p étant un idéal premier de 1'anneau dtintégrité A ,

o((0) , p) est la borne supérieure des longueours des chaines s

VA <V P v
o<V < <V

de veluations de A , ayant toutes p pour centre sur A .

Ce rézult.t tenttrivial si p= (0) , nous supposerons p# (0) . Soient k
le corps des fractions de A/p , K 1lc corps des fractions de & et
Yo < vy < oo < v, une chaine de valuations de & avant toutes pour centre P
sur A . On en déduit une chaine de n + 1 srécialisations (non triviales puis-

que p# (0) ) :

Q ¢ o
K_QK_}Kl_,,,,.?K.n 3

(la valuation ] correspond 2 la ppécialisation ¢5 P51 = 90 de K ) A
ayant vour centre P sur a , @g induit sur A i'homomorphisme A - A/p et
par suite K, peut Atre considdré comme un surcorps de k . Chacune des valua-
tions Vs ayant pour centre p sur 4 , l'anneau a/p (et par suite le corps k)
reste invariant dans la spécialisation @ =9 ... ¢, de KO . Comme celle-ci

a
& un rang au moins égal & n

ng d. t.[KO : k] et ng &6((0) 5, p) .

Réciproquement, soit n un entier fini inférieur ou égal & 5(() , p) . 11
existe uns spécialisation ?q de K prolongeant 1'homomorphisme 4 - A/p tel-
le que d. t.BpO(K) : X]3 n . Il existe alors une spécialisation Y de ipO(K)
de rang n triviale sur k . La soécialisation Y veut s'éerire comme produit

do n spécialisations non triviales Y =@, e ¢y - Soit Vs la valuation
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de K correspondant 3 la spécialisation @ eee @y 9 (0 <£i<n) . Toutes ces

valuations ont mour centre p sur A et on a :

v, < 2,00 <V o
VO 1 n

I1 existe donc unc chalne de longueur n formde mer n valuations de A ayant

p vour centre sur A . D'olu la proposition 1.

COROLLAIRE. - S1 A est un anncau d'intigrité noethérien local d'iddal maximal

m, on a 1l'indgalité :

(®) 5((0) , m) < sup(0 , dim A - 1) .

51 dim 4 =0, A est un corps, m= (0) et il n'y a qu'uns soule valuation
de 4 dont le centre est (0) , c'est la valuation triviale. Supposons donc
dim A #0 . Soit alors Vg <Vy <ol < v, une cheine de valuations de 4 ayant

1
toutes m pour centre sur A . On a :

rgV, 7 T8V, *t 103 1l +n

(m # (0) entraine que vy n'est pas triviale, donc rg Vo # 1) . Cr, d'aprés
le théoréme d'ibhvankar, rg v, € dim4 .

D'ol 1'inégalité dim A 3 1 + n qui cntratne le corollaira.

Nous nous proposons dans le nrochain paragraphe de déterminer exactement les
nombres 8(q , p) dans le cas o A est un annecau noethérien. Comme
Xq 5 p) = &((0) , B) dans 1'anneau 4/4 , on peut donc toujours se ramener au
cas ¢q= (0) (et 4 intdgre). Comme &((0) , p) = 6((0) , pPA_) dans 1'anneau
A_ 5 on peut toujours se ramener au caleul dc O((C) , M) dans un annesu local
intdgre d'idéal mavimal m . Nous montrerons cu'en fait 1'inégelité (8) est une

égalité.

4. Le théoréme de Sakuma.

Soient A un anneau local intégre (non nécessairement nocthérien) et M son

idéal maximal. Nous allons d'abord donner une nouvelle interpritation du nombre

5((0) 4 m)

Soit K 1le corps des fractions de A . Des &léments Yy s cec s Y, de ¥ se-

ront dits totalement indépendants (sur 4 ) s'ils vérifient la condition suivente :

(T. I.) Soit Pe A[ﬂl s eoo Ynj un polyndme en Ty 5 eoe s ¥ & coefficients

dans A tels que P(y1 5 cee yn) =0 .0n a alors P € mEYl s eee g Yn]
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Soit N 1la borne supérieure (finie ou non) des entiers n tels qu'il existe
n éléments de ¥ totalément indépendants (sur & ). On dira que N est le
poids de 1l'anncau local A .

A titre d'exemple, montrons la provosition suivante :

PROPOSITION 2. - Le poids d'un anncau de valuation est nul.

Soient A un anneau de valuation et ye X . S8i ye 4 , y annule le polv-
ndme Y - v qui n'est pas contenu dans m{¥] et si y & A , 1l'appartenance
1/v € A montre que y annule —;‘,—Y -1 qui est élément de 4[Y] , et n'est pas

é1lément de m[Y] . D'ol la proposition.

THOREIME 7. - Le noids de 1'anneau locel A est égal & O((0) , m) .

Soit ¢ unc spéeialication de K sur unm corps ¥' qui prolonge 1'homomor-
phisme A - 4/m =¥k et telle cue d. t.[K' : k] >n (n fini). Soit
Yy s eoe 5 ¥, W ensemble de n &léments de X tels que (p(yl) s ses g q)(yn)
soient des éléments finis, algébriquement indépendants sur k , et soit P un
polyndme eA[Yl s eco s Yn] tel que P(yl s eee s yn) =0 . Désignons par P
le polyndme € k[Yl 5 soe g Ynj obtenu en remplagant les coefficients de P par
leurs imeges dans ¢ (c'est-2-dire dans afn = k ). La relation
P(V1 s ene s yn) = 0 entraine “P'(Lp(vl) s eee s (p(yn)) =0 et comme les Lp(yi)
sont algébriquement indévendents sur k , ceci entraine P =0 , c'est-2-dire
Pe m[Yl g eee Yn" - Donc les y, sont totalement indépendants et si N dé-

signe le poids de 4 , on a 1'inégalité ¥ 2 6((0) , m) .

Soit maintenant n éléments Yy s eee 5y, de K totalement indépendants
sur A& et considérons le sous-annecau B de K défini par B = A[yl g eee s yn] .
Tout élément x de B peut s'éerire sous 1la forme x = P(yl S e g yn) ; Ou
P est un polyndme € A[Yl s eee Yn] . 81 Q EA[Yl s oo s zn] tel que
X = P(yl s e yn) = Q(yl s eeo s yn) s on en déduit puisque les y; sont
totalement indépendants sur A ¢ P =Q . Par suite, 1'anplication x =P est
biunivoque et définit un homomorphisme de B sur k[Yl s eoo s YnJ . On peut
prolonger cet homomorphisme en une spécialisation ¢ du corps K sur un corps
K' . Comme ¢ induit sur A 1'homomorphisme 4 - Af =k et comme
de t.[¥" : k] 2n, on en déduit &((0) , m) > n et par suite &(0) , m) 3N,

ce qui achéve de montrer le théoréme.

Soit encore un anneau local intéhre 4 (non néccssairement noethérien) d'idéal

maximal m . Des éléments Xy s eee g X de m seront dits analytiquement in-

dégendants s'ils vérifient la condition suivante :
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soe s Xn] un polyndme homogéne (forme) en

(I. A.) Soit P € A[X1 s

X, 5 e+ 5 X 2 coefficients dans A tel que P(x eee 3 x.) =0 .0n a

17 n

alors
Pe mX ese 5 X
m{li 5 n_l
Ceci posé, on a la nroposition suivante :

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau local intégre (non nécessairement noethé-

rien) de corps des fractions K , Yy s vee s ¥y des éléments de K et

218 = i < o
ty s eee s b, des éléments de A tels que vy, ti/to (1€1€n)

Pour que les 41éments Yy s oee 5 ¥y goient totalement indépendants sur 4 ,

il fzut et il suffit que les éléments to 5 tl 5 cee g tn soient analytiquement

indépendants.

Supposons les vy totalement indépendants et soit Pe A{XO s Xl 9 see Xn]

une forme de degré s telle que P(to 5 e s tn) =0 .
Cette derniére &galité s'éerit tg P(1, Yy 5 eee s yn) =0 . Comme les Y3
sont totalement indépendants, il en résulte

P(1, Xy 5 oo s Kn)e m[Xl s eee s xn]

: *»
ce qui entralne

P(Xy 5 Xy 5 oo ,xn)em[xo,xl, ,xn] .

Par suite, les ti sont analytiquement indépendants.

Réciproquement, supposons les by analytiquement indépendants et solt
Pealx, ,
B _ 45 o/- X o
La forme Q = X, P(Kl/X0 5 eee s Xn/XO) € A[Xo 2 an est telle que
Q(to s eeoe g tn) =0 . Les t; étant analytiquement indépendants, on en déduit
Qem[xo 9 Xl H

sont bien totalemeni indépendants.

can g Xn] un polynéme de degré s tel que P(y1 s eee s yn) =0 .

coa s Xn] , ce qui entralne I’e‘m[Xl g eoe 3 Xn] , et les y;

COROLIAIRE 1. - Soit A un anneau local intégre (non nécessairement noethé-

rien) d'idéal maximal m. Le poids (0 , m) de A est égal & sup(0 , M) ,

ol M est la borne supérieure des entiers n - 1 tels qu'il existe n éléments

de m analvtiquement indépendants.

COROLLAIRE 2 (ABHYANVAR, ZARISKI, Sai0) (5), - Soient A un anneau d'intégrité

noethérien local de dimension d >1 , K son corps des fractions, m son idéal

(5) Démontré par APHYANFAR ot ZARISKI [3] dans le cas ot A est aaneau local ré-
gulier; puis par SATO f5] dans le cas général. '
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, X} un systéme de para-

maximal et ¥ = A/m son résiduel. Soient {x d

oo

17
métres de A , et vosons y; = xi/x1 (2<1i<4d) .

Soit B le sous-anneau A[y2 5 eeo s yd] de K . L'anneau B/mB s'identifie

. - ~ 3
canoniquement & 1'annean de polvnomes k[Y2 5 ose 3 YdJ .

11 résulte du fait que, dans un anneau noethérien local, des éléments faisant

partie d'un systime de paramdtres sont analvtiguement indépendants [12].

THEORIME 8, - Si A est un anneau d'intégrité local noethérien d'idéal maximal

m, on a 1'3galité :

50 , m) = sun(C , dim A - 1) .

L'égzlité est évidente si dim A = O . Supposons donc dim 4 >1 . Le corollaire
de la propositionl a montré que 6(0 , m) < sup(0 , dim 4 - 1) . Montrons 1'iné-
galité en sens inverse. Il exicte dans m un systcme de paramétres formé de

dim & éldéments. Comme ces éléments sont analytiquement indévendants, le corol-

laire 1 de la proposition 3 montre que &(0 , m) > dim A - 1 . D'ou le théoréme.

COROLLAIRT 1 (SAKUMA). - 51 A est un anneau d'intégrité local noethérien

d'idéal maximal m, il existe une valuation de A avant m pour centre sur A

et de rang dim A .
C'est trivial si dim A =0 . Supposons d =dim 4 >0 .

D'aprés le théor®me 8 et la proposition 1, il existe une suite

<V, € 600 <V

o<

d-1
de valuations de A avant toutes m pour centre sur A .

Comme Vy & un centre sur A distinct de (0) , Vg n'est pas triviale, donc
rng;J, et T8 Va1 >,d-l+rgvo>d.

Le théoréme d'Abhvankar (théoréme 4) montre, d'autre part, que rg Viep S
Donc rg Vaog = d et on a bien le corollaire.
On remarguers que rg vy = 1 et que si L et Ld—l sont les corps résiduels

respectifs de Mo et v on a :

d-1
de t[L s &/m}3 do t[Ty, Aml+d-13d-1 .

On a donc dim.A 4 >d -1 . Le lemme 6 entraine alors dimA vy = d-1 eton

peut énoncer le corollaire suivant ¢

COROLLAIRE 2. - Si A est un anneau d'intégrité local noethérien d'idéal ma-

ximal m , il existe une valuation réelle v de A de centre m sur A et tel-

le que dimA v=dima - 1.
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A désignant un anneau quelconque, q et p deux idéaux vremiers de A tels
que g C p ; désignons par (g , p) la borne supérieure ces longueurs des

chaines d'idéaux premiers dont le premier terme est ¢ et le dernier p

(0<2(q, p) ) . Ceci posé, on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3, - Si q et p sont deux idéaux premiers d¢'un anneau noethérien

A tels que gqcp, ona 1l'égalité :

6(C{ s P) = sup(0 , 2(q 9 P) ~ 1)

En effet 6(q, p) est le poids de 1'anneau noethérien local B = (&/q) le-

P/q

quel a pour dimension L(q , p) .

COROLLIRZE 4. - £i g et p sont deux idéaux premiers d'un anneau noethérien

A, tel que qcp, on a 1'égalité :

K&qA(n) 5 pA(n)) =1+ inf(n, (g, p) - 1) .
C'est une conséquence du corollaire 3 et du théoréme 5.

EIn particulier; si £(q 9 p) =1, c'est~ -dire si p est un suridéal premier
immédiat de q , ona &(q , p) =0 . Ceci peut se démontrer directement sans
difficulté en utilisant le fait que la fermeture intégrale d'un anneau d'inté-
grité noethérien local de dimension 1 est un anneau de Dedekind. Appelons

anneau léger tout anneau commutatif tel que £(q , p) =1 entraine &(q, p) =0 .
On voit alors sans peine que tout anneau noethérien est 1léger.

Or, nous avons montré le thdoréme suivant [7]

(n)

positif ou nul. On a pour toute valeur de n ¢

THEOR™E 9. - Soit A un anneau tel gque 4 soit léger pour tout entier n

gim A®) = 4 & dim & .

C'est de ce théortme que nous diduisons une nouvelle démonstration du théoréme

4 (1)

de Krull, compte tenu du fait que; si A est noethérien, est toujours

noethérien; donc léger.

5. Une application géométricue.

Soient A un anneau de polyndmes 2 n variables sur un corps k :
A= k[Xl soeee s X

(m)

et A 1'anneau de polvndmes A[Yl R

m



12-18
On considiére les deux espaces affines s et " et le produit s Un idéal
n+m .
. Soit

(x , v) un point gé ‘nérique de W sur k. Pn A = p est un idéal premier de

premier @ de A(m représente une variété W (k-variété) de S

¥[X] qui représente la variété U de point generlque (x) sur X . Par suite

U est la projection de Y sur st

» ~ m ’ ’ ’ » 3
L'idéal pA( ) a vour zéro générique sur k 1le point (x , y) avec

R (m)

d. t.[k(v) : X] =m , c'est-2-dire que la variété associde 2 Ph est U x "

C'est le cvlindre de base U .

n

Soient donc deux varidtés U, et U de S5 telles que U c U, définies

par les idéaux pramiers Py et Py de A tels que- Po Py o« On i 'intéresse
aux idfaux premlers @ de A tels que P n A = ) et @ c P& (m) s c'est-
¢-dire aux variétés de ik qui se projetient suivant Ué et qui contiennent
le cvlindre U, x S" . Si Y(Jl 5 U2 ; m) désigne 1'ensemble de ces variétés,
K(pz (m) s Py A(m)) est la longueur maximale des chalnes d'éléments de

Y(U1 s Uy s m) longueur qui, d'aprés le corollaire 3 du tnéoréme 8; est égale
a inf(m ,_£(p2 R pl) -1) .
Mais P,(P2 5 Pl) = dim P, - dim Py ( & étant équidimensionnel) = dim U dlmli

La longueur maximale des chalnes d'éléments de ¥( U1 5 U2 , m) est donc

inf(m , dim U, - dinm U1 - 1) . D'ou le théoréme suivant :

TIFORMMT 10. - Soient Ul et U, deux k-variéiés de S" telles que U1 c U,
et U AU, .

51 m £din U, - dim Uy -1, la longueur mavimale des chaines de variétés de
n+m
S

qui se projettent sur U2 et contiennent le cylindre U1 x S% ost égalc

a2 m.
Si m 3 dim U‘2

dim Ué - dim U1 -1.

- dim U1 - 1 cette longueur meximale est égale &

COROLLAIRE. - Soient Ul et U2 deux k-variétés de S telles que Ui c U2
et U1 # Ué . La plus petite dimension des V-variétés de Sn+m qui se projettent
suivant U, ot contient le cylindre U g™ cst ¢

sup(dim Uy s 1 +m+ dim Ul)

- . ‘s . . m . ,
in effet, cette dimension est dim U, x { - longueur maximale des chaines. C'est

2
donc dim U, + m - inf(m , dim U, - din U, - 1) qui est bien le nombre annoncé.

RIVARLUZ. - Cette application ne fait intervenir le théoréme d'Abhyankar que de

4 . . o . . i
fagon é1lémentaire, car on voit sans difficulté gue si A est anneau de polyndmes
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& n variables sur un corps k , dimv A =n et par svite :

5 sp) =1+ inf(n; L4 > p) - 1) .

6. Application 4 la démonstration du "ain Theorem” de Zariski.

Reprenons les définitions et les notations du lemme 6.
Supposons que l'on ait 1'égalité dimA v=dimA -1 . 0n a alors :

dimA, v =dim A -1 =dim & - 1 et comme dim,, v' < dim 4' - 1 (lemme 6), on

AY
A I . I/\
en déduit dim A' > dim A . Mais, A' &étant anneau quotient de A ; on a
» N « .
dim &' = dim & . Si de plus, on supvwose l'anneau A intégre, c'ést-2-dire 1l'an-

neau local A analytiquement irrdductible, il en résulte que @-1(0) = {0} et

que A' s'identifie & 4 .
A oY
La démonstration du lemme 6 -ontre que sur A la topologie induite par V est
moins fine que la topologie naturelle.
Pour tout entier n > 0 , désignons par Vn 1'ensemble des éléments x de V
1 £ ={0}) et le
n lgn<e 'n
fait que V est un annean local nocthérien complet cntrainent 1'existence d'un
s(n)

tels que ¥(x) > n et posons £, = ﬁn n 4. L'ég.lité
entier s(n) tendant vers 1'infini avee n tel que En<:1n (voir par exem-
ple [14]; page 9, proposition 2). Par suite, sur 4 1la topologie naturelle est
moins fine que celle induite par v, Donc A est un sous-espace de 7 s et, comme
A et V sont des sous-espaces respectifs de i et de ; on en déduit que A

est un sous-cspace de V . On neut donc énoncer la proposition suivente :

PROPOSITION 4. - A étant un anneau local noethérien analvtiquement irrdducti-

ble d'idéal maximel m et v étent une.valuation réelle de A ayant m pour

centre sur 4 , et telle que dimA v=dim 4 -1, 1l'anneau A est un sous-espace

de l'anneau de valuction V .éi V .

THZORIME 11 ("™ain Theorem" de Zariski). - Soient A et 4' deux anneaux noe-

thériens locaux d'iddaux maximaux m et m' avant méme corps de fractions K
[z}

sur lescuels on fait les hypothises suivantes :

1° A est un sous-anneau de A'

2° A est intégralement clos et analvtiquement irréductible

7

3° La dimension de A' -2st supdrieurc on dgole 2 la dimension de A et le corps

résiducl do A' est une extension algébricue finie du résiduel de A .

4° m' est le scul idcal premier de A' cont 1'intersection avec A s'identi-

N

fie & m,

Alors on a 1'égalité A = 4' .
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La marche générale de la démonstration est la sulvente :

ous montrerons d'abord que A est un sous-espace de 4' . Par suite, le com-
plété A de A s'identifiera » un sous-anneau du complété A' de &' . MNous
montrerons ensuite que A' est entier sur A et nous en déduirons que A' est
entier sur A , c'est-3-dire s'identifie & a4 .

Le corollaire 2 du thloréme 8 montre 1'éxistence d'une veluation réelle v de
A' avant m' pour centre sur A et telle que dim&, v = dim A' - 1 . Ceci posé
v est une valuation de A aygnt pour centre m sur =& (2 cause de m' n A = m)

et 1'inégalité

dim, v = d. tJL : Al d. t.[L s a'/m'] = dim , v = dim &' -1

montre que dim, v = dim 4 - 1 (compte tenu de 1'hypothése 3).

o désignant un nombre réel, désignons par Va 1'ensemble des éléments t de
K tels que v(t) »a . Soit n un entier vositif quelconquc. Comme A est,
par hypothése, analvtiquement irréductible, la vproposition 4 entraine 1'existence
d'un nombre réel a tel que Va nAcm® . Comme d'autre part VCx na' est un
voisinage de O dans A' (démonstration du lemme 6), il existe un entier m
tel que mt™ Yx.rwA' . L'inclusion m'™n 4 c m® montre alors que sur 4 la
topologie induite par 4' est prlus fine que sa topologie naturelle. L'égalité
m=m nAi montre d'autre part qu'elle est moins fine. Il en résulte que A
est un sous-espace de A' . Le complété A de A peut donc 3trc considéré comme
un sous-anneau du complété A' de s'.

Ceci posé; 1l'hypothése 4 entraine que 1'idéal ma' est m'-primaire. Par suite;
si M et M sont les iddaux maximaux de i ot de A , 1'idéal Ta' est
M -primaire. L'hypothésc 5° et le théordme 2 de COHEN [4] montrent alors que A

a 3 3 e . A
est un A-module fini. Donc A' est entier sur A .

Désignons par ® 1'ensemble des idéaux premicrs mirimaux de 4 . Comme A
est intégralement clos; on a 1'égalité :
= 0 4
(1) A P%@ AP
(cf. par exemple KRULL, [9], page 106).

Mais si pe® , 1'anneau A_ qui est local, intégralement clos et de dimen-

slon 1 est un anneau de valuation (ibidem, page 103) et définit par suite une

valuation réelle v_ ayant pour centre p sur A, Désignons par S 1le complé-

mentaire de p dans A et par P la fermeture de p dans % . La relation
pnS=¢ entrafne l'existence d'un idéal premier $ de A contenant 1'idéal

- A o s . ~
Pettel que pn 8=¢, clest=d~dire pnA=p . Considérons sur A une
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salustion ¥ UC centre P (sur 4 ). iE'le induit sur A une valuation w de

centre p , laqucl'e s'identifie nécessairement & vb puisque A_ est anneau

de valuation.

r

Ceci posé, soit x un "lément de K n'ap artenant oas & A . I'dgalits (1)
montrc 1'existence de p € ® tel que x £ A_ . Parsuite v (x) < 0 et il exis-

A
te une valuation ¥ de 4 telle que ¥ (x) <0 . Donc x n'est pas cntier
~

sur A ot x £A' . Onen ddduit A = A' , ce qui démontre le théoréme.
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