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Séminaire DUBREIL-PISOT 11=01
(Algebre et Théorie des nombres)
13e annde, 1959/60, n° 11 15 février 1960

OPERATEURS D' ANTISYMETRISATION

par Jacques TEVY-BRUHL

I. Antisymétriseurs

1. Définition d'un antisymétriseur.

Soit Sn le groupe symétrique des permutations de n indices 1, 2, n.

Nous désignerons par la notation : '

1 LN ) 2 '.fp L W n
(1) 8 = (4 . . .

11'!.. J.2 .C.lp .Qlln
la permutation qui transforme 1'indice p en i et nous pourrons nous abstenir
d'écrire les colonnes pour lesquelles q = lq . Dans cette notation, on obtient en-
core la permutation 8 en permutant d'une manidre quelconque les colonnes vertie
cales du deuxiéme membre de (1).

Nous considérerons 1'algdtre A du groupe Sn sur un anneau commutatif unitaire
A , qui pourra étre le plus souvent l'anneau Z des entiers rationnels.

Nous appellerons antisymétriseur des indices i1 ’ ik pris dans cet ordre un
élément de A, désigné par a = (1 12 N JAd ) tel que

cee i
v'(_ 1)I+J( 1

31 s jk)

(2) a = (i1 A i2/"‘~ voo /\1k)

la somme ). 4tant Stendue aux k! permutatiohs j1 0o jk des indices il ’
.k sy I et J représentant respectivement les nombres d'inversions des sultes
d'indices i_ et j .

p P

EXEMPLE, - Pour n =4 ,

- o (1234y, (1234 | 1234y _ 1234y _ 1234y 1234
2= GALAL) = (314) * G2az) * G231 - (3241 = (1330) -(533)

Comme conséquences imi‘diates de la formule de la définition, on a les propris-

tés suivantes :

PROPRIETE 1, - Un antisymitriseur (1, N 12/\ .../\1k) est transforme en son
opposé dans 1l'aigébre An 8i on transpose deux indices.

PROPRIETE 2. - Si j1 R jk est une permutation des indices i1 ’ ik s ON a ¢
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G A 3N e A3 = (DM AL A LAY ,

I et J étant respectivement les nombres d'inversions des suites ip et jp .

2. Sous-groupe 1ié & un antisymétriseur.

Soit a = (i, A\ i,
k indices i , laissant invariants les n - k autres indices. Si sip = m.p on
141 8 ,o0 I et I sont les nombres respectifs d'in<

AR /\iy) un antisymétriseur. Soit une permutation s des

peut fcrire a = 2 (- 1)
versions des suites i_ et m_ . Les permutations s au nombre de k! forment

évidemment un groupe Ga y Bous=groupe de Sn . Ga est appelé groupe lig & 1'an-

tisymétriseur a .

(_ 1)I+M

PROPRIETE 3. - Si aséiGé s O a 8a = a8 = a (avec les notations pré-

cédentes). Soient s et t deux permutations de C-a sip = m.p tip = n.p « S
stip = qp s ONn a
I+Q=(I+M +(I+N)=M+0N (modulo 2) R

De méme pour la permutation ts (d'aprés la thiorie des permutations paires et im-

paires).

Par suite

sa = o (- DT 4 = D= )T gt = D= )T gpu (o TN I,

M8me raisonnement pour as .

PROPRIETE 4, - Deux antisymétriseurs a et b tels que tous les indices de b

en nombre h figurent parmi les indices de a sont permutables, et on a ¢
| ab = ba =h! g
(si les indices de b sont écrits dans le méme ordre dans a )e
Ici le groupe 1ié &3 b , G, » ost éviderment un sous-groupe de G, » Toute per=
sutation s telle que sip = m.p de Gb appartient a Ga et donc

as = sa = (=~ 1)I+I“1 a .

Mais b= (=1 . D'od ba
éta,nt h .

ab = h! a 1le nombre de permutations de b

i
i

PROPRIETE 5. - Deux antisymétriseurs n'ayant aucun indice commun sont permuta-

bless ab = ba .
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Soient deux antisym’triseurs n'ayant aucun indice commmm.a:(il N ees /\ik) et

b=(j, Neea N§.) .51 s €cpet si si =m ona b= 3(-1)Mg, 81
1 h I+N T+J+N4

t€a, ti = n a= 2 (~1) t «D'od ab=3 (-1) st « Or st = ts

P £
avec les hypotheses faites (le complexe Ga Gb est ici un groupe).

3. Formule de Laplace. Déterminofdes.

-

Soit a = (ilﬂx.../\ik) un antisymétriseur, le groupe 1ié & a étant Ga o Ré=
partissons les indices en k groupements comprenant chacun Py indices, Py

étant un nombre positif ou nul tel que
k

On peut assocler & cette décomposition de k un schéma comprenant Py points dans
la i-iéme ligne. On peut d'ailleurs toujours faire en sorte, en changeant convena-
blement le signe de a , que les P; forment une suite non croissante (schéma de
Young). Dans ces conditions, nous désignerons par a; 1'antisymdtriseur de Py
indices correspondant au i-iéme groupement, en pesant 8, = o (é1ément neutre de

S, si p; =0 ), et formons le produit 8y 8y eee B o

Si G, est le groupe 1ié a3 1'antisymétriseur a; » le produit Gy oo G
i 1
est un groupe H , les G, étant permutables, puisque les a; n'ont aucun é1é-
ment commun (proprists 5) .t

On peut répartir les permutations de a en classe & gauche de Ga suivant H ,
_ I+M . s ‘ ,
On a a= Z:(- 1) 8y 8 8 eeo &y si s, lp = m.p , la somme étant dtendue 2

tous les représentants %, des clesses & gauche de G_ suivant H . Le nombre

' a
de termes figurant dans la somme est iTT_E:-—E_T (ordre de Ga : ordre de H ).

Pour obtenir ces classes i gauche, il s&ffit de remplir touses les cases du schéma
de Young avec les indices m o, m.p de toutes les maniéres possibles, deux per=
mutations correspondant & la méme classe si les m figurant dans chacune des li=
gnes horizontales sont identiques & 1l'ordre prés.

DEFINITION. - Nous appellerons déterminoide un schdna d'Young ot los cases sont

garnies de deux indices, un indice supdrieur et un indice inférieur, les indices

inférieurs représentant une permutation des indices supérieurs.

Le déterminoTde sera par définition égal & (- 1)I+M 8 8, 8 ace 8 5 O} ay
est l'antisymétriseur des indices situjds & la i-iéme ligne, s 1la permutation

sip = m.p sy LI et M nombre d'inversions des suites i et m .
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La formule de Laplace exprime que 1'antisymétriseur a, A a, Ao A a, est
une somme de déterminoides. Pratiquement, nous écrirons bout & bout les lignes du

déterminofde en les séparant par des traits verticaux.

Par exemple la notation ‘221|34I = (;;33)(1 A2)(3 A4) et on a la formule de

Laplace @
2 12 12 12
(A2 A3 AN = I3« 211+ 21380+ 121881+ 12121+ 12112

4, Développement de Laplace duale.

Reprenant les notations du numéro 3, on peut répartir les permutations de a en
classes & droite de Ga suivant AH . Si les s, constituent un sy?téme de repré-
sentants de classes & gauche, le systéme formé par les inverses s; est un ensem-
ble de représentants de classes a droite de Ga suivant H ., On obtient ainsi
une nouvelle expression de 1l'antisymétriseur a sous forme de somme de détermi-
noldes, qui se déduit de la précédente en permutant les indices supérieurs et les

indices inférieurs, par cxemple @
_ 1121134 134,42 14, 23114, 241,31 341,12
(L A2 A3 AL = |BI3E] 121821 1020 20500+ 12020+ 124022,
Un delle formule de Laplace sera appelée formule de Laplace duale : les indices
inférieurs se succédent dans le m#me ordre dans chaque déterminoide alors que

dans la premiéere formule de Laplace, ce sont les indices supérleurs qui se succé=-
dent dans le médme ordre.

5¢ Produit d'un antisymétriseur par une permutation. Transmué d'un antisymétriseuz.

Soit 1l'antisymétriseur a = (illA vee /\ik) et une permutation s . Par défini-
tion sa est un détermino¥de. Si sip =m (1<p<n):

lk+1| |ik+pl
mk My M +p
-1

Calculons maintenant as'l « Partons de m, ... m oeeem +Ona s m =i
' 1 n P

i LN ] i

sa = l

et par suite :

as™ = LT T L e
1y eee 300y lk+p
se déduit de as en échangeant la ligne inférieure et la ligne supérieure. Il en
résulte qu'on a ¢ sa = (m1 - mk) 8 , ol m.p = Slp' Nous poserons: sas -1 = a°,

On adone sa =a° 6. Le transms & de 1'antisymétriseur a par s s'obtient en rempla=-

gant les éléments de a par leur transformé dans s .
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CONSEQUENCE. - Si D est un diterminoide, D = ta, &, ses & , t désignant
une permutation et les a; étant des antisymétriseurs sans indice commun.
8y see B t-l se déduit de D en permutant ligne inférieure et ligne supérieure.
1 s -1 s s
= D" = sts

s étant une permutation quelconque, on a sDs” a; ees a5 for-

mule qul donne le transmué du déterminoide par s .

6. Produit de deux antisymétriseurs quelconques.

Nous allons voir que le produit de deux antisymétriscurs quelconques peut s'ex-

primer de deux mahiéres comic somme de diterminoides. Soit @
(s . N . ! — [ . . A 3
a_(llf\ .../\1k/\ 11/\...A1k,) ot b..(ll/\.../\lk/\ 31/\... iy
deux antisymdtriseurs, ol on a mis en 4vidence les indices cormuns :i.1 ’ ik N

On peut calculer ab comue 2:(3 85 b pour toutes les permutations siéi Ga .

On obtient ainsi :

i ® o0 i LN j oo j i' i'
1 k 1 h '
b = | ggrl ove Igh |

s:i1 ...sik coe jl cee ;jh si1 sh

I1 reste & faire la somiation pour toutes les permutations 8y o On obtient ainsi :

o ' M+I
k'lml e Ty oeee Jyoeee §ptimd e m&,l(- 1)

. .
la somme 2. étant étenduc aux ETi—$r combinaisons k & kn, eee m des indices

3 3 [ n' o'
[N N ] lk [ N ] ']1 oo ‘]h ll LN N ] lk
(1) ab il
1

ik 41 M étant le nombre d'inversions de la suite m_m' . Le nombre total de
’

permutations contenues dans le développement est bien (k + k')} (k + h)} « On

peut aussi faire le dévelopoement de maniére duale. D'aprés le numéro 5, si on

multipliec & gauche toutes les permutations de b par a , il viendra, par un rai-
sonnement analogue au précédent @
3t 3t t 1

T Tag (P tee Ty ] oeee ipy o onloeeemyp

(2) ab = ki (- 1) ‘i vee 11 1” |
1 . lk 1 L X ) Jk' Jl L N ] Jh

(k + h)

somre de “ErRT termes.
La somie . est ici <tendue & toutes les combinaisons Dy oeee Dy des indices

i et j figurant dans b, pris k 2 k (ni ces ni étant la combinaison

‘complémentaire), I et N 4tant respectivement les nombres d'inversions des suites
d'indices i et j, n et n' .

On obtient ainsi deux expressions distinctes de ab comme somme de détorminofdes.

Dans le développement (1), les indices supéricurs de tous les déterminofdes sont
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coux de b écrits dans un ordre fixe, et ceux de a ne figurant pas dans b . Les

indices inférieurs appartenant & a sont permutés dans chaque terme de la sommec.

Dans le développement (2), de fagon duale, ce sont les indices inférieurs de a
qui sont écrits dans un ordre fixe dans chaque déterminoide, ainsi que les indices
inféricurs de b qui ne figurent pas dans a . Les indices supériecurs appartenant

4 b sont permutés dans chaque terme de la somme.

EXEMPLE,
(LA2 A3)(BA4)

i

FATARNPAT I PTEH IS

2
FreA IRl (2)

REMARQUE 1., - La formule de Laplace ou la formule de Laplace duale peuvent per-

- mettre ensuite d'obtenir d'autres expressions du produit ab sous forme de somme

de déterminoides. Par exemple on peut dans (2) développer Iiggl par la formule
de Laplace et Iiggl par la formule de L place duale, ce qui donne

O N e LA M (R A A M IR P I T IR Fed T T A IR T A A
qui est encore “gal a (1) ou (2).

REMARQUE 2, - Les formules de Laplace peuvent &tre considérées comme un cas par-

ticulier de ce développement.

Par exemple (1 AR)(1A2A3AN4) =20 (1A2A3/A4) donne par le dévclop-
pement (2) la formule de Laplace duale du numéro 4 .

REMARQUE 3. - Un antisymétriseur pout s'fcrire cormc somme de produits d'anti-

symétriseurs ¢
EXEMPLE 3 (LA2N3N4)=(AN2BA4) [ILA3ASG) -=(2A3A4)] .

7+ Produit d'un déterminoide par une permutation. Produit de plusieurs antisymé-

triseurs et de plusieurs d4terminofdes.

a. Un déterminoide D = 8a;. eee & , S étant une permutation et les a, dos
antisymétriseurs sans élément cormun., Pour effectuer le produit tD , t étant
une permutation, il suffira donc de conserver les indices supérieurs figurant dans
L et dc remplacer les indices inférieurs par leurs transformés par t . Si

5 =l;l eee iy Iih+1 vos 1p‘
g oeee Wy limy eee T
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et 81 tm_=n_, on aura :
% Y i

tD :i o ].}1" h+1 - npl
n eee nh+1 oo
Pour effectuer le produit Dt , on conserve au contraire les indices inférieurs,
. -1,
i r si r =t " 1
et on remplace 1q pa rq a a
hl' h"'l e I‘p‘

soe mh mh+1 v m

be Pour effectucr le produit de deux déterminoides contenant des indices communs,

T, ese T
Dt:l1

on pourra écrire si D = Sa; eee 8y D' = g! ai cos aﬁ, , 8 et s' étant deux
permutations, les a et a' des antisymétriseurs :

DD! = sa! aIS oo By gﬁ coe aﬁ, (cf+ numéro 5)

ce qui raméne le probléme aux produits de plusieurs antisymétriseurs.

c. Soient plusieurs antisymétriseurs a,p y By e I1 existe bien d»s manié-

a
1 ’
res de mettre ce produit sous forme de somme de déterminoXdes. On peut toujours

)

partir d'un facteur quelconque ap et le multiplier & gauche par (a ‘oo ap 1
ce qui donne une somme de déterminoides dont les ¢léments gupérieurs de la pre-
miére ligne en tant que schéma de Youhg sont ceux de ap y puis multiplier &
droite le résultat par SNEREITIL N Dans tous les déterminofdes obtenus, le nom=-
bre d'é1éments de la premiére ligne du schéma d'Young sera égal au nombre d'élé-

ments de ap .

8. Formule de Schwein.

Soit-uh dédtorminofde D . Pour le multiplier & gauche par 1'antisymétriseur
m, A mZA... A o3 il suffit de faire la some alternde des déterminoides obtenus
en conservant les indices supdrieurs et en permutant de toutes les maniéres pos-

sibles My eee M dans les indices inférieurs.

De méme pour multiplier D & droite par jj_A.... A i, il suffit de faire la
somme alternée des déterminoides obtenus en conservant les indices inférieurs ot
en permutant i1 ese i, dans les indices supérieurs (cf. le numéro 7). Cela étant,

soient deux déterminoides, & deux lignes de Young :

=(%A%A-nAqﬁﬁwﬂA."A%AﬂmAnmws

t
) Dy =i, AL A A Ave AL ) A v A 1)
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a si =m .
o B F R

La formule de Schwein s'4nonce @

(1) mm A e Anm, Am) B =k Dy (a,  Ad, A AL A Ni) o
En offet, tous les indices de (m A ... A m,) figurent parmi ceux de
m, Aol N m e Le premier membre de (1) vaut done

k'4(m, A e A mk)(mk’+1/\'"‘ A anA... A mh) s
et le deuxiéme membre de (1) vaut
Bt s(i, A el A i), A A L) .

Or les antisymétriseurs '(ml A mk) , (mk' r mh) étant respectivement les
transmés par s de (i, A 1) et (G, A .. A i,) 5 on a bien 1'4gallté an-

noncége
EYEMPIE, - Si 3
= (123456 12,3456, _ 123,456
5= (ahoaen@NoNIIEl = [olleel3A4AsAE)

Car le premier membre vaut {aAbAc)@Ab)(cAdAeAf)s=2L (aAbAc)(cAdAeAD s

et le deuxiéme membro . . '
s(1A2A3) A A5A6YBA4A5AE)=2s(1N2A3)(BAsAS5 A6) .

Remarque générale. - Toute la théorie ddveloppée jusqu'ici s'applique aussi bien

aux symitriseurs (i1 coe ik)+ définis comne somne des permutations de .’L1 oo ik

sans alternance de signes qu'aux antisymétriseurs.

IT. Indices équivalents

1. Indices équivalents.

Soient deux sous-groupes G et H de Sn o La relation R entre deux permu-
tations s , s' de S (s, s'€R) siet seulement si s' =hsg, h&H
et g & G, est une relation d'équivalence dans Sn » les classes d'équivalence se

nommant les catégories de Sn sulvant H et G .

Cette relation d'équivalence n'cst pas compatible avec le produit des permutations,

mais, dans 1'algébre de groupe de S A, on peut la considérer comme compatie

n?’? “n
ble avec la multiplication par un élément de 1'anneau A , et la somme des permu-
tations. Si on considére le sous-A-module du A-module A, engendré par les

différences de deux permutations équivalentes, soit M , nous allons considérer
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certaines propriétés du module quotient An/M .

Dans ce qui suit, nous prendrons pour G les permutations échangeant les k
indices i1 ’ ik’ et pour H les permutations échangeant les k' indices jl y
jk' s les autres indices restant invariants par une permutation de G ou H . Nous

dirons que les i sont supérieurement équivalents et les j inférieurement équivdents.

a

PROPRIETE 1., - On obtient les permutations dquivalentes & une permutation s
12 «ou n
(

ml m2...mn

ip dans da ligne supérieure, et les indices jp dans le ligne inférisure,.

en échangeant dans s = ) de toutes les maniéres possibles les indices

Car effectucr le produit sg oh g & G peut se faire en laissant les m dans

1'ordre fixe et en permutant certains ik « De méme pour le produit hs , h&H .,

PROPRIETE 2, - On obtient les déterminofdes édquivalents & un déterminoide donné
en permutant de toutes les maniéres possibles les indices i supérieurs et les
indices Jj inférieurs.

Car, d'apres le numéro 7, la multiplication Dt du déterminoide D par une per-
mutation t de G , revient & laisser fixes les indices inférieurs et & permuter

les indices 1 supérieurs. De méme pour tD oh t €H ,

PROPRIETE 3. - Si un déterminoide D posséde deux indices i supérieurs (ou
deux indices j inférieurs) équivalents dans une néme ligne de son schéma de
Young, il est nul dans Ah/M .

En effet, si D = 88, eee 3 , los a, etant des antisymétriseurs sans 41éments
communs, les indices supériecurs de la i-idne lignc de Young 'de D sont les indices
ay o Transposer deux indices supérieurs d'unc ligne de Young revient donc & trans-
poser deux indiges de s s et D devient -D dans An s donc dans An/M o Mais
8i ces indices supéricurs sont équivalents, leur transposition conserve D dans
An/M eDonc D==D et D=0 (modulo M) .

PROPRIETE 4. - Calcul du produit d'antisymétriseurs ayant des indices supdrieurs
(ou inféricurs) équivalents.,

Soient decux antisymétriseurs a, ot a, dans lesquels nous choisirons deux
indices i1 et 12 “quivalents supérieurement, et deux indices jl ’ j2 dqui=-
valents inf’rieurement. Reprenant le calcul fait au numéro 6 du produit de deux
antisymétriseurs, on pourra mettre a, a, sous forme de somme de déterminoides a
deux lignes de Young. Pour que le terme ohtenu ne soit pas nul dans An/M s CN

supposant les indices supéricurs fixes, il faut d'aprés la propriété 3 que les
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indices jl et j2 soient situds dans chaque ligne de Young, donc on peut se

borner & permuter les indices inférieurs autres que les indices jl ’ j2 .
Le résultat de géndralise de deux manieres :

a. On peut considérer le produit de plusieurs antisymétriseurs sous forme d'une
somne de déterminoides. Si on chiisit dans chaque symétriseur des indices 1
supsricurs équivalents et des indices jp inférieurs équivalents, les ip et
j_ devront 8tre répartis un et un scul dans chaque ligne de Young de chaque dé-
terminofde. Donc on ne tiendra pas compte des indices équivalents pour la forma=-

tion du produit.

éliments ig équivalents 2 ig relativement au groupe Gp e S'il y a un et un

b. En considérant des groupes ot H1 , Hk , on peut considérer des
seul indice inférieurement équivalent modulo Hp et supérieurement équivalent
modulo Gp dans chaque antisymstriseur, il devra y en avoir un et un seul dans
chaque ligne des diterminofides @u produit 8y see By et on ne tiendra pas comp-

te de ces indices, pour les pcrmuter.

EXEMPLE., - Soit & former (1A 2 A4)(1A 3/ 5) ot 1'on suppose que 4 et 5

sont supdrieurement équivalents, et 2 et 3 inférieurement équivalents. On a

(LA2A4)(1A3A5) = liéjll |?§i|‘15| I?éi";g‘ ‘

N

Les indices a permuter sup’rieurs sont 1 , 3, 5 & partir du premier dé-
terminoide., Mais 5 et 4 4tant supériecurement équivalents, on les laissera en
place et on ne permutera que 1 et 3 . En effet le troisiéme terme est nul

d'aprés la propriété 3. En formant

(1A N3) = [5113] - Pﬁnl ,
H

il aurait suffi d'ajouter 4 droite de chaque ligne du déterminoide pour

obtenir le résultat annoncsd.,

PROPRIﬁTﬁ 5¢ = Si unc somme de déterminoides obtenus comme somme de produits
d'antisymétriseurs est nulle, elle restc nulle dans An/M si on ajoute ou si on
supprime & chaque ligne de chaque déterminoide la méme paire (ou plusicurs mfimes
paires d'indices, 1'un supéricurement, l'autre inférieurement équivalents)s

EXEMPIE. - Du développement |12| = |1]12] - |2]1%

et 3' sont inféricurcment dquivalents, 4 et 4' supdrieurement équivalents :

, on peut déduire, .ai ‘3
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24Y _ 24!
15115 11511550 2 1531135,

III. Diviseurs élémentaires.

1, Réalisation des antisym‘triseurs et des déterminoides.

A toute permutation s de n indices s = (% 2 "'lé) , on peut faire corres=-
1 2 00
pondre une suite d'éléments (e € see e ) , les e appartenant & un ensemble

1 ‘n
E , ot affectés de deux indices, 1'indice supérieur et 1'indice inférieur, D'aprés
la signification de la permutation s , on obtient le mfne mot en permutant deux
e:.'.
i

. .
I1 peut se faire que eg = eg, pour deux couples différents d'indices, mais cela
ne change rien au calcul sur les permutations.
A 1'antisymdtriseur (ilzﬂ 12/\ vee ﬁ\ik) correspondra 1'cxpression
i i i i
Z(f’ 1)I+J ejl oo e;k(e;-—k+1 cse ein)
1 k “k+1 n

et de méme on pourra former ce qui corpespond & un déterminoide donné.,

Exemples de réalisations.

1° Les e sont des éléments d'un anneau R et les indices supérieurs représene

tent la place occupée par chaque facteur e , les indices inférieurs servant a dis=-

tinguer les 3léments de R . Alors par exepple e? ; g P signifiera le pro=-

duit 3 €y O o Dans ces conditions, le produit de
- ol o3 1 2 3 _ .
P(1A2) = e1 39 —©) 38 =ej e ey =0 ey,

est 1'antisymétrisé de P pour les deux premiers facteurs, tandis que

RN T I O I
(1 N\2) P = e o3 &) = o5 €3 87 =85 6 0y =65 8, &
représente 1'antisymétrisé pour les facteurs de noms ey et o, .
29 Les ei sont des 41léments d'un anneau commutatif, en nombre n2 s ¢t on con-
N\ . l l P& R I ) (Y
sidere un produit P = ell... ené o Les déterminoides sont alors des produits de

mineurs du déterminant des e% formés avec des colonnes et des lignes différents.

L'antisymétriseur (1A 2/A ... An) P est le déterminant des eg .

3° Les Dj et les fi , tous deux en nombre n étant des éléments de deux
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ensembles sur lesquels on peut définir une opération externe Dj fi = eg s O

aura par exemple @

(1A 2)(ot, 132)(f1 , £,) =l fl.D2 £

2 1
2 —D floD f2 [ ]

de. Dans 1l'exemple 1, les ey peuvent &tre des éléments d'un R module de di=-

. . . . 2 . 5
mension n . Dans ce cas si ey = ai.ll + ai 1, , e = a% ip+8, 1, R etant
commutatif, et les i les vecteurs de base, 1l'antisymétrisé e, 8 =@, e, peut
permettre de définir le produit extérieur des vecteurs ey et e e

2+ Cas o 1l'on peut définir une valuation des mineurs.

Dans tout ce qul suilvra, nous admettrons que, si j et j' sont des indices
équivalents, ainsi que i et 1i' , ei = ei'z ei,: ez: . Nous supprimerons les e,
dans 1'expression de la réalisation des déterminoides, et nous représenterons des
indices équivalents par le méme symbole, ce qui est possible en vertu de la con-
vention précédente.

A Jq J
Nous appellerons minecur d'ordre h une expression de la forme |e:.L vee eiw
, | T SR oo

que nous repreéscntons simplement par la notation |il tee ihl « Toute réalisation
de déterminoides apparaft comme un produit de mineurs, et sur les mineurs on peut
définir une somme, correspondant & la somme dans 1'algébre A du groupe des
permutations. Les mineurs sont donc éléments d'un anneau commutatif S , en par-
ticulier les eg .

On suppose qu'on puisse associer & tout élément de S wun élément d'un groupe
abélien ordonné, tel que : v(ss') = v(s) + v(s') v(s + s') 3 min[v(s) , v(s')] .
On appelle mineur régulier d'ordre k , tout nineur tel que sa valuation Vie
soit inférieure ou 4gale & la valuation de tout autre mineur d'ordre k . On ap-
pelle mineur d'ordre k + 1 bordant un mineur D d'ordre k donné, tout mineur
dont les indices supérieurs comprennent les indices supérieurs de D , et de

méme pour les indices inférieurs. Dans ces conditions, on a le théoréme suivant

THEOREME de Frebenius., - Tout mineur réguller d'ordre k est bordé par un

mineur régulier d'ordre k + 1 , et contient un mineur régmlier d'ordre k = 1 .

" La démonstration est donnée par le principe suivant. Soit D un mineur régulier
d'ordre k +1 . Si D' ne borde pas D , on peut trouver des mineurs Di d'ordre
k , et Di d'ordre k + 1 tels que :

' 1] —
(1) DD +D1D1+aoo +Dth"1—0 .
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Bi on admet (1), on a v(DD') 2 min(v(.D:.L Di)) .
Donc il existe un indice i pour lequel on a : v(D) + v(D') 2 V(Di) + v(Di) .
D'ou ¢

> v(D) - v(D ) > v(D‘) - v(D') .

D'ou v(Di)ffv(D') . D' pout &tre régulier, mais il existe au moins un Di de
valuation plus petite.
b. Suprosons maintenant que D' soit régulier d'ordre k + 1 , et D quelconque

non bordé par D' , Le méme raisonnement montre qu'il existe un Dj tel que
v(Dj) < v(D) .

Tout revient donc & montrer qu'il existe une identité telle que (1), D et D!
étant deux minemrs d'ordre k et k + 1 , B' ne bordant pas D .(Les D! figurant

i
dans (1) ayant un indico corrwn avoc D do plue quo D' . Nous distinguorons trois cas:
eee 1 XXl
a. Les mineurs l.l Kl =D ot |3 . lk+11— D sont tels que les i sont
Jl o0 Jk v ']1 o0 e Jk+1

distincts des i' et les j distincts des j' . Dans ce cas, on peut égaler deux
développements de Laplace du mineur @

il eee 4!

l 1 k 1 k+1l

1 ose Jk Jl see Jk‘i‘l

LU l

Y

le premier formé & partir des indices supdricurs de D et D' en permutant les
indices inférieurs par combinaisons k & k . Le deuxiéme développement obtenu

en prenant k indices i' supdrieurs, et les k + 1 indices restant. On est ainsi
assuré que le terme DD' ne figure pas deux fois, et on a bien une formule telle

que (1) .

be Les mineurs D et D' ont au moins un indice supérieur (ou inférieur)
comaun, mais pas d'indice infdrieur (ou supérieur commun). Alors on a encore
2k + 1 £n, ct A  est oncore un mincur qui est nul, si bien que le premier dé-
veloppement de Laplace seul donne 1'identité (1) (on laisse fixes les indices su-

périeurs si les indices inférieurs sont en commun).

ce Si D' a en commun avec D des indices supérieurs et inférieurs, ce qui arri-
ve notamment si 2k + 1 > n , le raisonnement pricédent n'est pas plus valable,
car le terme DD' peut figurer plusieurs fois et donc disparaftre dans le dévelop-
pement de A . Mais on peut supprimer alors dans les deux mineurs D et D' 1les

indices équivalents supérieurs et inférieurs ; on est alors ramené au cas a ou



11-14

au cas b, et on dcrit la formule (1') relative aux mineurs D et D' ainsi ob-
tenus. On peut alors rajouter & chaque mineur les indices équivalents supprimés,

et d'aprés la propriété 5 de II, on a encore une identité telle que (1).

2
EXEMPLE, = Prenons le cas de n =5 , et suprosons que D = |12| .
a. Supposons D' = IgiZI o On forme les deux développementsde Laplace ¢

(230 AGBALNANAN2A3ALN5)

et

(228 BAOA2A5A2A3ALAS)

qu'on égale.

be Supposons D' = l%igl qui n'a que des indices supérieurs communs avec D .
A = 112334| = 0 . Si on développe /A en permutant les indices inférieurs sui-

12345
vant un développement de Laplace, (2 , 3) , on obtient :

| + LA 4

2asl + 1551150,

12
0= 1511575 245

234|

c. Supposons D' = |215 ol 1l'indice inférieur 1 est cormun avec D ainsi

que 1l'indice supérieur 2 . On les supprime et on forme :
= 1 = 24
D = D' = )
B 12|
On est ramené au cas a pour D et D' . On écrit

124, _ 11,24 11124124
|235| - lZI'BSl + |3|l52ll5||23!

214141 31,41 31141
|3||521 + |5'I23| + I2ii35l 4

On égale ces deux d“veloppements et on rajoute & chaque mineur écrit la colonne
f pour ohtenir 1'identit? & zéro cherchée.
COROLLAIRE du thdoréme de Frobenius. - Si Vi désigne la valuation d'un mineur
régulier d'ordre k , on a Vit Ve, 2 2Vk+1 o Autrement dit, les différences

v, forment une suite non décroissante.

k+1 " Yk
En offet, si un mineur d'ordre % + 1 est régulier, il borde au moins un mi-

neur d'ordre k régulier, et est bordé par un mineur d'ordre k + 2 régulier.
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On peut donc choisir le mineur D de valuation Vi et D' de valuation Vieso
de maniére que D' ait k indices supéricurs comwmns avec D ainsi que k
indices inféricurs ( D' borde D ).

12 soe kl

ere Kk k +2
Si par exemple D = |12 ok 12 ﬁl N Hl N |

et D! = l12 veo Klkas 1k 4 2

calculons DD' .,

De la formule

|k+1|'k+2|=|k+lllk+2

k+1|lk+2r
k+1'"'k +2 k+2'k +1

| + Ik + 1k 42

on déduit, en rajoutant aux deux membres les k indices comruns en haut et en

bas :

12 «.. kk
12 «oo k k +

+

1|‘12 e kk+2
2

12 oo.kk+1l|12 otnkk+2|
12 e kk + 1

P+l ke il I kk+2

DD! = |

1

3 t
et par suite v(DD') Vie ¥ Vo 2RV

Cas particuliers.

10 Si 1les ei 81l4ments des mineurs appartiennent 3 un corps ob la valuation de
1'¢1ément O est prise égale & 1'infini, si un miweur d'ordre k est régulier
et de valuation finie, c'est-i-dire non nul, il est bordé par au moins un mineur
d'ordre k + 1 régulier. Si tous les mineurs d'ordre k + 1 ont une valuation
infinje, c'est-a-dire sont nuls, les autres ne peuvent avoir wne valuation moindre.
Si tous les mineurs d'ordre k + 1 bordant un déterminant d'ordre k sont nuls,

"tous les mineurs d'ordre k + 1 sont nuls.,

2° S8i les €léments des mineurs font partie d'un anneau 2 idéaux principaux, on
peut prendre pour v 1le degré par rapport & un élément premier. La valuation de
D est h si D est divisible par ph et non par ph+1 « Le raisonnement pré=-
cédent, appliqué & tous les nombres premiers intervenant dans la décomposition de
s s s 2 .
D , montre que Ak Ak+2 est divisible par Ak+1 si Ak est le plus grand

commun diviseur (pgcd) des mineurs d'ordre k .

3. Treillis des suites vy e

Soit un groupe abélien ordonné noté additivement V et une suite d'é1éments de

Vi v satisfaisant & la condition

(1) v,

-V, 2V, =V
i+l vl - i

i-1 B

Nous allons définir sur les suites vy gatisfaisant & (1) une structure de
treillis.



11=16
Soient deux suites v, et v'i satisfaisant a (1). Je dis que Wy = sup(vi, v:'L)

satisfait aussi a (1).

On peut supposer A £ v'i « Alors W= v:'.L « I1 faut distinguer quatre cas.

| : 0 ! 1 :
2 vi_l'(vi_l ’ Vi+1'< Vig o Alors
- = v! - v! 2> ! - ! =W, = W,
Viel "Y1 T Vi T 7Y T Y50 i i=1 ¢
! ! o« Alors :
e Vil € Vi 0 Viag > Vi o AT
— - ! ' - ! ' = V. =W, }
Vil TV T Vaen TVE2 Vi TR Vi TV T Vi o
! ! . A :
Co V4 > Viet 0 Vin > Vi lors
-, = D s U S S B e U
Vigl TV T Vi TVE 2 Vi TVE 2V TV PVt Vg Tty
. v, ' : ', Alors
d vl_1 > V1-1 ’ v:L +1 «(v1+1 1o
- =vi , =-v! S Pev, =W, =W,
Vil TV T Vi TV VY VR 2V -V S Wy Wy .

Si,donc, on définit une relation d'ordre entre deux suites (Vi) et (v;_) par
la relation (vi) < (v:!L) si et seulemont si v, < v! pour tout i , deux suites

" quelconques ont un plus petit majorant commun.

Elles ont aussi un plus petit minorant commn, mais qui n'est pas défini par la
relation w, = inf(vi y v:'.L) qui n'obéit pas en général a la condition (1), comme
le montrent les deux suites -7 , 9 , 12 , 20 et 2 , 8, 14 , 20 , la suite

2 ,8, 12,20 n'obéissant pas & la condition des différences décroissantes. On
peut utiliser le lemme suivant

LEME .~ Etant donnée unc suite (si) » quelgonque finie, il existe une suite uni-
que (Wi) qui est supérieure a toutes les suites satisfaisant & (1) et inférieures
4 8, , w, satisfaisant elle-mére & (1),

Soit la suite 81 5 By ees 8 quelconque finie. Il existe au moins une suite
inféricure 2 S; » par exemple 0,0,0, «e, O, 8, qui satisfait a (1).

Le plus petit majorant commun ti de toutes ces suites satisfait aussi a (1).

Si on choisit pour suite (Si) la suite s; = :'x.n.t‘(v:.L ’ v:'.L) on obtient ainsi
une suite ti supérieure & tous les minorants comwuns de A et v%_ ’ ti sa=-
tisfaisant & la condition (1).
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Les suites A satisfaisant & la condition (1) ont une structure de groupe

abélien réticulé.

REMARQUE. - Les mémes considérations s'appliquent si la suite v, est décroissan-
te, et si la suite de ces différences premidres Wy SV =V est elle=méme

non crolissante.

4, Exemple., Treillis de partitions.

Py P
.2 . s . s . s n \
Considéerons une famille F de monfmes 3 n indétermindes xl ese X = P ol

les exposants P; vérifient la condition p; - pi+1‘z Piy = Pyyo 2> 0 pour tout

i 451 deux monbmes P, Q& F , le produit PQ &€ F , ct d'aprés le paragraphe pré-
cédent le plus petit corrun multiple (ppem) de deux monémes P et QEF , Le

pged au sens usuel n'est pas éliment de F en général, mais il existe un monéme

de F qui est multiple de tous lesmondmes & F qui sont diviseurs communs de P et

Q ¢« F a une structure de treillis multiplicatif.

Considérons en particulier la famille G des monémes P , pour lesquels Py =1
I1 existe une application bijective de G sur 1l'ensemble des partitions de n en

somme de nombres entiers positifs ou nuls, non croissants. Soit en effet le monéme

n P2 Pn . sy
X X eee X, 0D lui fera correspondpe la partition de n @

°1 TR Py S =Py mP3 s €5 TPy “Pyu 0 O TP ’
et inversement, lcs e stant donnés, on aura I }_J ej y Py = E:: e o On ds=-
I,n i,n

finit ainsi sur 1'ensemble des partitions de n wun treillis. Si on considére un
schéma de Young pour reprisenter une partition de n , en mettant e points dans
la i-iéme ligne horizontale d'un tablasu, et s'astreignant & conserver les i
premiéres colonnes, dans chaque ligne, multiplier par X;,q un tel schéma revient
4 prélever un point dans la i-iéme ligne pour le porter dans la i + l=18me  ligne.

Par exemple le schéma +.sp donne par multiplication par xs le schéma eee.

L ] .

qui ne corpespond pas & une partition, les indices e; me formant pas une suite
décroissante. Mais si le résultat donne un schéma de partition, on voit qu'on a
déplacé un point d'une colonne pour le placer dans une colonne ayant un indice ine-

firieur., D'ol le résultat. On reconnaft qu'un schéma S correspond & un mondme

P multiple du monéme Q qui correspond au schéma T si on peut obtenir S 2

partir de T eon déplagant des points de T pour les amener dans des lignes

d'indices inféricurs ou dans des colonnes d'indices supéricurs.
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Si on pppelle partition conjugudée de la partition correspondant ou.schéma S ,
celle dont le schéma S' est symétrique de S par rapport & la diagonale princi=
pale, la remarque prédédente rend intuitive les propriétés suivantes ; en appelant

conjugués deux monémes P et P' correspondant & deux perrutations conjuguées.

PROPRIETE 1. - Si P est multiple de Q , alors Q' est multiple de P' ,

PRBPRIETE 2, - Le conjugué du plus grand antécédent commun est le plus potit

minorant commun des conjuguds.

Soit R 1le plus grand antécédent cormun de P et Q . Son conjugué R' est
est multiple commun & P' et Q' , et les diviscurs de R appartenant & G sont
les diviseurs cormuns & P et Q . Leurs conjugués sont donc des multiples de R' .

R' est bien de ppcm le P et Q .

PROPRIETE 3. = Le treiliis G est autodusle. I1 y a une correspondance bijective
(par la conjugaison) ontre les portions de treillis comprises entre P et Q ,
d‘une part, et Q' et P' de l'autre. En particulier, le nombre de déviseurs de
P est 3gal au nombre de multiples de P' , et une partition autoconjuguée a autant

de divissurs que de multiples.

EXEMPIE, = Treillis de partitions pour n =17

17— v 5 23 23,
., .
31" — 321" — 322
BT 1
212 421 —— 43
| |
51° 52

|
61 “"‘"‘"7 [

Un monéme situé & gauche ou dessus est multiple d'un monéme situé & droite ou en
dessous dans lg treillis. On voit que cet ordre ne coincide pas avec 1l'ordre lexi-~

cographique des hauteurs.

Sur une méme verticale sont situdes les partitions de n en un méme nombre de
parties positives sous foeme de hauteurs croissantes. Par exemple, les partitions
32 1 et 413 correspondent respectivement aux monémes x? xg et x? xg 2 x

A 12 % 1287
dont lc ppem X X XX correspond & la partition 3217 , comme on le voit sur
le schénas
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Expression des by en fonction des différences secondes.
. P Py
Soit lo monfne x; X, = P . En posant e, = P,

1 [ X N ] l
d. = e, =g, il vient, aprés un calcul aisé
i i i+l ? ’ ’

- pl - pi+1 y puis

= kdn + (k - 1) dn-l + een +(k -p)dn-p + oo +dn

Prok+1 % .

En particulior

p, =nd + (n = 1) d 4+ eee*+d =nm

est le poids de la suite des différences secondes di de la suite Py

Quent & la partition conjuguée de celle dorrespondant & P  elle paut s'éerire

sous la forme : a

i a d2
- 1
(nnp(n‘l)nlyz 91) ’

dtant entendu que les dn preniers ei sont Agaux & n , les dn 1 e' ‘suivants

sont égaux & n - 1 , et ainsi de suite.

8. Application & la théorie des diviseurs élémentaires.

k1 k2 _kn k1 k'n
Soient deux produits 817 8 esve = P et ei ere =P'* ou les ey
R ] ] 3
sont permutables et tels que 054 di+l s ki 2 ki+1 ’ ki > ki+1 o 11 vient
en remplagant les e; par leurs expressions en fonction des
di see ei—“-(ﬁl XX d-2 K di .
k1+k2+...+kn k2+k3+...+kn kn
D'od P = d1 d2 eee dn « P sera certainement divisible
par P' si le monéme
. ki k2+...+kn an
1 1{2 LN ) n

est divisible par le mondme correspondant pour P' , c'est-a-dire si la partition
(k1 ’ kn) est divisible par la partition (ki s eee kﬁ) y au sens du treillis
des partitions.

Or, si on pose Di =@y 8y eee 8y, considérons un produit de la forme
Da D ees Da =P ou les a; sont des entiers naturels non croissants. P

1 P X k
s'exprime en fonction des e, sous la forme P = ell oo enn , Ol k1 ’ kn est
la partition conjugude de ay s a . On conclut de ce qui précéde et de la proprid=-
té 1 des partitions conjugudes le résultat suivant

4
PROPRIETE: - Si Di désigne le mineur d'ordre i de valuation minima, le
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produit Dal eee D ese Dan divise le produit Da' D,y «oe Dah si la partition

aj , a) divise la partition a a .(ai >a, .3 al>al.).

1°? n i i+1

EXEMPLE., = Dans un anneau principal, si Di est le pgcd des mineurs dtordre 1
. _ 2 22
d'une matrice, D5 D1 = 0] 8y 05 ¢ et D4 D2 =@y 0y 030 . D5 D1 est
multiole de D4 D2 « Or 51 est diviseur de 42 (voir le schéma page 18).
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