GEORGES PoITOU
Les équations diophantiennes x* +y* + dz® = 0, d’apres Cassels

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 13, 1n°2 (1959-1960), exp. n° 24,
p- 1-8

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1959-1960__13_2_A12_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1959-1960, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1959-1960__13_2_A12_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISOT 2401
(Algéb e et Théorie des nombres)
13e année, 165%/50, n® 24 30 mai 1960

LIS F UATIONS DIOPHANTIENNEZS x° + y° + dz2 = O , D'APRYS CASSELS

par Georges POITOU

Introduction.

I1 n'est pas possible d'exnoser ici 1l'histoire de la théorie des équations
diophantiennes qui se rameénent & la recherche des points rationnels sur une cour-
be de genre 1 ; car cette théorie a donné lieu 2 des publications extr®mement
nombreuses et fort diverces. Gu'il me suffise de renvoyer & la monographie clas-
sique de SKOLEM [2], 2 la large bibliographie de CASSELS [2], et & un récent
article de F. CHATELET [3] notamment pour les prolongements des méthodes connues

pour les courbes & 1'étude des points rationnels sur les surfaces algébriques.

Du riche mémoire de CASSELS [1], on se bornera ici & dégager les idées prin-

cipales.

l. - Les points rationnels d'une courbe A dc genre 1 forment, 1'un d'eux
o étant pris pour origine, un groupe G . Ce groupe est de type fini d'aprés
le théoréme de Mordell-Weil [5], [9]. Les méthodes connues pour démontrer ce
théoréme établissent d'abord un résultat relatif & la division par un entier n :

le groupe G/nG est lui-méme fini ("forme faible® du théoréme de Mordell-Weil).

Pour une courbe A donnée explicitement, la détermination d'un systéme de gé-
nér.teurs de A requiert habituellement la détermination effective d'un groupe
G/nG pour un certain entier n . Or, en général, on ne sait que le plonger on un
groupe (défini par des conditions locales) fini effectivement calculable. L'objet
principal du travail [1] analysé ici est de vrouver en détail, sur des cas par-

ticuliers; que 1'étude simultanée de la division par n et par n?

permet de
cerner de beaucoup plus prés le groupe G/nG , jusqu'a conduirc dans bien des

cas (mais non dans tous) ? sa détermination explicite.

2. - L'étude du groupe G/nG s'appuie ([S], [4]) sur sa roprésentation & 1'aide
de fonctions rationnelles attachées aux points u de G tels que nu = o . Sui-
vons 1'ex~osé de ROQUETTE [6]. Soit %k wun corps, mettons de caractéristique O

(qui pourra &tre un corps de nombres algébriques ou un comvlété d'un tel corps)
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sur lequel tous les points u de A , tels que nu = o , sont rationnels. Soit

N 1le groupe de ces points.

Pour tout point a de A , soit Ta ¢ 2z -2 + a la translation correspon-
dante, qui opére sur les fonctions ¢ définies sur A par (Ta<p)(z) = ¢(z - a) ,
et de fagon claire sur les diviseurs. Soit X wun diviseur sur 4 , de degré O ,
de sorte que, pour tout a €A , T, XX (v désignant 1'équivealence linéaire) ;
il existe donc une fonction ca(X)(z) sur A , définie sur lc corps k pourvu
que a et X le soient, de diviseur Ta X/X . Posons alors

_ -1
Ca,b - Tb(ca) ®p Casb :
Le diviseur de cette fonction s'évanouissant,; cclle-ci est unc constante de k™
(ne dépendant plus que de a ;, b, X et non de z ) ; on vérific sans peine

qu'on a 1'identité des cocycles

Td(ca,b) Ca+b,d ~ %a,b+d %b,d

ou Td peut étre omis, puisque les translations n'opérent plus que trivialement
sur les fonctions constantes. De plus, la classe de cohomologic de ce cocycle
ne dépend pas de la fonction ca(X) de diviseur T, /X , et ne dépend méme de

X que par la classc de ce diviseur (pour 1'équivalonce lindairo).

En restreignant les indicecs aux points de la division de o par n , on obtient
ainsi une application h qui, a toute classe de diviseurs de degré O définie
sur k , associe une classe de cohomologie dec H2(N 5 k*) , application qui est
manifestement un homomorphisme de groupes. Le noyau de cet homomorphisme cst
constitué des classes des diviseurs X tels q&; ca’b(X) :‘Ya,Yb'Y;ib pour un
systéme de constantes Y, convenables dans k . Si l'on substitue a ca(X)(z)
la fonction ‘y;l ca(X)(z) 5 on obtient un cocycle identique 3 1 , de sorte

qu'avec de nouvelles notations on a *'identité

Tyley) ey = couy

donc a - Cy définit un cocycle de dimension 1 du groupe N , opérant par les
translations sur le groupe multiplicatif K* au corps K des fonctions sur A
définies sur k . D'aprés la théorie de Galois et le théordme 90 de dilbert, ce
cocycle cst dégénéré, et il =xiste une fonction ¢ de K* , telle que

ca(X)(z) = Ta(p(z)/p(z) 5 s1 1'on change alors le diviseur X pour le diviseur
linéairement équivalent X/div ¢, on peut obtonir des fonctions c, constantes ;

c'est dire que le nouveau diviseur est invariant par les trenslations de N .
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Réciproquement, les classes de diviseurs contenant un divissur invariant par

les translations de N appartiennent au noyau de h .

Désignons par Vv la multiplication par n dans A . Un diviseur X invariant
par les translations de N est de la forme v—l(Y) ; o Y ost un diviscur
équivalent 2 tous ses translatés ; on sait qu'alors v-l(Y) est linéairement
équivalent & Y" , de sorte que toute classe du novau de h ost représcntable
par un diviseur de la forme y? s o ¥ est un diviseur de degré 0 défini

sur k ; et réciproquement.

Utilisons maintenant le fait que toute classe de diviseurs de degré O peut
Atre représentée par un diviseur de la forme x/0 , ol x ost un point de 4
rationnel sur k si la classe l'est, et que x - (classe de x/0) est un iso-
morphisme du groupe G des points de A définis sur k , sur le groupe des
classes de diviseurs de degré O définis sur k ; on en déduit un homomorphisme
de G dans H2(N s k*) s dont le noyau est nG j; done G/nG s'identific & un
sous-groupe de HZ(N s k*) ; ces homomorphismes de G ot de G/nG seront encore

notés h .

REMARQUE. - Il n'est pas difficile d'établir (en travaillant dens A x 4 ) que

le cocycle ¢ dépend rationnellement de x .

a,b
3. - Tout ce qui précéde peut étre recommencé avec un corps k' contenant k ,
et on obtient une application k' de G' dans HZ(N s k’*) . €1 1'on considére
un cocyele & valeurs dans K" comme étant 2 valcurs dans k'F s on définit un
homomorphisme i de HQ(N , ¥') dans H2(N , k'), et il ost clair que, pour
les points de G, h' est composé de h et de i ;5 le cocycle dans i asso-
cié & x € G ost dégénéré dans * st oot seulement si x € nG' ; comme ccci
peut toujours &tre obtenu par unc extension finie k'/k ;, le cocycle associé 2

X est de la forme

_ -1
c:a,b “Ya Yy Yaep
avec des Y, € k'™ 5 en particulier; ce cocycle est commutatif, on a b = Cp.g °
b b

4+~ Soient maintenant k un corps de nombres algébriques, p 1l'une de ses va-
luations (ordinaires ou & 1'infini) et kp le complété correspondant. Désignons
par hp 1'application analogue & h rclative & k et par ip 1'application
naturelle de HZ(N , X*) dans H2(H s k:) ¢éduite de 1'inclusion k - kp .
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Soient H , H_ 1les images respectives de h et de hp . 11 est clair que
i (H) ¢ Hp , donc H est contenu dans le sous-groupe H de H M, k ) cons-
titué des classes o toclles que ip(a) € Hp pour toute valuation p . C'est
ce sous-gro"pe H dont on démontre qu'il est fini, cc qui cntrafne la méme pro-
priété pour H . Mais dc nombreux exemples montrent que H ost souvent trop
grend et le but de CASIELS cst de définir et de calculer un groupe T intermé-

diaire, souvent bien plus voisin de H . Cf. les tables de SIIMER [7].

~

Pour cela, soicnt N' le groupc ¢e:s u € A tels que n° u = o, ¢t k' un
corps contenant k ¢t sur lequel cecs points sont rationnels ; désignons par
ﬁQ(N' , ™) 1le sous-groupe de HZ(N' 5 k™) engendré par des cocycles dont la
restriction & N est a valeurs dans k' s par h' 1'application analoguc & h
de G dans ﬁQ(N' , ¥'%) , ot par H' 1'imege de G dans cotte application.
Par restriction des cocveles & I , on obtient un homomorphisme p de
ﬁQ(N' , '*) dans HZ(N , ¥, tel que pH' = I ; on e¢ffet, H est isomorphe
4 G/nG, H' 2 G/n2 G , et, var ces isomorphismes; p correspend & 1'appli-

cation naturelle de G/n2 G sur G/nG .

N Désignons encore par k! 1'algébre k' o kp s par i§ 1'application de
HZ(N‘ s %) dens W, x'*) déduite de 1'inclusion X' - ¥' s k s ot par
pp 1'application de ﬁQ(N' , ké*) dans H2(N s k;) obtenue par resgriction
du cocycle & N , et observons que i_op =p_o i' , de sortc que, si H' est
le sous-groupe de ﬁQ(N' , %) compgsé des % tegs aus i'(p) € H' pour tout
D, ot I le sous-groupe P(H') de HZ(N R *) , alors I p’ st cont nu dans H :
car @ e?—f implique = p(B) avec. P €H' , donc i (B) € HI’D pour tout ©p ,
et par suite ip(a) =3 (P(ﬁ)) = p (1'(ﬁ)) € Py (H') = H pour tout p , donec
aeH.

De plus, il est clair que H c:if, done §: est bien un groupe intermédiaire
entre H et H . L'un des principaux résultats (conjecturé par SELMER) est que
la différence des rangs de H et do ﬁ’ est paire ; CASSZLS lec démontre comme
conséquence de 1'existence d'une forme bilinéaire antlaymetrlque U(x , yv) sur
", ayant pour valeurs des racines de 1'unité, et telle que T est caractérisé
comme 1'ensemble des x € H tols que U(x ; y) = 1 pour tout y € . La dif-
férence des rangs de H et de ‘ﬁ est donc le rang de U ; c'est un nombre pair

puisque U est antisymétrique.

5. = Tout ceci est exposé sur 1'excmple des courbes de la forme

(%) x3 + y3 + d23 =0
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avec k =Q(p) ou p ost une racine cubique de l'unité, et k' = k(dl/B) . Le
point o est (1, -1, 0) . On peut donner ici aux groures de cohomologie une

forme simple, grice & deux lemmes faciles :

LEMME 1., - Si ' =N x Nl et si un cocycle commutatif sur N' cst dégénéré
sur N et sur N1 ; i1 1'est sur N' .

Ce lemme ol on suppose seulement N' commutatif; montre qu'on a une injection

B, v%) 5 8w, 1)« B, , 1)

et en particulier

Far , 1% S Hm, K)o« B, k) .

1 5

LEMME 2. - Pour un groupe cyclique M d'ordre m opérant trivialement sur B ,
on a H2(M , B) z:B/Bm ; 1l'isomorphisme consistant & associer au cocvcle ca,b
la classe modulo B® du produit iéM Cg,a ol g est un génératecur de M .

Ces deux lemmes permettent de caractériser les classes de cohomologie de N!'
par deux nombres; si les groupes N et Nl sont cyecliques. Or, c'est le cas
pour les courbes (%) si 1'on remplace la multiplication par n das paragraphes
1 3 4 par la multiplicetion complexe par le nombre < = p - p2 s tel que 12 ==3.
Pour vérifier qu'oh a bien une telle multiplication complexc, il suffit de véri-

fier que la multiplication par p
(X,V;Z)—)(X;V;:PZ)

est bien un automorphisme de la structurs de groupe de A , ce qui est immédiat

si 1'on éerit les formules d'addition.

Les points de N sont alors, outre o = (1, -1, 0)

d=(p,-1,0) -iZ(l,i'-p,O)
et les autres points dc¢ W' sont, en posant § = dl/3 9
ar=(0,8,-1) -a'"=(86,0, -1)
3\1+&_(O,6p,-1) -a'-a (6p 5 0, - 1)
A -a=0,0%,-1) -a+ad=(",0,-1)
et 1l'on pcut prendre ' = ¥ x N1 ; avec N1 = Qal,ﬁAf s -:i:} 5 N' cst ainsi

le produit de deux groupes cycliques d'ordre 3 .

On est donc amené & considércr les deux fonctions de x suiventes
AN
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qu'on peut encore écrire cn remplagant c,p Par sa définition
. b

n(x) = cg(x)(z) T. f(x)(2)/f(x)(z) et de méme pour m'(x)

A AN ’Sd’,\’ AN, AN AN, AN A
en posant
f(i.)(zwg = cy(x)(2) c_g(x)(e) ot de méme pour m'(x) .

Grice » ces fonctions, on pout représenter la classe de cohomologie h(x) par
AN

les nom>res m(x) ot n'(x) modulo K et k’*3 respectivement.
AN AN

RIMARQUZ. - Pour chaque X donné, los fonctions ¢ et par suite m , m'
peuvent étre choisies ds fagon » indiquer la classe de cohomologie hggz s mais
un choix unique ne peut convenir & tous les X simultanément : il faut utiliser
plusieurs de ces fonctions pour recouvrir G , et lorsque deux d'entre ellcs sont
définies et non nulles au méme point, elles doniant des résultats concordants.

légligeons dans la suite cette difficulté de détail.

En fait, dans le cas des courbes (%) , CASSELS peut définir directement ces
fonetions m et m' (qui sont d'un type déja considdré par 4. VEIL, avec un

diviscur de la forme aB/b3 s, pour a ;, b € ou N' ) par des formules élémen-

taires
2
m(gl = fL_ﬁLiEBZ n' (x) = T({(I z®) .
pX+py y

Ces deux fonctions nc sont pas indépendantcs ; en fait, si 1l'on posc

- - TX
x) = Car,-a' Ca+ar,d'-d  TEy
_ -1 px + %y +pdg
Ux) = ey g Cq guqr ou 2
AN Art e R P X +py + p Oz

2
- —D - » . ’, Vd
on a Nk,/k(a) =m 1 £dD =m', ob D désigne le générateur du groupe de
Calois de ¥'/% , défini par & = pd , les congruences s'entendant modulo 13
et k'*3 respectivement. Csci peut dtre vérifié sous 1'une ou 1'autre des deux

formes.

V4 . . .: ’ - Y ]
O« = Zn fait, la vropriété qu'ont les valecurs de la fonction m (c'est-2-dire
1c

, soit

s éléments de H ) d'@tre des normes dans ¥'/k s'étond au groupe

cn effet, M ek, tel que pour tout p , il existe sur A un point défini

pi
X
~p
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sur k_ tel que p = m@gp) mod k;B : il cxiste donc d'aprés le paragravhe 3,

1/3)

un peint tel que T = x défini sur k s des calculs siuples
point y que Ty, =X o p

montrent qu'alors d est une normec de kp(pl/B) et par suite de la réciprocité
du symbole de restes normiques, p est une norme de kp(d1 3) ; d'apres le
théoréme de Hasse sur les extcnsions cycliques, p est donc une norme de

Nous pouvons maintenant donner une définition de la forme bilindaire U de
CASSELS. Soient h, , M, deux éléments de H , et B e k' tel que
v 03 . 3 Jl. - 3 ~
PZ k'/k ; so;t aussi «fp un point de A défini sur kp tel que
Pl = m(np mod k . rosons alors

- g(m'g‘g) )

ou le produit est étendu 2 toutes les valuations P de k' , ot ol (an) dé-

signe le svmbole de restes normiques de Hilbert. On vérifie successivement
i. que ce produit a un sens, en montrant qu'il est fini ;
ii. qu'il est indépendant des choix des x_ ;

iii. qu'il est indépendant du choix de Py

Donc, on a bien défini une fonction sur H x H , qui est évidemment bilindaire.
On établit ensuite; par quelques calculs, qu'elle est antisymétrique. I1 reste a
voir que la classe de Hy appartient & T si ot soulement si UQ41 ’ “2) =1
pour tout Ho € H ; dans un sens; la démonstration cst assez difficile et résulte
de calculs d'indices analogues & ceux de la théoric du corps des classcs sous la
forme classique de CHEVALLEY ; dans 1'autre sens, clle est presque immédiate :
si la classe de Hy € ﬁ., c'est qu'il existe “i e k' et pour tout p un x
tel que mggp) =My s n'(x ) = pi ; on peut alors choisir ces x_ pour définir

N\p -p
U(p,1 s pg) , et alors

F1 P
U, 5 py) = HCE2)

ast égal 3 1 d'aprés la formule du produit de Hilbert.

L'auteur termine son mémoire en montrant sur un exemple (d = 5610 = 2.3.5.11.17)
1'utilité du remplacement de H par H . Il montre que H est alors le produit
des cing cycles d'ordre 3 engendrés par 2 5 3, 5, 11 , 17 modulo les cubes,

]

et que le rangde U est 4 , ce qui raméne H & l'ordre 3 et suffit a mon-

trer que 1l'équation (*) n'a pas d'autres solutions sur Q(p) que les points
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Ot QA} donc pas d'autrec solution rutionnelle que la solution triviale

(L, -1, 0) ot les solutions proprrtionnelles
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