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Sérinaire DUBREIL-PISOT 21-01
(Algdbre et théorie des nombres)
13e amnée, 1959/60, n® 21

CONSTRUCTION DE GROUPES CARTESIENS INFINIS DENOMBRABLES

par Lech DUBIKAJTIS

Dans ce travail, je donne une méthode pour construire certains groupes carté-

siense

DEFINITION 1. = Un groupe cartésien, (1) est une structure algébrique sur un
ensemble A (possédant au moins deux éléments différents) déterminée par deux
lois de composition internes : addition et multiplication partout définies sur A

et vérifiant les axiomes suivants ¢

AIYL'addition détermine sur A une structure de groupe (pas nécessairement
commutatif).

AZ.Si 0 est élément neutre du groupe additif, alors

V aeh, {Oua =as0 =0} .

Ay 3 1eld, V aech, {lea=ad =al.

ApV a,b,ceh {si a#b, il existe un ot seuloment un x tel que

[x.a =c + Xob]} .
.%-V ay;b,ceh {si a#b, I yea [my=bq~+d}f
Le sujet de ce travail est la démonstration du théoréme suivant ¢

THEOREME 1. - Pour chaque groupe infini dénombrable A , noté additivement, on

peut définir une deuxiéme loi de composition interne (dite & multiplication) de

maniére 2 obtenir un groupe cartésien.

Pour démontrer ce théoréme, il faut introduire un certain nombre de constructions

et de notions auxiliairese

DEFINITION 2. = Soit A un groupe infini dénombrable noté additivement (mais pas

nécessairement commutatif), avec élément neutre O 3 nous construisons une suite

| (1) Cette définition est équivalente & celle de PICKERT ([3] p. 335, et [4] ps 90).
Les conditions (2) et (4) sont ici remplacées par un seul axiome A4.
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quelconque $ 8y s 81 5 8y 9 eee d'éléments de A avec ag = O « Cette suite

sera fixée une fois pour toutes et nous 1'appellerons la suite A .

Tout le probléme consiste & construire le tableau (%) de multiplicatione

ao al 8.2 33 oooak YY)

ao bOO bOl b02 b03 *e* Yok XX
al blO bll b12 b13 XX blk XX
. 080 060 0c0e 00C 0ce 00 000
L4 €06 206 000 260 000 00 o0
(*) U] €06 008 eco o0 ves 000 000 ou bjk - ak‘aj

aj bjO bjl bj2 bj3 see bjk X

LI LU L ] LA N ) see LN LN

6869 000 G006 000 SCS BSOS S0

Une premiére idée serait de définir les é1léments de ce tableau per induction,

dans l'ordre le plus naturel ¢

b

00 * ©

01°?

I1 faudrait donc définir une fonction f(r , q) successivement pour les couples
de la suite transfinie

b02 ’ bOB § oo 9 blO ] bll 9 b12 9 b13 s o000 b20 9 b21 [} b22 3 osoo

(%) (0, 0),(0, 1),(0, 2)y eee (1, 0)5(1 4 1)5(1 5 2)y wea 5(2-5 0)5(2 5 1),00e

de fagon que la valeur f£(r , q) soit égale 2 br q° Les nombres r et q si-
H
gnifieraient dans ce cas respectivement les numéros de la ligne et de la colonne

dans lesquelles se trouve 1l'élément br q =f(r, q) .
’

Je n'ai pas pu y réussir. Mais j'ai pu déterminer par induction (par repport
4 la méme suite transfinie (#%) ) une fonction f£(r , q) dont les valeurs sont
aussi égales aux éléments du tableau (*), mais dans un autre ordre : 1'élément
f(r , q) est situé en général A une autre place que celle ol se rencontrent la
ligne r et la colonne q « Il fallait donc définir encore deux fonctions

t(r , q) , qui détermins la ligne, et c(r , q) , qui détermine la colonne o
se trouve 1'élément f(r , q) .

Dans cette construction,la ligne ne dépendant que de r , on peut écrire &(r)
au lieu de £(r , q) , et cette fonction sera déterminde 2 la définition 9. Les

fonctions f(r, q) et c(r, q) seront détermindes simultanément (aprés certaines
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définitions auxiliaires) & la définition 6, 2 1'aide de 1'induction par rapport aux

é1éments de la suite transfinie (k).

r+q=2

DEFINITION 3. = ¢(r , q) est la partie entidre du quotient -—

¢(r s q) est le reste de cette division,

gy ot

Les valeurs de r et de q pour lesquelles nous profiterons de cette définition
vérifiant les conditions r >0 et q >3, les valeurs de ¢ et de ¢ , vérifient
les indgalités

1<o(ry,a) et OLylr, a) < s

Dé?INITION’4. - Nous désignons par V 1l'ensemble de tous les triplets

(aj 8 s az) vérifiant les conditions suivantes
1° aj » 8 9 8, € A ;
20 § <k,
L'ensemble V étant dénombrable, on peut ordonner ses éléments pour obtenir une

suite infinie.

DﬁFINITION’S. - Nous fixons une suite quelconque de tous les éléments de l'en=

semble V , vérifiant les conditions 3
Vo = (aO ) 8 ) ao) et v, = (ag » a; » al)
et nous 1l'appellerons la suite V

La définition des fonctions =2(r , q) et f(r, g) , que mous allons donner,

se décompose en plusieurs cas, dont chacun correspond 2 une certaine propriété de

N

la multiplication (déterminée par les axiomes Az a A5 )+ L'explication de ces
cas et leurs liaisonsravec les axiomes particuliers seront données immdédiatement
aprés la définition,

ZFINITION 6. =

(6.1) r=0., C(O,Q)=aq7 f(O,q)=ao(=0).

(62) r=1. e(l,q) =2, , £(1, q)

(643) T2, q=0, e(r,0)=a

1l

aq.

f(r,0)=a

0 °? o°*
(6ed) r >2, 1 et g=2 . Ici, il faut distinguer 4 possibilités : (a),

(b)y (e), (d)s Nous verrons plus tard que la possibilité (c) ne peut pas se produire

Q2
1



2104

(2) (lemme 3), mais il faut la considérer ici pour que notre définition soit com=
pléte.

Considérons la suite V (définition 5)

(e) Si pour chaque v = (aj ’» 8 s az) e V 1la condition
(Fl) 3, 4 2 G » {r* <r, c(r, ql) =3-j s ofr', q2) =8y

' '
f(r H ql) + azzf(r ? q2)}

ost vérifiée, nous posons @

e(r, 1) =ci{r,2)=1f(r, 1) =£(r, 2) = ag .

Dans le cas contraire, nous désignons par v = (aj s 8 s az) le premier élément
de la suite V ne vérifiant pas la condition (Fl) et nous considérons les cas (b),
(c), (d)'

(b) si a; = ay » nous posons

e(r , 1) = a5 » e(r , 2) = 8y » f(r, 1) = ay flr, 2) = a, .

(c) st 8 #'ao » ot si, pour chaque a_ €A , on a soit
(th) 3 r',q {r' <r, c(r, q") =aj s f(r' Q') =am} ’
soit |
(Fyy) 3 r' 5" {r'<r, (e, q) =a , f(x', q') =a + al’,}
on posec

e(fry1)=c(r,2)=f(r, 1) =f(r, 2) = ag .

(a) si a5 # ay s ot s'il existe a ne vérifiant ni la condition (Fz,) ni la

condition (F,,), on pose $
e(r y 1) = a5 e(r, 2) = a, 3 f(r, 1) = a s f(r , ) = a *a,

ol a, est le premier ¢lément de la suite A ne vérifiant ni la condition (FZ')

ni la condition (F2").

(65) r>2, q9>3, y(r, q) =r . Désignons la valeur p(r 5 q) par s

I1 faut maintenant distinguer deux cas ¢

(a) Si 1'on a

(2) Le cas (6e4) (a) ne peut pas se produire non plus, mais nous omottons la dde-
monstration de ce fait, comme n'ayant aucune importance dans la suite.
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(F,) 3 q {a'<aq, clr,q)=a} ,
ou bien pour chaque a € A,
(F4) 3 r’,ql,qz,qB, {r*<r, A <, c(r',q3)=c(r,q2),

o(r' , ) =e 5 o =2(r, q) =f(r' , q,) + £(r', q)} ,

on pose e(r, q) =f(r, q) = ay 3

(b) Si les conditions (FB) ob (F4) ne sont pas remplies, on vose : c(r , q) = 8
et f(r, q) = a ol a est le premier é1lément de la suite A ne vérifiant pas

la condition (F4).

“(66) r>2, 923, 0LY(r,y q) <r -1 .Désignons les valeurs ¢(r , q)
et Y(r , q) respectivement par s et t o I1 faut maintenant distinguer deux

cas $

(a) Si pour chaque q, » on a soit
(F,) 3 9 {g,<a, clt,q)=clr,aq) ,
soit
(F6) 3 r, %Y q3’ 7 {r*<r, 4 <dy e(t q1)=0(1" ’ QB):

c(r ’ q2) = c(r' ’ q4) ’ aS + f('b ’ ql) = f(r ’ q2) —f(r' ’%)*ﬂr',%)}

onpose c(r, q) =f(r, q) =a, »

(v) Dans le cas contraire, c'est-a-dire s'il existe q, ne vérifiant ni la con=-
dition (FS), ni 1a condition (F6), on pose

o(r 5 @) = ot , ay)
et
f(r , q) = a4 + (b, ql)

o g, est le plus petit nombre naturel ne vérifiant ni (FS) ni (F6).

INTERPRETATION, - Nous avons dit qu'a chaque r correspond une ligne du tableau
(*)« La fonction &(r) définissant cette correspondance n'est pas encore détermi-
née, mais nous verrons plus tard qu'aux valeurs r =0 et r =1 correspondent
respectivement les lignes a5 et ay e On en conclut immédiatemert que les ces
(6+1) et (6¢3) de notre définition entratnent la vérification de deux égalités de
1'axiome AZ( 0 =0 et O0.a =0 ) ot le cas (6.2) 1'8galité a.l =a (de l'axio-

me AB). (La deuxidme égalité de 1'axiome A3 sera vérifiée grfico 3 la définmition
convonable de la fonction £(r) ).
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Les conditions considérées dans le cas (6+4) servent 3 assurer la vérification
de 1l'axiome AS’ car griace & ces conditions, pour chaque triplet v = (aj ) az)
(ol a5 # 8 ) il cxiste dans la tableau (%) une ligne telle que 1'élément y cor-

respondant & cette ligne vérifie 1'égalité

‘ a4y +a, = e .
Le saul cas ¢ (644) (c} ot elle pouvait ne pas exister, ne peut pas se produire en
vérité, ce que nous verrcns au lemme 3. L'interdiction de remplir la condition
(Fl)’ dans les cas (b) et (d) a pour but d'essurer 1'unicité de 1'élément y pour
chaque triplet v , ce qui est une propriété de groupe cartésien résultant des
axiomes A 2 Ay Bt 1'interdiction de remplir les conditions (Fye) ot (F,,) dans
le cas (d), nous empéche de placer dans une colonne deux éléments égoux dans deux

lignes différentese

Le cas (6.5) assure que pour chaque r et s il existe un éidment placé dans
la ligne &(r) et dans la colonne s , donec tout le tableau (%) scra romplie L'in=-
terdiction de vérifier les conditions (FB) et (F4) dons le cas (b), & pour but
d'empécher de placer deux éléments différents 2 la méme place (F3) et d'assurer
que, si pour une certaine équation (de 1l'axiome A4) il y a déja une solution, 1'élé-

ment ag n'en sera pas une deuxiéme (F4).

Le cas (6+6) permet pour chaque t <r de placer dans une cert.ine colonne
x =cfr , q) un élément f(r , q) tel que x deviendra la solution de 1'équa=-
tion t x.ay =a + xea, (ot 1= 2(r) et 3 = £(t) )e Les négotions des condi=-
tions (F5) et (F6) dans le cas (646) (b) ont pour but d'empé&cher de placer deux
é1éments différents 2 la méme place (F5) et d'assurer l'unicité de la solution

pour la méme équation (F6).

Maintenant nous démontrerons plusieurs lemmes ot théorémes concernant les fonce

tions c(r, q) et f(r, q) .

THEOREME 2. = Pour chaque valeur de r , q , q' 1'égalité e(r , q) =c(r , q')

ontraine f{r, q) = f(r, q') »
Démonstration. = Supposons que l'on ait

(1) e(r, a) =c(r, q')

et

(2) | Q' < g .
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Considérons plusieurs cas pour les valcurs de r et q , correspondant aux dif=-

férents cas de la définition 5.

(6.1) r=0 . Dafs ce ca8, on a, quels que soient q et q' ,
f(r,q)=a0=f(r,q') .

(642) T =1 . La condition (1) implique q =gq' , donec f£(r , q) = £(r , q')

(643) q =0 o Ce cas ne peut pas se produire 2 cause de la condition ().

(6s4) =2, g=1 ou q=2 . Il est évident que dans le cas (6.4) (a) ct (c)
notre théortme ost vrai (car f(r , 0) =f(r , 1) = f(r , 2) = 2y )e Dans lc cas
(d), les valeurs c(r , 0), c(r, 1) et c(r, 2) sont différentes (car

0#3 <k ), donc il n'existe pas de valeur q' vérifiant les conditions (1) et
(2). Dans 1le cas (b), les conditions (1) et (2) sont remplies si q' =0, qg=1,
mais alors f(r , q') = 2y = flry q) e

s

I1 nous reste maintenant & considérer le cas r >2 , q >3 4 clest-d-dire les
cas (6.5) et (6.6) de la définition 6.

Nous pouvons exclure de nos considérations les cas (6.5) (a) et (6.6) (a) , car

dans ces deux cas on a c(r 5, q) = f(r , q) = ag » ot si notre théordme étant faux,

il existerait q' vérifiant les conditions
0<q' <q; clr,0) =a;=cl(r,q); £(r,0) =a;#£(r, q') ’
donc il existerait un autre q pour lequel notre théoréme est faux et tel que
(65)(D)2glr, g) =2, c(r, q) = a, et a_ ne vérifie pas la condition (FB)’
done il n'existe pas q' vérifiant nos hypothéses (1) et (2)e
(66)0):0<Y(ry, q) <r =1, c(r, q) =clt, ql) ol q, mne remplit pas la

condition (F,.) ;3 meis ceci est impossible car 1l'existence de q' vérifiant les

hypothéses (1) et (2) entraine la vérification de la condition (F5) par q; e

Ayont démontré le théordme 2, nous voyons que les fonctions ec(r , q) et f(r , q)
déterminent pour chaque r une fonction univalente Br(ak) définie dans A de la

manidre suivante ¢

DEFIIIITION 7+ = On dit que a = Br(ak) si et sculement s'il oxiste q tel que
e(r, q) = 8y et f(r, q) = a e

REMARQUEe = On ne peut pas cncore affirmer que cette fonction est définie partout

sur l'ensemble A , mais on déduit immédiatement du théoréme 2 que, si la fonction
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Br est déterminée par un certain a €4 , elle y est univalente,

On a les lemmes suivants ¢

LEMME 1. = Pour chaque r 1la valcur Br(ao) est déterminde et est égale & aq

LEMME 2. = Quels que soient r , a, , a8y s 8 fixés, le nombre d'éléments a

remplissant la condition (F,,) ou (F,,) do la définition 6 est fini,

Démonstration. - En se basant sur la définition 7 , on peut écrirec la condition

(FZ') sous la forme
' ' =
3 r {r'<r, Br,(aj) = am} .

La fonction Br étant univalente et 1'é1ément aj étant fixé, on voit que pour
chaque r' il n'y a pas plus d'un &, vérifiant cette conditions Donc le nombre
d'éléments r' différents n'étant pas plus grand que r , on voit que le nombre

d'éléments a ~différents vérifiant (F,,) est aussi fini.

De la méme fagon, on démontre que le nombre d'éléments a différents vérifiant

la condition (F2") est également fini.

Par suite ¢

LEME 3. = Le cas (6.4) (c) de la définition 6 ne peut jamais sc produire.

LEMME 4, - Si vp = (aj ) 8 az) est 1o p-idme élément de la suite V (dé=-

finition 5), alors il y a des nombres ¢ r > 9 et q, vérifiant les conditions

suivantes ¢
(1) 0gr<ps

() c(r, ql) = a,
(3) £(r, q)

C(I' » q2) =ak;

(-
-

+
<]
&
i

= f(r , qz) .

Démonstration par induction ¢

1° I1 est évident que pour p =0 il suffit de poser r = q = 0, QW = 13 et
pour p=1: r= qQ = 1, q, = C-e

2° Supposons maintenant que notre lemme soit vrai pourvles €léments
Vo Vs Uy s Vg ees s Vo (o p>2 ), et démontrons-le pour vp=(aj,ak,az).

Dans ce but calculons les valeurs : c(p , 1) , ¢(p-y 3) 5 £(p 4 1) ot £(p , 2),
en s'appuyant sur la définition (6.4). Dans le cas (6+4) (a),.notre lemme est évi-

demment vérifié, et dans tous les autres cas, il faut (pour calculer les valeurs de
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c et de f ) trouver le premier élément de la suite V ne vérifiant pas la con=
dition (Fl)' Les é1éments Vo 2 vee s Vo la vérifiant (d'aprés 1'hypothése d'in-
duction), nous avons deux possibilités suivant que vp est le premier élément qui

ne la vérifie pas, ou qu'il la vérifie aussi.

Meis dans le premier cas on pose, soit (6.4) (b) ¢

1
o

c(p 1) = aj s clp, 2) 8y s f(p 1) = a5 » f(p 2) ) ’

soit (6.44) (d) @
a s £(p, 2) = a +a,

(le cas (644) (c) selon le lemme 3, nc se produit jameis)e Et alors notre lemme est

e(p ) 1) = aj s clp 2) = 8y 9 f(p , 1)

vérifié par r =p , q = 1 et gy=2.

Dans le deuxiéme cas, la condition (Fl) étant vérifide par Vp s i1 existe aussi

r', 9 9 9 vérifiant notre lemme.

LEMME 5, - Quels que soient r , q vérifiant 1'épalitéd Wr , q) =r , le nom-

bre d'éléments a €A romplissant la condition (F,) de la définition 6, est fini.

Démonstration. = Supposons que a ~ remplit la condition (F4) :

3 r, q s 9 » q3 {r*<r, 4G <9, c(r ’ q3) =¢(r , q2) s c(r s q1)=:as’
am = f(r ’ Q2) - f(r' ’ qB) + f(r’ 9 ql)}
ot s =¢g(r, q) .

En désignant par a, la valeur c(r , q2) s ot en se basant sur la définition 7,

nous pouvons écrire cette condition sous la forme ¢
3,0, Ir'<r, q,<q, g =clr, q),

a, =B (2) =B ,(a) + B.a(a)} .

Les nombres d'élsments r' et Q, diffdérents vérifiant cette condition, donec
aussi le nombre d'éléments a, distincts étant fini, et 1'é1ément ag étant fixéd,

on voit immédiatement que le nombre d'éléments a ~distincts doit &tre égale-
ment fini, '

LiME 60 = V 1, a, s 3 a, {elr, q) = ak} .

Démonstrations = Si r=0 ou r =1 s hous poserons q =k , et le lemme sera

vérifié immédiatement d'cprés la définition (6+1) ou (642)

Si r ;;2 il faut considérer la valeur cfr ) q) ot q=(r+ 1)k +2



21=10
Dans ce cas \p(r y ) =1 et o(r , q) =k s nous avons donc le cas (645) de 1la
définition 6. En considérant les possibilités (a) et (b) de ce cas, nous voyons
que dens le cas (b) on pose c(r , q) = &, » ¢t dans le cas (a) (vu que d'aprés lo

lemme 5 la condition (F4) ne pout pas Stre vérifide par tous lcs a, ) la condition

(F,) doit &tre remplie, donc il existe q' tel que c(r , q') =a, «
3 ’ k

De ce lemme réeulte immédiatement :

THEORMME 3. = Quel que soit lc nombre naturel p 1la fonction Br(ak) egt définie

partout sur l'enscmble A .

DE')FINITION 8¢ = On dit que le nombre r remplit la condition B si et seulement
si, quels que soient r* , r", a, vérifiant les conditions ¢ r'<r, r"<r,
rt £ ’ aj
tion

€ A , il existe un et un seul &lément a, €A rvemplissant la condi-

B (ak) = eyt Br"(a‘k) .

LEMME 7+ =5i r, q vérifient toutes los conditions admises dans le cas (6 46)

(a) de la définition 6, et si r remplit la condition B , alors il cxiste q' et
ay tels que
(1) a*<aq, c(r, q')=a , B(a)=a +B(a)

o s=o¢(r,a) et t=ylr,a.
Démonstrations = Supposons vérifiées les hypothéses de notre lemme $
(2) r =22, a>3;
3) glrya)d=s, Yr,a)=t, 0gtgr=1;
(4) r remplit la condition B ;
(5) chaque q, vérifie, soit la condition (F5), soit la condition (F6).

Considérons 1'ensemble A + Selon le lemme 6, pour chaque a, €A , il y a un

k
q, tel que

(6) a, = e(t , ql) .

Considérons d'abord tous les ay auxquels correspondent q, vérifiant la con=-
dition (F5>' I1 est évident que leur nombre doit &tre fini, car ils doivent remplir
1'égalité  a, = e(r , q2) » 01 qy <q .

Maintenant, considérons tous les ay augruels correspondent 9y vérifiant la

condition (F6) avee la condition supplémentaire

(7) . £t .
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Si nous désignons c(r , q2) par a_, nous pouvons écrire (F6) sous la forme

suivante ¢

31,9, a {r*<r, ay<a, a = e(r , qz) ,
a + Bt(ak) = Br(am) - Br,(am)»+ Br'(ak)} o
Posons maintenant a, = =-a_ + Br(am) - Br,(am) .

r et s étant fixés et r' , q, étant bornés, le nombre des éléments a

distinets, donc aussi celui des a; , doit 8tre fini.
Nous voyons donc que a, doit vérifier les égalités
(s) Bt(ak) =a, +B, (ak)
ob r* <r, t<r, r#t et le nombre des équations (8) différentes est
finie On en conclut, en se basant sur la condition (4), que le nombre,des éléments
ay distincts vérifiant la condition (F6) avec 1'hypothdse supplémentaire (7) est
fini, Comme nous avons déjia démontré que le nombre des ay vérifiant (F5) est
aussi fini, et comme 1l'ensemble A est infini, nous voyons qu'il doit exister
ay vérifiant les conditions (6) et (F6) mais ne vérifiant pas la condition (7).
Or, on a a = e(r , q2) y G <q et

ag + Bt(ak) = Br(&m) - Bt(am) + Bt(ak)
d'ol résulte

a  + Bt(am) =-Br(am) R

ce qui démontre le lemme.

THEOREME 4+ = La condition B de la définition 8 est remplie var tous les nome

bres naturelse.

Démonstration par induction. = Les hypothéses de la condition B n'étant rem=

plies qu'a partir de r =2 , il faut commencer 1l'induction par r =2 .

1° Pour prouver que le nombre 2 remplit la condition B il faut démontrer que

les équations
Bo(ak) = 2y + Bl(ak) et Bl(ak) = ay + Bo(ak)
possddent chacune exactement une solution pour chaque veleur de aj o En se basant

sur les définitions (6.1) et (6.2), nous pouvons représenter ces équations respec-
tivement sous la forme @

2y = aj + ak et ak = aj + ao ’
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et il est évident que chacune d'elles posséde exactement une solution (respecti-
vement a, = = 2y ot a, = ay )e

2° Supposons maintenant le théoréme vrai pour un certain nombre r (ob r =2 ),

c'est=2~dire supposons que le nombre r remplit la condition B . I1 faut démon-

trer que r + 1 remplit égelement la condition B .

Pour le prouver, 11 suffit de démontrer que, quele que soient aj €l et r<r,

il existe un et un seul élément 8y vérifiant la condition

(1) Br(ak) = a, + Br'(ak) .
(L'équation B_,(a,) = a, + B _(a,) est équivalente 2 1'équation
'Yk J r 'k
Br(ak) =-ay 4 Br,(ak) eyant la méme forme que (1), ot 1'existence d'une solution
unique pour chaque équation B_,(a, ) =a, +B_ (a ) , 00 r' £r" ot r' , r"<r,
3 j O
résulte de 1'hypothése d'induction.)

Nous partagerons la suite de cette démonstration en deux parties cn démontrant

successivement 1'existence de la solution ay et son unicité.

A, Existences = Si j = 0, 1'équation (1) prend la forme Br(ak) = Br,(ak) ot
la solution est a T ay e

Supposons donc que j >1 , ct considérons lcs valeurs des fonctions c(r , q)
et f(r, q) pour q=(r + 1) +r' =r +2 , Nous avons donc ¢ r =2 H
g2(r+ 1)l +r' =r+2>3; olrya)=3; 0<Yr,q)=r"<Lr=-1, ct
alors toutes les conditions du cas (6.6) de la définition 6 sont rempliese Si 1'on
a le cas (646) (a), alors, d'aprés le lemme 7, il existe ay vérifiant la condition
(1), ot si 1'on a le cas (66) (b) 1'é1ément 8y = e(r 5 q) est celul qui vérifie
1téquation {1).

Be Unicitée = Supposons qu'il existe deux éléments a, et By différents véri-

fiant la condition (1). Soient q et q' les plus petdts nombres vérifiant les

conditions

(2) a, = c(r, q) ot oy = o(r 4 q') .
On peut supposer sans diminuer la généralité

(3) q' <q done q#0

Considérons maintenant les valeurs particuliéres de q o Puisquoe T >2 4 11 ne faut

considérer que les cas suivants de la définition 6 ¢ (6.3), (644) (2, by c, d), (6.5)
(ay b)y (6.6) (ay b)e
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Mais dans les cas 3 (6.4) (b) pour q =1, (6.3), (644) (a), (64) (c), (645)
(a) et (66) (a) on a 2 = c(r, q) = 2g o Vu que q #0 , il existe un autre nom-
bre, notamment O , plus petit que q ,.et tel que ay = e(r 4 0), ce qui est con-

traire 2 1'hypothése que q est minimum pour cette condition.

I1 ne nous reste que les cas (644) (b) pour q =2, (64) (d), (6+5) (b) et
(646)(Db) e

L'existence de deux solutions différentes de 1'équation (1) vérifiant les con-
ditions (2) et (3), implique @
Bpley) =Baley) =2y =B (o) =B la)
d'ou résulte
Bl‘(&k) = Br(ak') - BI" (a-k') + BI‘, (ak) 9

done

(4) 3 q, Q:E"{‘I'<Q; e(r , q)=a.k=c(r' ’E) ’
e(r ,q') =8 = e(r , 5') y f(r, q) = f(r ) q') - £(z* ’ H') + £(r' , 3)}-

Il est facilede vérifier que cette condition est contradictoire evec les condie
tions qui doivent 8tre vérifides dans les cas (6.5) (b) et (646)(b), car ellc ontralne

respectivement la vérification soit de (F4) soit de (F6). |
Dans le cas (6+4) (d) pour g =2 , et q' =1, la condition (4) prend la forme ¢
3 E,E‘,{c(r,2)=ak=c(r' y Q) c(r,l):aj=c(r’ y a')
am+a£=am-f(r' y Q') + f(r' , Q)1
ce qui entralne la vérification de la condition (Fl)'

Et pour ' =0 et g=1 ou q=2 la condition (4) entratne respectivement
soit la vérifieation de la condition (Fz,)sait celle de la condition (F2").

Enfin, dans le cas (6e4) (b) pour q=2, 0ona c(r, q') = aq = £(r , a')
et alors la condition (4) implique

ay=ag=e(® ,T); ay=elr , ;5 fr,a=a, =2, T
donc a, = =ag + f(r' , Q)=~-f(r' , Q') + £(r' , @) et alors la condition (Fl)
est remplie.

Nous avons donc démontré dans tous les cas possibles l'unicité de la solution de

1'équation (1), d'od le théoréme 4.
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LEMME 84 = Quel que soit a € A il existe un et un seul nombre naturel r tel

que a =B (a) .

Démonstrations. = Pour démontrer l'existence de r , considérons 1!élément
(ao > 8y s am) de la suite V o Selon le lemme 4, il existe r , q et q
tels que cfr , ql) = ag c(r , q2) =a, ot (r , ql) ta = f(r , qQ) ’

] - N -7
c'est-a-dire a, + a “r(al) .

S'il existeit deux valeurs r' et r" distinctes vérifiant cette condition,
on aurait Br,(al) = Br"(al) « Mais vu le lemme 1, on a Br,(ao) = Br"(ao) ’

et alors 1'dquation Br,(ak) =B (ak) posséderait doux solutions différentes

™
a = &4 et 8 =8y, malgré le théoreme 4.

En posant ¢

DEFINITION 9. ¢(r) =B (a;) ’

on pourra facilement déduire du lomme 8 le théoréme suivant @

THEOREME 5+ = Lo fonction t(r) ost inversible. La fonction inverse r = E-l(am)
est définie partout sur 1'ensemble & s et son image cst 1l'ensemble dc tous les

nombres entiers r > 0 o En particulier on a 2-1(a0) =0 ot 3-1(a1) =1

Maintenant, rous pouvons définir la deuxidme loi dc composition (multiplication)

sur 1'ensemble 4
Qe — )
DEFINITION 10. a e = Bﬁ__1 (am)(ak) .

(On pourrait éerire cette définition aussi sous la formo ayea = f(z’l(am) ’

-1 N "'1 . . . ’
c (ak) ), ot ¢ n'est pas une fonction univelente, mais grice au théoréme 2,

le produit est déterminé d'une maniére univoques)

Les théorémes 3 et 5 entrafnent alors le résultat suivant ¢

THEORMME 6, = La multiplication est unc opération partout définie sur 1'ene
semble A4

Pour démontrer notre théoréme fondamental, (théoréme 1), il faut cncore prouver

que cette multiplication remplit les axiomes Az é.As s
Bav apea =B Ly (e =ap .
¢ ()
aye8y =B (ak) = Bo(ak) =2y -

2-1(30)
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(a,) =&
(a) ¥k

808, = Bz-l(al)(ak) = Bl(ak) =2, -

A3. aloak = BB"]-

A, Soient a, , 8y » 8 trois éléments de A , tels que &y #'ak o Considé=-

rons 1'équation Xea, = a + Koty o On peut 1'écrirc sous la forme suivante ¢

. — =1 e p=l
Br,(x) =a, + Br"(x) ol =0 (al) at =2 (ak) .
Les é1éments a, et a étant différents, et la fonction 2(r) étant univalente,
on voit que r' # r" ; or notre équation posséde d'aprés le théortme 4 une et sau-
lement une solution x .
Ayge Soient a, , a5y oy trois éléments de A , tols que a, #'aj o Congidé-

rons 1l'équation 35y = a5y *+a, o On peut 1'éorire sous la forme suivante 3
(1) Br(ai) = Br(aj) + oy et vy = 2(r) .

Maintenant, il suffit de démontrer qu'il existe r vérifiant la condition (1).
Dans ce but considérons deux possibilités ¢

1° j <1 . Dans ce cas, nous considérons le triplet (aj > 84 ak) e Ce triplet
appartient évidemment a 1'ensemble V , ce qui entraine, d'aprés le lemme 4 s llexis-

tence d'une solution r de 1'équation (1),

2° J >1i . Dans ce cas, nous considérons lc triplet (ai PR T -ak) e Ce triplet
appartenant & V , i1 existe un r vérifiant 1'équation Br(ai) -ay = Br(aj) 9
qui est équivalente 3 1'équation (1).

Aingi, nous avons démontré que la multiplicetion définic dans la définition 10

vérifie les axiomes Ay 2 A5, cc qui, avec le théoréme 6, démontre notrc théoréme 1.
Nous avons méme démontré un théoréme un peu plus géméral si 1'on note que la

suite A& a été prise arbitrairement

THEOREME 7, = Pour tout groupe inffni dénombrable A , noté additivement, on peut

définir une loi de multiplication de manidére 3 obtenir un groupe cartésien, dont

1'unicité sera un élément choisi arbitrairement parmi tous les éléments de A dife

férents de 0 ,

L'cpplication des résultcts obtenus dons ce travail est la suivante H

On appelle géométrie plane affine tout systéme vérifiant les axiomes (3) s

(%) ofe [2], pe 318 ot 319 5 [1], pe 52 ot 53.
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Glo Deux points distincts P et Q apparticnnent 2 une méme droite D! ot 2

une seulee Upe droite donnée contient toujours deux points distinctse

G,e I1 existe trois points non situés sur une méme droite.

2
G3. Un point P n'appartenant pas 2 une droite D' appartient & une droite

unique n'ayant sucun point commun avec D' .

On dit qu'une géométric plane affinc est de translation pour la direction Z si
le théoréme de Desargues pour cette direction et pour la droite de 1'infini est
velables Précisément ¢ si pour deux triangles dont les sommets convenables sont
situés sur trois droites ayant la direction 2 , le parallélisme de deux couples

de cOtés convenables entratne le parallélisme des autres (4).

Dans une telle géomdtrie, on peut déterminer un groupe de transformations, dites
"translations pour la direction Z " ([1], pe 56=57).

I1 est bien connmu que chaque groupe cartésien permet de construire une géométrie
plane affine de translation pour une direction de maniére que la groupe de trans=
lation (pour cette direction) soit isomorphe au groupe additif de ce groupe care
tésien (°).

Le probleme posé an 1957 dans le livre d'ARTIN (6) de savoir s'il existe une
géométrie plane affine de translation pour une direction, dont le groupe de transe
lations soit non=-commutatif, avait déja été résolu par Ge PICKERT qui a démontré
1'existence d'un groupe cartésien non=-commutatif en 1952 [3].

Les résultats dec notre travail nous permettent de géndraliser cette solution,
en disant que pour chaque groupe infini dénombrable il existe une géométrie plane
affine de translation pour une direction dont le groupe de translations soit iso=

morphe & ce groupe.

4 fps ~
(") Cette définition est dquivalente & celle qui se trouve 2 la "Remarque" d 1
327 dans [2]. uet de ta page

(5) Cela résulte de la deuxilme partie du théoréme 3 (21, pe 323).
( ) [1], Remarque, p. 58.
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