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Séminaire DUPRRIL-FISOT 7-01
(Algebre et Théorie des nombres) ‘
13e année, 1959/60, n® 7 21 décembre 1959

SUR LES DEMI-GROUPES ADMETTANT POUR IMACE HOMOMORFHE UN CROUPE AVEC sXRO

par Pierre LEFERVRE

INTRODUCTICN, - Les résultats exvosés dans ce travail font partie d'un projet
de thdse, dont le ~oint de dérart est 1'étude d'une généralisation de la notion
d'homogroupe ([13]). Un homogroupe D est un demi-groupe rossédant un groupe .
C comme idéal ; il existe un homomorphisme appliquant T sur G ; G est

d'ailleurs, dans un certain sens ([12]) le nlus grand groupe homomsrphe & D .

On obtient une géréralisation satisfaisante de cette notion, au moins dans le
cas sans zéro, en considérant la classe des demi-groupes possédant % la fois des
complexes nets » croite minimaux et des complexes nets 3 gauche minimaux ([3] et
[4]) ou, ce qui est équivalent, des idéaux * droite minimaux et des idéaux 3
gauche minimaux, ou encore un demi-groupe complétement simple sans zéro ([G] et

[10]) comme idéal.

La recherche, pour ces demi-groupes, du plus grand groupe homomorphe ([5]) m'a
amené 2 aporofondir le rdle, dans un demi-groupe guelconque, des sous-deri-groupes
normaux unitaires ([1]) et, plus généralement, des sous-demi-groupes réflectifs
uniteires ([1], [7] et [12]), qui constituent, pour un demi-groupe, une générali-
sgtion de la notion de sous-grourne invariant d'un groure. in rarticulier, cer-
taines questions de modularité m'ont donduit 2 apvliquer systématiquement les
théorémes d'isomornhisme démontrés par P. DUBRZIL vour des grounoides quelconques
([21).

Cet exposé est consacré en fait aux résultats obtenus pour le cas d'un demi-
groupe D admettant rour image homomornhe un croupe avec zdro (voir aussi [6]).
L'introduction d'un zéro, qui complique certains raisonnements et qui se révéle
parfois, du noint de vue gain en généralité, quelque peu illusoire, ze justifie
par 1l'espoir d'obtenir ultérieurement des résultats non triviaux dans le cas d'un

demi-grouve avec zéro.

On trouvera essentiellement dans ce travail : une étude des complexes da D
dont 1'image est un sous-groupe (avec zéro) du groupe (avec zéro) homomorphe 2
D ; deux théorémes d'isomorvhisme, qui généralisent pour le cas envisagd les
théorémes classiques pour les groupes ; le nremier de ces théorémes met en évi-
dence certaines propriétés intéressantes des demi-groupes admettant un sous-deni-

groupe normal unitaire minimum. Parmi ceux-ci, j'étudie spécialement le cas



des demi-groupes simples & idempotents, des demi-grounmes inversés et rectangu-
laires ([14]), des dewi-groures de Vagner ([3] et [15,) et enfin celui des demi-
grouves admettant 2 la fois des complexes nets & droite minimaux et des comnlexes

nets 3 gauche minimaux.

1. Hypoth®ses et notations.

Dans tout ce qui suit, D représente un demi-groupe, avec ou sans z4ro ;

- —3 ("' - . -
G =06 Vio} un groupe avec zdro, somme du gronre G et d'un zéro O , f un

S

homomorphisme apnliquant D sur G : U —» C = #(D) , (P 1'équivalence d'homo-
morphisme associds 2 £ .

Te [1], [7] et [1<], on déduit assez facilenent le lemme suivant.

LE?M 1.1, - Il existe une corresvondance biurivoque entre 1'ensemble des grou-

pes, avec zé€ro et sans ziro, ho~omnorrhes & un demi-groune D , a2t 1l'ensemble dec

comrlexes 3 de D virifiant une deg conditions suivantes (éQuivalentes) e

—

(Ql) S est un sous-deni-groupe svmétricue, fort, unitaire de D

(Q?) S est un sous-demi-groupe réflectif unitaire ;
Q.) S estwn sous-demi-grouve vérifiant la wroprieté
u3 6 - P
(c) a, b, x€D axb &S ab&s =» x €35 .

'ous renvovons & [1] pour 1a définition des termes emplovés ci-dessus et 2 [12]
~our le rassage de cette correspondance biunivocue & un isomorvhisme d'ensembles
ordonnés. Ious noterons seulement qu'un comrlexe & de D est dit réflectif

lorsque :

és °

[y

a ,b&eD ab £33 = b

»,

“ous rampelons encore qu'un comrlexe £ de D vérifiant une des conditions
¢siduel et disjoint de son résidu (vremier) 2 lorsque celui-

rrécédentes est fquir
ci n'est vas vide ([1]).

Le groupe (avec ou sans zéro) homomornhe & D , corresmoncant & un complexe S

donng, est défini par une quelconque des dquivalences vrincipales attezchdes &2 S :
7 ° + ° Ao
a;b(»’ﬁszq@) & S.°2 = 5.°b &= S°.a = 8".b .
()

Si le résidu Z de S est vide (Z =¢) , le quotient D/S = D/ﬂ?é = D/86Q

est un grouve ; S est dit normal unitaire. Un sous-demi-groupe normal unitaire

est a la fois réflectif unitaire et net.
Si Z#£4@, e quotient est un groupe aved zéro ; S est dit pseudo-normal uni-
taire (1]).
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Dans ce dernier cas, on remarque que D - Z est un sous-dezi-groupe de D

. * w2 .
contenant S et est appliqué par f cur € d'aprés le schéma suivant :

DY &— N0
e
&

Dans D -7, & est normal unitaire : cette remarque exvlique comment de nombreux

résultats peuvent en fait se déduire immédiatement du cas 4 =0 .

%otons encore que 1l'ensemble & ces complexes £ de D vérifiant une des

conditions (Qi), complété le cas échdant par 1'ensemble vide, forme une famille

- Pl

de Yoore, done un treillis complet. Si DL est un gronve, o  est 1'ensenble des
. . . . ! s r .
sous-groupes invariants : le treillis 5 ezt alors modulaire. Fous avons étudié

4

un cag ou l'o~ a encore, mour > , cette propriété de modulariti.

Dans tout ce qui suit, & rerrésente maintenant un sous-demi-groupe réflectif uni-

taire proore déterminé (S # @ , S#L) avant un résida Z non vide 5 D/S =G

. N = — % 12 .
est un groupe avec zéro homcmorphe & D s D —£¢- C=G Uil = /s .

Tous utiliserons également 1'extension saturde W' , modulo 1'équivalence d'homo-

w(RP) .

v

T

morphisme P , d'un comrlexe W de D : "' = {x sOX € Do _ojw eV, x

i

Si W= f(l) , W' est 1l'image inverse, par I , de 1

Suivent que ¥ coupe ounon S (ou Z ), W' contient ou non S (ou Z ), car

S et Z sont des clarses modulo {7 .

2. Etude des complexes de D dont 1'image homomorphe est un sous-grouve ce G .

LEMMT 2.1 - Une condition nécessaire et su”fisente mour que 1'ixace homomorphe

d'un complexe Y de D s0it un sous-groupe avec zéro de G est que 1'image homo-
> a T - . - *
morvhe de sa trace U sur D -2 : T =W 1N (D - %) soit un sous-groupe de G .

REMARGUZ 2.1. - Il résulte de ce lemme que notre étude norte essentiellement sur

les complexes contenus dans le sous-deni-croupe D - 7 .

LZ0T5 2.2, - Pour cu'us complexe U de U ait rour image dans 1'homomorphisme

considérd un sous-groupe U de & , il faut et il suf{it que i'une des conditions

oo

suivantes soit vérifiée

(F) u,uw €U, x¢£D, u x=8 = ’jul €'l ux = uy ")
(G,) w,u €0 = Hdu €U u = u. ()
1 71 1

()
(GZ) duelU ul NS £4g .



REMARQUE 2.2. - Si l'on introduit 1'
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de U modulo ((°) ,

extension caturie !

la condition (F) se met sous une forme équivalente (7'); que m'a signalée

P. DURRZIL :
(F')

REMARLUE 2.3. - La réflectivité de

n

S rernmet de remplacer S.n par &' .u

dans (P') et ul' par Tu dans (G?). On notera également que (GZ) entraine

TgD -3 .

OTMONSTRATION. - 'est latraduction dans

D , des conditions classiques pour

gu'un complexe du groure ¢F soit un sOUS=-groure.

Yous démontrons d'gbord que, si 7 est un sous-groure de e ; (F) est véri-
fide. Soit u, u' €U, x €D u' x € & , ces relations entrelnernt dans G
pour les images U, u' et x de u, u' et x: U.x=6 (e élément
neutre de G ). U étant un sous-groupe, u €U, W' < U entratnent
T3l 205 =0 €7 . ve la définition de [ rdsulte qu'il existe dans U un

1

é1dment u, tel que ux = ul(ﬁa) .

Démontrons ensuite que si (F') est vérifiée,

Soit u €17,

U, 8 x est l'inverse de U' dans

la condition (7) on ciduit 1l'existence de

3-dire

Ilous démontrons enfin 1l'équivalence

(F) =3 () : i U vérifie (¥) ,

il existe x &€ D -2 tel que w < =©

prenant u' = u , on voit qu'il existe Uy € U tel que

dire u1 £ 5 .

Soit u el

N7 soit t €5

il existe x &€ D tel
de
en remarquant que

£ T tel cue

(O3]

X(m) \‘(]/X €
ul(gy) d'ou x

BX

u tx =

1
uu,y €5 .

Scit enfin u, u' &€ U .
BI(G'D tel que

Soit u" un

La condition
On a uu'
X &S .

T

de 4

Donc uu!

é1ément tel que

NT . 2n appliquant la condition (¥) vour

& 72 , sinon u ou

= by
T egt un sous-grouve de G .

TET (W£0, u £0), images de deux éléments u et u' de

C,ona u x=e cd'ou u x<«&.De
u € J tel que ux = ul(ﬁ’) c'egt-
=u.x=u €U
Ges conditions (F) et (G).
U coupe & ¢ car S <tent net dans D - Z

et d'aprées la condition (F) arnliqude en
ux = ul(dv) c'est-a-
prenons un élément quelconque
et

gue ux g€ S ;
u et t
D et Ys 22,

= ul(ﬁz) et ux =

on voit ou'il existe
uul(ﬁj) et finalement

1

(Go) est donc vérifide.

u' arpartient & Z .

u" u £ S (condition (Gg))° In appliquant



la condition (F) & u et u" , on ¢éternine un 41lément u = U tel que 7-05

a' u' x = ul(U)) . D'aprés la provriété sx = x(f?) V¥x e D et Yse 5, ona

X = ul(Cp) . 51 u' est un élément de U tel que u u; € S , on voit que

xui = ui(éa) d'ou xui e 5 .De uwu x&398 résulie alors uu' = ui(ﬁo) . Le
condition (Gl) est done vérifiée.
(G) = (7) :+ Soit u' x €5 avec u, w & U, x&D.O0ns.it, ¢c'.rres la
condition (62), qu'il existe u" &£ U tel que u' u® & . d'ou x = at((P) et
ux = w' () . ZIn appliquant (Gl)’ on détermine 0, €11 tel que wu" = ul(ﬁj) a'ou
ux = ul(g3) ;
Ce Go s Do

On déduit de ce lemme des conditions suffisantes pour que 1'image G d'un com-
plexe U de D soit m sous~-groupe de & . in particulier :

DéFINITION 2.1, - On dit que le comvlexe H du demi-groupe D est net & droite
(» gauche) par rapport au complexe XK de D lorsque : ¥k «K ?x«% D tel que
kx€ H (xkeH) . 51 HSEF et si VreF dx e¥ tel que kxe& U (xk ¢ H)

i est dit net 3 droite (# gauche) dans ¥ .

2™

THEOR'™™E 2.1. - Tout sous-demi-groupe U , unitaire d'un coté, tel que 1'inter-

section S N U soit nette de 1'autre cdté par rapport & U (ce qui entralne

SNU#P et 5T nette dans U ), a pour image homomorphe un sous-groupe U
oo B

e G .

On vérifie aisément que U satisfait, par exemple, 2 la condition (G).

COROLLAIRE 2.1. = Tout sous-demi-groupe U , unitaire d'un coté, contenant S et

ne coupant pas 7 , est unitaire de 1l'autre coté, donc unitaire, et a nour image

s Y
homomorphe par f un sous-groupe de G .

Démontrons que U est unitaire. Supposons U unitaire 2 gauche ; si xu €U
avec u &U gt D tel que xut €« S <U car & est net dans D - Z , d'ot
t £U , S étant riflectif, ona : (ut) x =X & U et coome ut = U , on a aussi
x @U : U est donc aussi unitaire & droite. La fin du corollaire se déduit immé-

diatement du théortme 2.1.

"Parmi les complexes U de U - Z2 dont 1l'image hom morphe est un sous-grovpe de’
=¥ . . . . . A
G ; les vlus intéressants sont ceux qui sont image inverse d'un sous-groupe de G .

On a immédiatement le théorime suivant :

o R = . . . T
THROR®MZ 2.2. - Si U est un sous-groupe de G , l'image inverse U'' de U

est un sous-demi-groupe unitaire de D contenant S et ne coupant pas Z .

i

RIMARCUE 2.4. - Dans une étude générale sur le commortement dans les homomorphismes
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des nropriétés intervenant couramment dans la théorie des dewi-groupes, ~. DUBRZIL

a dé=ontré de plus, que U' est fort.

[€a}

i on prend 1'image inverse d'un sous=-groupc avoc zéro de G , on obtiont :

T

-r-h . : ~s 2 poy . N
THZORME 2.3. - Si est un sous-groupe avec zéro de G , l'image inverse '

de ¥ est la somme de 1'id2al nrenier 7z et d'un sous-demi-groupe unitaire de D

contenu dans D - 4 .

R VARCUE 2.5. ~ ' n'est ni unitaire, ni fort (cf. théortme 2.2. et remarque 2.4).

Jous ¢tudions ensuite ceux des complexes de D - 7 dont l'image hom-morphe est un
-5

sous-groupe invariant de G . Les conditions obtenues traduisent simplement le

fait qu'une condition nécessaire et suffisante mour gqu'un sous-groupe d'un groupe

s~it invariant est qu'il soit réflectif.

LEME 2.3, - Une condition nécessaire ot suffisunte rour que 1l'image U d'un com-

plexe U vérifiant 1'une des conditions (¥) ou (&) soit un sous-groupe invariant

.* . 3 . ’ . - ’ . . 7
de G est qu'une des conditions suivanteg (equlvglentes) soit vérifiée :

(H) uzU, a,bgd abzu(f) = du' U, bazu (M)
() ue€U, a, b&eDdD abuée 35 =3 dJu' &£0U, bau' £ 8

Pour démontrer 1'équivalence de (H) et de (H'), il suffit de remarquer que les re-
lations Ju €U abzu(f?) et -u' U abu' € 5 sont équivalentes, ce qu'on
voit facilement en prenant u" € U tel que uu2 S (condition (G,)) et en utili-
sant le fait que ¥s €S VYx €D sx = x((P) . Lo reste de la démonstration ré-
sulte immédiatemont du fait que la condition (d) expréme que 1'extension saturée

U' de U modulo P est réflective.

On déduit en vparticulier de ce lemme, le thé réme suivant :

4 \,-., V. . ’ . - s s
THEOR®MI 2.4. - 81 U est un sous-demi-groupe réflectif de D vérifiant les

conditions :
(G)) Yu €U uwUNnNs#p
(Gg) Vs &8 sSNUEY

. . . *
1'imag> homomorphe par f de U est un sous-grsupe invariant de G .

Soit u €U tel que abu €& S . ous démontrons qu'il existe u' < U tel que
ba = u'({?) . De abu € S, de la condition (G,) ot de la réflectivité de S , on
déduit l'existence de x , x' € D tels que ax & 7 et x' b &EU .,

U étant un sous-deni-groupe; on a axx' b € U et axx' bue U .
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U étant réflectif, on a ¢ xx' bua € 7 ; de la condition (GZ) résulte que :
]ulé U tel que uy x' bua €5 .

S épant réflectif et uniteire, de abu g S ou bua € S on <éduit u, xx' & S .
In outre, axx' b €U antralne, ruisque U est réflectif, baxx' € U . De la con-
dition (GQ) résulte que : lgui €U tel que ui baxx' € S . Comparant uy xx' €S
at ui haxx' € S on déduit cue u, = ui ba(@c) d'ol, en nrenant ug €U tel que
uf uj € 8 : u'l'u'l:u'l'ui ba = ba({P) -t on posant u) w =u €U, ba = u' (®) ,

C. . F. D.

REMARQUS 2.6, - Les hrpothéses du théoré-e 2.4 sont vérifides, 2n marticulier,
lor<que U est un sous-deri-groupe réflectif unitaire tel que 1'intersection S NU

soit -ette par raprort 3 la réunion 3 LU, d'ol :

COROLLAIRS 2.2, -~ Tout sous demi-groupe réflectif unitaire contenant S et ne

o

-
coupant pas 4 a pour image homomorphe mar f un sous-groupe invariant de G .

Ici encore, on s'intéresse spécialement & 1'image inverse d'un sous-groupe inva-

% . . I » N .
riant de G . On obtient immédiatement le théoreme suiwvant .:

4 A .. . 3 _* L3 3
ThiORZ'E 2.5. = i est un sous=-groupe invariant de G ; l'image inverse U’

e5 ]

de U est un sous-deni-groupe réflectif unitaire de D contenant S et ne cou-

Eant ras 7z .

Ce résultat peut étre complété par un thdéoréme récent de P. DUBRIIL :

fA ; = sy s . = .
THEOREME 2.€. - Pour gue le sous-groupe U soit invariant dans G , il faut et

il suffit que son image inverse U' wvérifie, outre la condition (G), 1'une quel-

congue c¢es conditions suivantes

a. U' svmétricue (cf. corollaire 2.2 et théorime 2.5).

s . . . N . S s 4 . s
b. L'équivalence principale 2 draite définie rar U' - fﬁ&U, est réguliére 2
gauche.
’ LY ~ .
o U'G% est reguliere 2 droite.

REMARQUEZ 2.7. - Ce thdoréme reste valable si 1l'on considdre 1'image inverse d'un

sous-groupe avec ziérc de G .

Au cours de nos rechovches, nous avions utilisd, pour certaines démonstrations
directes les fermetures; dans le treillis complat des sous~demi~-groupes unitaircs
? gauche (2 droite ou bilatéres), de certains complexes U de D . Il ne paralt

pas sans intérét de donncr ici quelques-uns des résultats obtenus

L 2.4. - 51 un complexe U de D yvérifie la condition (G,) Yu & Uulns# ¢,

le saturd 1! de U modulo (* est l'ensemble X des éléments x de D vérifiant
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la condition (&) :

(4) Su€lU, s<&8 tels que ux = s .

1© X CU' . -31 x tel que gu el

seS, ux =s ,; soit u' €U
tel que u'u$ 5;ona u ux=u s d'ou x =u'(
x

3
P) c'cst-2-dire x & U'.

= u((i?) , soit u' € U tel

m
)
o)
w
ot

20 M &Y., -5 x2D esttel que Hdu&lU,

sl

que u' u€S ;onea u x=zu ul®) dou u' x &5 clest-i-dire x € % .

THEOREME 2.7. - Si un comnlexe U de D vérifie_l'une des conditions (F) ou

(G), 1l'extension saturée ' dc T modulo (? est le rlus petit sous-demi-groupe

.

unitaire (2 gauche, > droite ou bilatére) de U contenant S et U.

ety ’ o =* 3 3
Car 1l'image homomorphe U de U &tant un sous-groupe ¢e G , 1'image inverse
de 1, saturé de U modulo (P, cst un sous-demi-groupe unitaire de D conteaant
b 5
S et U, ot c'est aussi, d'aprées lc lemme 2.4, l'ensemble des x ¢ D tels que

du €U s €S vérifiant ux = s . Le théoréme en résulte immédiatement.

Mous moserons U' = & '+ U , fermeture unitaire de & + U , prise indifféremment
dans le treillis (complet) des sous-deni-groupes unitaires & gauche, & droite ou
bilatéres de D .

THICRRE 2.8. - Si un sous-demi-groupe réflsctif U de D vérifie les condi-

tions (G2) et (G,) :

S
(G,) vu el wiNS#g
(GB) Vs €8 sSNUEF

le saturd de U modulo # ost le plus petit sous-demi-groune réflectif unitaire

de D contenaat S et U .

. - pr . . =% ’
Car 1'imags homomorvhe de U est un sous-grouve U invariant dans G  (théo-
réme 2.4), dont 1'image inverse est un sous-demi-groupe réflectif unitaire de D
contenant S et U . Comme c'=2st déja le vlus pctit sous-deai-groupe uniteire de

D contenant & et U, le théoréme cct démontré.

CCROLLAIRE 2.3, - Si U vérifie les hvypothdses du théoréme précédent et est de

plus unitaire; U' peut étre défini par les conditions équivalentes suivantes :

(4) xe U &« dué€U, s¢ 8 ux=s
(B) xe ' = Jue€ U, s'esS s'x=u .

REARQUE 2.%. - Ce corollaire per-et de caractériser simplement, movennant cecr-
taines conditions 1'union de deux sous-demi-groupes réflectifs unitaires dans le

treillis de ces sous-demi-groupes.



3, Premier théoréme d'isomorphisme.

Hous appliquons & l'ensemble formé par DU et le groupc avec zéro homomorphe G ,
des théorémes de F. DIBRIIL qui généralisent & ces groupoides quelconques les théo-
rémes d'isomorvhisme pour lecs gro pes ("2).

Les résultats obienus, non sculement conticnnent le cas des grouncs, mais eonfir-
ment que les sous-de~i-groupes réflectifs unitaires, ot plus spécialement les sous-
deni-groupcs normaux unitaires, congtituent une bonne généralisatiorn pour les demi-
groupes de la notion dc sous-groupe inveriant, en particulier dans le cas d'un
dei-groupe possédant un sous demi-groupe normal unitaire minimum.

ous énoncerons d'abord le vprc-ier théorémc géné ral de F. DUTREIL.

. S . . N - C 5
THEOREMZ 7,1, - Si 1'on a 1l'homomorpvhisme 5 —— o, °U % et E  sont deux

grounoides, il v .a corresvondance biunivoque entre les équivalences (¢4, de T

régulitres d'un c5té et contenant 1'équivalence d'homomorrhisme o 2t les dqui-
v 2t les equl

o o

valences i de 3, régulifres du méme cOté. Les ensembles quotients 0L ot

()

9

1 . . . 7 -
T/(R, se corresvondent biunivoquement, les relations x = x'(éﬁg ot x

Wl

dtant vérifides en mime temps.

s et #, sont réguliéres cn néme temps ot la correspondence entre les groupol-

- -—

;

des quotients cst alors un isomorphisze 3 T/AL o 5/ .

A

R*”APQUJ 3,1, - I1 résulte imm’'diatement des définitions respectives de G ot
de QR; gue la corresrondance précédente est un isomorvhisme d' ensembles ordonnés
entre 1'ensemble des équivalences de 3, régulierss d'un coté ot contenant P

ot celui des équivalences do 3, régulitres du mime cdté.

RIMARCUT 3.2. - La corresrondance entre /R st I/M, est définio par

[3
N

i, BETR b e— L & Ja€E RSl a&h

ce qui montre cue 4 , en tant cuc complexe, est 1'image homomormhe de A wvar £
ot A 1'image inverse de A .

tous démontrons lzs Dr00031t10np suivantcs en prenant, avec ices “otations des va-

[ R

ragrapics 1 et 2, E =D o=

°

s . el ’ . s P Ay s
TME 3.1. - Si (O cst unc équivalencc régulitre d'un cdté contenant P, la

clarse U modulo /& contenant & o2st un sous-demi-groupe uniteirec de D ne cou-

rant pas 2 ; /& cofncide avee 1'équivalence principale du méme coté définic nar

U cens D ot est simplifiable du méme cbté sur D - Z .

Nous raisonnons sur des équivalences réguliéres 2 droite .

-—

10 &1 g% ast 1'équivalence régulicre » droite induite par A  dans G, 1l'image
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de U dans 1'homomorwhisme appliquant D sur G est la classe odulo /KX conte-

nant 1'é1ément necutre de G , c'est-%-dire un sous-groupe T de G* ; U est
1'image inverse de ki , c'est-&-dire un sous-demi-gronume uniteire de D contenant
S ot ne coupant vas 7 .

20 R, ost simrlifiable & droite sur D - 4 o Soit ax ;s bx €D —.z 5 ax = bx (R) .
On a, dans G, ax = a.x 70, Px = bex £0 et a.%x = b.x(R) ; . équivalence
rigulitre a droite d'un gro re avec ziro est simplifiable & droite sur G - iO%

Done, on a a = f)(,@.) dtou = = (A .

39 Soit 4@U 1'équivalence princivale & droite définic mar U dans D . Montrons
que &, = Lﬁqj . Soit a = b(N,) . Pour dé-ontrer que a = bG?ﬁU) il suffit de
b @)
on déduit ax = bx(R,) puiscue R est réguliére & Croite, donc ax € U cntraine
bx « U

Soit a = b(,.'A;U) clost-3-dire U.’a=U.b . Si U.a=U.b=fg, a et b

~
prouver que ax & U entraine bx « U . Or U cst une classc modulo (R ; de a

v

appartiennent au rigidu & droite 2 de U dans D . De S< U, on déduit

U . .
Zy 7 ,d'ou a, baZ c'est-t-dire a = b({P) . Dz 7€l risulte alors
a=b(lR) .8 U a=U."b#P, JteD telque at&l, bt eU clestrd-dire
at = bt(R) . U ne coupant pas <4 , at et bt appartiennent & D -4 sur le-

guel K: st simplifiable & ¢roite. Donc on a a = b(F) .

L% 5,2, - I1 oxiste un igomorphismec ¢'snsembles ordonnés entrc 1l'cnsemble des

sous-demi-groupes unitaires de D contenant S 2t nc coupant pas 72 ¢t celui

des équivalences régulidéres d'un cOté contenant P .

1° 4 toute dquivalence régulidre & droitc A contenant /¢, nous faisons cor-
resrondre la classe modulo (A contenant § . Nous avons démontré que cette classc
U 4tait un sous-demi-groupe unitaire de D contenant S et ne coupant pas 2 ,
et qu'on avait 52 = ﬁau équivalence principale a droite définie dans D mpar U .

29 L'application ainsi définie est injoctive : si (Ao £ /KR! ona U#U' ; car
7 =U' entraine K = J = !,/?"U' =K'

3° Gette application est surjecctive : car si U =2st un sous-demi-groupe unitaire
de D contenant S ¢t ne coupant pas Z , 1'équivalence rrincipale & droite (ﬁaU
est réguliére & droite et U cst la classe modulo 5Rh contenant o .

in outre, on a ﬁ7€»§&U . Soit cn effat a = b(éc) et ax< U : puiscue U ne
coupe pas 2 , il cxiste t€ D tel que axt& S& U ; U <Stant unitaire, ona te&U.
& oot réguliére, donc axt = bxt(/F) d'ou bxt£ S U et finalement bx & U

4° Cette corresvondance est un isomorphisme d'ensembles ordonnés. Sunrosons d'abord

que : g U' 3 U et ' étant des sous-demi-groupcs unitaires de o contenant
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S et ne coupant pas 74 . Soit a = b(!”\,r) . Montrons que ax & U' entraine
U

A

D tel que axt € S <2 U< U d'ol
bxt(ﬂ%u) dtol bxt €U EC T

x & 7' . Puisque U' N Z AP, il existe t
t &0 . G{U étant riguliére A iroitec, on a axt

t

et finalement bx € U!

742 " ¢ e s 4 .
Supposons maintenant que R <K 5 R ot % gtant les équivalences

U [ U Ut
principales ddroite définies par los sous-de:i-groupes U et U' , unitaires,

I

contenant S et ne coupant pas 7 .

ous démontrons d'abord quc : Yue U et Yu &' u = uu’(ﬂeﬁ,)

a. u' x€ U entralne évidemment uu' x €U ;

b, si uwu' x €U, cna u' x& U vpuisque U ost unitaire.

Yous evons alors, ¥ = U ot Yu' = U' , u = uu'(JﬁU) dtou u' = uu'(gzU,)
ouis u'2 = uu’g(G%U,) c'est-"~dirc uu'2éa U' ruisque U' est une classc modu-

e .- .
1o UMT' . Tinalement,

Cn retrouve en particulier la propriété clessiquc des groupes

N .
THEOREME 3.2, - Il oxistc un isomornhisme d'ensembles ordonnés cntre 1'enscmble

&

pt . . - N
des sous-groupcs de G ¢t cclui des équivalences réguliéres d'un coté du groupe
avec zéro G .

Das théorémes 3.1 ¢t 3.2 et du leme 3.2, on déduit ¢

i . = R . .
THEOREME 3.3. - Soit G un groupnc avec zéro homomorphe 2 un demi-groume U ,

-

5 1lc sous-de-i-groupe réflectif unitaire de D correspondant ¢ G = D/s , %

le résidude S dans D . Il existe un isomorphisme d'ensemblss ordonnés entre

1l'ensemble des sous-grouves U de C - 04 ¢t cclui des sous-demi-proupcs uni-

taires U de D conterant S 2t ne coupant pas 2 .

-

RTMARQUE 3.3. - U est 'image var f de

[om]

et U est 1l'image inversc de U .

LBME 3.3. - €1 R est régulidre dans DU , U =st réfloctif et réciproquement.

—
-

Hotons d'abord (thdordrc 3.1) que % et 4O sont régulidres cn méme temps.
Si (K, ast réguliérq, soit ab £U ; &b = a.b € U qui est un sous-groure inva-
riant de G , d'ou b.a =ba U et ba U .

Inversement, si U .SSt réflectif, U ost un sous-groupe invariant de ¢ (co-
rollaire 2.2). Donc (K. est réguliére ot (k. aussi. '

On peut d'ailleurs observer, vour abréger cottc démonstration, que la réflocti-
vité {es complexes ce conserve dans un homomorrhisme, lorsque l'on rrend un com-
plaxe U de E image inverse d'un complexc U de T (3 — é) .

Fous pouvons maintenant énoncer le théor2me correspondant au premier théoreme

©

bl

’ . . . H - T ~
U' dtant unitaire, on cobtient VYVu £U ué ' donec UCU .
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d'isomorphisme prur les groupes.

P i ~ . . . . N . . .
TANOREME 2.4.(Premier théoreéme d'isomorrhisme). - Il existe un ison rphisme

d'ensembles ordonnés entre 1'ensemblc dss sous-groupes inveriants U de G - <05

et celui des sous-demi-grounes réflectifs unitaires U de D , contenant S ot

ne coupant mas 7 .

“n outre, on a l'isomorphisme de groupcs avec zéro : D/U = C/U .

On déduit de ce théortme une propriété intircssante de certains ensembles de

sous-demi-grouves réflectifs unitaires :

v

== , 3 - 3 ° 3
THEOREM® 2.5. - Dans un demi-grounme quclconguc, les sous-demi-groupes réflectifs

unitaires de D contenant un sous-de:i-groune réflectif unitairc S ot ne cou-

pant pas le résidu 72 de & forment un treillis complet modulaire. I'élément nul

.

de ce treillis 2st & et 1'élément universel D - 2 .

Car cet ensemble cst isomorrhe, au sens dos cnsembles ordonnés, & cclui des sous-
groupes invariants d'un groupe.

Ce théoreme met en évidence une classe de demi-groupes qui généralisc, du noint
de vue ensemble des sous-groupes invariants, cclle des groumpes : lcs demi-groupes

possédant un sous-demni-groupe normal unitaire minimum.

I .
THEORTMZE 2.5. - Si un demi-groupe D admet un sous-deri-grourc normal unitairc

zinisum, 1'ensenble des sous-deni-groupes normaux unitaires dec D forme un treillis

complet modulaire.

ious donnons au paragraphe 5 des cxemples de tels demi-grouncs.

4. Second théoréme d'isomorphisme.

Nous donnons d'abord le sccond théoréme d'isomorvhisme démontré par F. DURRIIL

([2]) pour d=s groupoides queleonques, du point de vue "équivalences réguliéres'.

23

—A . A ~ . q s . ’ s N\
THEOREMS 4.1. - Soit (#  une équivalence régulidrc dans un groupolde %, M un

—

sous-cnsemble de I, M' 1l'cxtension saturée de ¥ par (P, §7M ct dﬁﬂ, lcs

restrictions de & 2 M et M' ; E =7/ le groupoide-quotient, M 1'imagc

du sous-cnsemble M dc E dans !'homomorphismc appliguant E sur 5. 51 M est
un sous-groupoide de I , ¥ =1 , 1'équivalence .= P ost réguliére, W'

cxtension saturée dc W par # st un sous-groupoide de. E ot on a les iso-

morphismes :

A 1T [ i I
[P T s T ey .

W w|
RIMARQUE 4.1. - La corrcspondance cntre W/# . et W'/, ost définic par :
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' . .) § N 7 =t " ) e T, T
Xe 1.4/0’,%T ; Xeu/Fy, £ e= X e dxeXNU, x'e XN
A\
xz=x' ()
Si nous appliquons ce théor2me 2 un demi-groupe D dans lequol le sous-demi-groupe
réflectif unitaire & (S #@% ; 5 # D) , admettant un résidu non vide Z , défi-
nit une équivalence réguliere 7 , équivalence associés & 1'homomorphisme appli-

quant D sur le groure avec zéro G = D/S , nous obtenons le théoréme suivant :

‘i hS

THE0REDT 4.2, - Si 7 cat un sous-demi-groupe de D , 1'équivalcnce d'homomor-

phisme 57” restreinte & W est régulidre, l'extonsion saturde W' de 7 par

(P cst un sous-demi-groupe et 1l'on a les isomorvhismes (de demi-groupes) :
7 AN LI/ PV
(1) P =T .,

Nous étudions ici lc cas ou (I) est une suite d'isomornhismes de groupes avee zéro

(ou de grouves sans zdro).

4 b R » . . .
THEOREME 4.3. - Une condition nécessairc ct suffisante pour que (I) soit une

suite d'isomorphismes de groupes avec zéro (ou de groupes sans zéro) ost quec la

»

tracc U de W sur D -4 U=V N (D - 4) vérifie la condition (G2) :
YucU wWNS£P.

Fous étudions alors le passage des équivalences réguliéres d;w & des équiva-
lences principalecs, qui permettent de donncr une vorsion "sous-algébre® du sccond

théoréme d'isomorvhisme s

LEMME 4.1, = 51 W coupe &, ona Si*W =25 nu .

Si JQSOU(SﬂU’L) o5t 1'équivalence orincipale 2 droite (& gauche) définic dans

U par S AU ,; on a alors

P ein, = e PR - R ]
U SaU T SAU » Sl ~ Sau

N

U' (') btent le saturéd de U(W) modulo {7 , on a :

S U ¢! .

Si OQS(JQé) est 1'équivalence principalc (& droitc ou 2 gauche) définic dans

T(W') par S, on a enfin :

73] S j’: //‘ - 1'.7

Ut g T i 'S

DIMONSTRATION., - Notons d'abord que S N U est réflectif unitaire dans U : si
wu'€ SNU, w'Z2SNU avee u, x, u'€ U, ona x< & d'aprées la pro-
priété (C) vérifiée par S (voir le paragraphc 1) ; d'ou x &S NU ; cc qui

montre que S {3 U vérifie la pronriété (C) dans U . De méme, SOV (=8N U)
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' e Ny, w' €SN’ avee wy, x , w g W

est réflectif unitairec dans W . Car wxu' & |

[€2)

cntraine d'abord, wuisque S 4 £ @ s W, X, ve D=2 clost-2-direc w, x
w' €@ U ot la démonstration se torminc comme ci-dessus.
En particulicr, dans U(Y) , S i T(S A W) cst un complexe symétriquc ct 1l'on a

& 7

'm{ ﬁ? '.' = 4
Sad St

;

. SpU T SnU
Si uzu' (mU) avee u , u' € U, nous démontrons que u = u' (.-’7<,-S'\U) . Pour ccla

~

il suffit de prouver que u, u' , xc U, uwxe SNU cntralne u' x€ SN U.
o]
w0

ux € & ontrainc, d'aprés 1l'hvmthése, u' x € ct comme x €U, u' x& U d'ou
u'' xeSnU. -’7),, = oy B¢ démontre de la m3me maniérc en romarquant que

~x &5 ontraine w U . Les inclusions 5 &U' &W' résultent de ce que,; pour

un élément queleconque u de S AU et ¥eZ S, ona szu(®) dou se& U'ECU .,

infin, si u' , uj = gty oou! E“i(";nu') et u' x4 S avee x& ' , on a
: s qe ) -
ui X €5 c'ost-?-dire u' = ui(fjus) d'ou 173”, < ﬂéc,‘ .
A5 ~
I2"ME 4.2, - 81 W cst un sous-deuni-groupe de D dont la trace U sur D - 2

vérific la condition (G2) : YuesU uwWNsS#@ , ona:

P =R ro=®_ .
U SnU Y Snll
[gA) = R
T = Ry T s
. . . s T ‘ - (1
I1 suffit de démontrer les inclusions "/ﬁ}SnU - g et %S < JU' . Les démonstra-
* v
tions concernant 7 2t W' sc font de la -8me manidrc cncorc la rcmarque du lem-

me 4.1 ¢ wx &S = wal.

On notera que 1'image homomornhe U de U cst ici un sous=-grounc de &
(lemme 2.2).
10 &S.’\U = ipU ¢ nous prouvons quc u , u' € U, x D ux = 5 cntralne
u' x &S dds que u = u' (K Sf‘.U) . D'aprds (GZ)’ il oxiste u'« U tel que
w" € S ; on a donc x = u'({) d'ou u' x = u' u“(".p) . uu"& SN U entrainc,
d'aprés l'hypothesc, uw' u" € 5T d'oa u' x ¢ S,
C. &. F. D.

ui(CpU,) rovient 2 montrer

i

.
20 [/’us &l gr ¢« Montrer que u' = ui((f{-s) - u'

que x €D, u' £U" , u xé&3 cntralne u x €5, U' est un sous-demi-

groupe unitairs contenant S ct U (théoréme 2.2), donc u' x4 $ &£ U' ontrainc

e .
x €U' et d'aprds u' = ui(-'.“'flci) s On a 11'1 x €8S .
(>
On peut alors énonceor, en utilisant les notations cdes équivalences principales

(I'1]) 1lec théoréme suivant :
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THFOREMT 4.4.(Sccond théoréme d'isomorvhismc). - $i U est un sous-demi-grouve

de D virifiant la condition (GZ)’ los demi-groupss quotients U/S N U et U'/s

sont des groupes isomorphes, ' st le plus petit sous-demi-groupe unitaire de

et e e

D contenant & et U U =8 47U
U/e N U SUTU/S .
£ h - . .
THEORTME 4.5. - 81 .% cot un sous-domi-group: de D dont la tracz U sur
D - 7z vérific la condition (G2) los demi-groupes quotients W/S N W ot W'/S sont
des groupes avec zéro isomorvhcs, ' cst la somme du nlus petit sous-dumi-groupe
unitaire de D contenant S 2t U (U =W n (D =~ 2)) et de 1'idéal premier 2

et on a 1'isomorrhismc de groupcs avec zéro @

W/g v z/s = 8§01+ 2/8 .

RT.RGUE 4.2. - On rotrouve immédiatement, 2 partir du théoréme 4.4, le théoreéme
5

classique pour les groupes.

5. Demi-groupes admcttant un sous-demi-groupe normal unitaire minimum.

Le théoréme 3.6 met eon évidence une classe importantc de demi-groupes : les demi-
groupzs possédant un sous~demi-groupe normal unitairc minimum. Pour ces demi-groupes

les provriétés suiventes sont valables

3 —- . . N . s s
THIORIME 5.1. - 51 un demi-groupe D possede un sous-demi-groupe normal unitaire

minimum S

1° il existc un groupe homomorphe &% D maximum ¢ D/S ;

27 les sous-demi-groupcs normaux unitaircs de D forment un treillis complet

modulaire.

Motons d'aillecurs quec

PROPRISTE 5.1. - Pour gu'un denl-groupe a’dmette un sous-demi-groupe normal uni-

taire minimum, il faut 3t il suffit que toute interscction de sous-demi-groupcs

normaux unitaires soit notite (ce qui entraine qu'elle n'est pas vide).

Cette classc do deni-grouvcs comprend des dexni-groupcs trés généraux et de types

2 vriori trés variés :

1°© Demi-groupes simplos sans zéro & idempotents.=Lc résidu’ 7 d'unsous-domi-groupe

floctif unitaire d'un demi-groupe D étant un idéal propre de D ; tout sous-
demi-groupe réflectif unitaire d'un demi-groupe simple sans zéro est nct; c'est:-
&d-dire normal unitairc.

Tout sous-demi-groupe réflectif unitaire d'un demi-groupe quelconque contenant

les idempotents non contenus dans son résidu, et toute intersection de sous-demi-
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groupes réflectifs unitaires ¢tant réflective unitaire, on voit finalement gqu'un
demi-grounc simple sans zéro & idempotents admot un sous-demni-groure normal uni-
3

taire minimum - le sous-deni-grouve réflectif unitairc engendré par 1'ensem-

ble E des idemmotents.

REVARGUE 5.1, - Ce résultet s'amplique en particulisr aux demi-groupes compléte-
ment simples sans ziro ([S] =t [10]).
REMARGUE 5.2. - Tn demi-groupe simrle avec zéro admettant des diviseurs de 72810
posside un seul sous-demi-groupe réflectif unitaire, D lui-méme, c'ast-a-dire
un seul groupe homomornhe : le groune d'ordre 1 .
Ce résultat s'applique en particulier aux demi- grouves comnlétement simples avec
7
2210,

20 Demi-groupes inversés et rectangulaires ([14)). - Un demi-groupe inversd cst

un dezi-groupe D dans lequel @ ¥x & D, Hdx'"2£ D tel que xx' ou x'x
soit idempotont. Un demi-groupe rectangulaire est un demi-groupe dans lequel tous

les éléments sont forts. On scit que

£ L. . . , . s a7
THEOREME 5.2. - Un demi-groupe inversé et roctangulairc nc rosséde pas d'idéaux

preniers propres ([14]).

I1 résulte alors dc ce tuéor’me que le raisonnement et les conclusions de 1°
sont valables. ®n particulier :
/ \
THEOREMT 5.3. - Dans un demi-groupe D , inversé, rectangulairec ot globalement
. 2 . ce s -
idempotent (D7 = D) lc sous-demi-groupe normal uniteire minimum cst 1'ensemble

des idempotents 7

[
= I

des idemvotents est un sous-demi-groupec

e

I1 suffit de montrer que 1'ensemble
réflectif unitaire.

Raprclons qu'ona %a , b€ D et Ve €E acb =ab ([14]). On en déduit im-
médiatement que E est un sous-demi-groupe. I est réflectif : soit xy = e €X .
On a yxyx = vex =vyx donc vx € E ., E cst unitaire : soit x € D = D2 et
;, b €D . Do eab =c¢' on dé-
duit beab = bab = be' nuis baba = be' a = ba d'ol ba= I et ab &« E puisque
E est réflectif.

¢, e'€E telsque ex =c¢' . Posons x=ab, a

REMARQUE 5.3. - On sait ({14]) qu'un demi-groupe inversé rectangulairc globalc-
ment idempotent cst isoworvhe au produit de E var un groupe G : D= D' =G x I
avee G2 ceDe Ye € E . Cn dé~ontre facilement que G est isomorphe au groure
quotient de D par 3 . C'est;, 2 un isomorphisme prés, le groupe maximum holo-

worphe & D .
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3° Dem®-groupes de VAGNER ([15]) ou "inverse scmigrouns® de PRESTON ([8]). - Un

tcl demi-groupe D st carcctirisé par los deux propriétés sulvantes :
g I P

a. ‘a Je

mn
=

5 ;, x 0 tils que ea = a ax = e ;
b. Les idempotents de D  sont permutables.

On démontre alors cu'd tout élément a & D sont associds, de maniérc unique
4 s 9

deux idempotents e ot f , resmectivement éléments noutres & gauche ot & droite
-1 .
pour a s ¢t un élément a (invorse de a ) t2ls que s
-1 -1 S R |
cae=a=af eaa " =¢ aa=f fa~ =Za  =a  f .
. -1 .
“n démontre encore quc l'inverse do a cst a , son élément ncutrc & gauche f

- - =1
‘roite ¢ ot que (ab) = b L a " .

14

son é1ément neutre
On remarque que, dans un tel demi-grouvnc, l'enscmble T cdes idempotonts est nct.

Uonec ce demi-groume admct un sous-demi-groupe normal unitaire minimum, qui est lc

sous-deni-groupe réflectif unitaire cngendré mar I, cnsemble des idempotents.
4° Demi-groupss admcttznt 2 la fois dcos comnlexes nets & gauche minimaux et des

complexcs nets & droitc mlnlmaux - ¥ous appliquons ici un résultat dont une par-

tic a été publidc aux Eomptos Lundu ([5]), ot qui avait été signall par ailleurs

sous une autro forme dans unc note antéricurc de P. SCHUTZEFNBTERGEIR (115).

/ \ ,
THEOR® D 5.4. - I1 coxiste un isomornhisme 4'ensembles ordonnés cntre 1'enscmble

des sous-demi-groupes réflectifs unitaires d'un demi-grouc D dont le résidu

nc contient pas un iddal I de D et lcs sous-demi-groupes réfloctifs unitaircs
de cel déal.

En particulior, les ensemblos des sous-deni-groupes normaux unitaircs de 1 et

de D sont des cnsembles ordonnds isomorphes.

o

Les demi-groipes que nous avons introduits comme généralisation des homogroupcs

N

([3]) sont aussi les dcmi- -groupcs nossédent un idéal complétement simple. L'appli-

cation du théoréme 5.4 ct du résultat obtznu au 1° nmour leos do-i-groupes simples

4 idempotents conduit alors au théoréme suivant :

AORZE 5.5. - Tout demi-groupe possidant & la fois des complexcs nets & gauche

1

minimaux et des complexes nats & droitc mininaux admet un sous-demi-groupec normal

unitaire minimum.

RTIMARQUE 5.4. - Co théoréme s'applique en rarticulizr aux de i-groupes finis



[1]

(2]

[10]
[11]

[13]
[14]
[15]

| LEFIRVAE (Pierre). - Demi-grouncs admettant dos comple
(G
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